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D p e i m o B i e  къ русскому втором! взданш.

Классическая алгебра знаменитаго французскаго гео
метра Жозефа Бертрана состоитъ изъ двухъ частей. 
Первая часть содержитъ матер1алъ, изучаемый въ 3, 4, 5 и 
6 классахъ нашихъ гимназш, не заключая,. впрочемъ. 
теорш квадратныхъ и кубическихъ корней и реш етя 
неопред^ленныхъ уравненш. Большая часть теорш, изло- 
женныхъ во второй части, не изучается въ нашихъ сред- 

• нихъ учебныхъ заведешяхъ. Предлагаемое второе русское 
издаше отчасти представляетъ нереводъ нЬкоторыхъ главъ 
первой части алгебры Бертрана, отчасти—самостоятельное 
изложете. Переведенныя главы суть: первая, вторая, 
третья и четвертая книги I, причемъ, однако, Teopifl 
отрицательныхъ чиселъ изложена самостоятельно; чет
вертая и пятая книги II; первая и третья книги IV- 
Все остальное составлено мною. При составлеши я 
руководствовался Алгеброю Бертрана, Введешемъ въ 
теорш функцш отъ одной переменной—Таннери. Алгеб
рою Комбетта и лекщями по „Введенш въ анализъ“ 
академиковъ Е. И. Золотарева и А. А. Маркова. Все, 
не входящее въ курсъ гимназШ, отмечено звездочками. 
Весь этотъ отмеченный матер1алъ, за исключешемъ
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книги У, представляетъ курсъ дополнительная класса 
реальныхъ училищъ. Книга У, посвященная изложение 
нЬкоторыхъ признаковъ сходимости рядовъ, способовъ 
вычислетя логариемовъ данныхъ чиселъ и вычислетя 
чиселъ по даннымъ ихъ логариемамъ, и содержащая выводъ 
обобщеннаго Бинома Ньютона, составлена мною для любо- 
знательныхъ учениковъ восьмаго класса гимназШ и допол
нительная класса реальныхъ училищъ. Впрочемъ, неко
торые изъ этихъ вопросовъ требуются и при поступленш, 
напримеръ, въ Горный Институтъ.

Предлагаемое издаше содержитъ 444 упражнешя, взя- 
тыя изъ алгебръ Бертрана, Комбетта и Тодгентера.

Н. Вилибинъ.
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АЛГЕБРА.

П р е д в а р и т е л ь н ы »  п о н я т .
r f *

1 . О п р е д ^ л е т е  а л г е б р ы .— Цредметъ алгебры состоитъ въ сокра
щены, упрощенш и, главнымъ образомъ, въ обобщент р ’Ьшеш й во
п р о со в ^  которые могутъ быть предложены отвосительно чиселъ. Для  
достйЖ ейШ "5тбй~цели алгебра употребляетъ буквы и знаки д е й с га й .

2. У п о т р е б л е ш е  бу к в ъ . —  Буквы представляютъ числа. Ариеме- 
тика разсуждаетъ и производитъ д4йств1я надъ определенными чис
лами, назначенными заранее; алгебра разсуждаетъ и производитъ  
действ1я надъ буквами а , 6, с, . . . ,  х, у, . . . В в ед е т е  буквъ д^лаетъ  
общими все доказательства, даваемыя въ алгебре, и все правила, къ  
которымъ алгебра приходитъ.

3. А л г е б р и ч е с к 1е зн а к и .— Т акъ  какъ числа, надъ которыми ал 
гебра производитъ свои д е й с ш я , должны оставаться неопределенными, 
то д е й с ш я  эти не могутъ быть доведены до конца и могутъ только 
обозначаться при помощи некоторыхъ условныхъ знаковъ.

Знаки, употребляемые въ алгебре , следуюшде:
- f -  есть знакъ слож еш я; онъ произносится плюсъ; 7 -j- 5 означаетъ  

сумму чиселъ 7 и 5.
—  есть знакъ вычиташя; онъ произносится минусъ; 7 —  5 озна

чаетъ разность чиселъ 7 и 5.
X  есть знакъ умножешя; онъ произносится умноженное на; 4 X 5  

означаетъ произведете чиселъ 4 и 5. Умнож еш е означается также 
точкою; напримеръ 4 . 5.

Е сли  сомножители произведешя суть буквы, то обыкновенно для  
обозначешя произведешя не употребляютъ никакого знака и пишутъ  
одного изъ множителей подле другаго; такъ, напримеръ, произведете  
буквъ а  и i  пишутъ въ виде аЪ.
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: есть знакъ д е л е т я ;  5 : 7 означаетъ частное отъ д е л е т я  числа  
5 на число 7.

Д елеш е означается иногда горизонтальною чертою, надъ которою  

помгЬщаютъ делимое и подъ которою— делителя; -у- означаетъ частное
отъ делеш я 5 на 7.

П роизведете нЬсколькихъ сомножителей, равныхъ числу а , на
зывается степенью числа а. Число сомножителей, равныхъ а , назы
вается показателемъ степени. Степень обозначается такъ: пишутъ число 
а и надъ нимъ нисколько правде— показателя. Такимъ образомъ а 3 
представляетъ а .а .  а, или кубъ числа а; ат представляетъ произве
д е т е  т множителей, равныхъ а , или m -овую степень а.

У  означаетъ квадратный корень; У 9 означаетъ квадратный 
корень изъ числа 9. У  а , У  а , . . . . означаютъ соответственно ку- 
бичесюй корень, корень четвертой степени, . . . изъ а. И  вообще, У  а, 
где  т есть некоторое целое число, означаетъ m -овый корень изъ а, 
т.-е. такое число, которое, будучи возвышено въ m -ую степень, воспро- 
изведетъ а .

=  означаетъ равенство выражешй, помещенныхъ направо и на
лево отъ знака; а = Ъ  выражаетъ равенство чиселъ, представленныхъ  
буквами а и Ъ.

>  произносится болгье чгьмъ; а >  Ъ выражаетъ, что число, пред
ставленное буквою а, более числа, обозначеннаго буквою Ъ, т.-е. что 
число а равно числу Ъ, сложенному съ некоторымъ числомъ, отлич- 
нымъ отъ нуля.

<  произносится менгье чгьмъ; а < Ь  означаетъ, что число а менее 
числа Ъ, т.-е. что число Ъ равно числу а, сложенному съ некоторымъ 
числомъ, отличнымъ отъ нуля.

Е сли  некоторое выражеше заключено въ скобкахъ, то действ1я, 
обозначенный въ этихъ скобкахъ, предполагаются выполненными, такъ  
что скобки разсматриваются, какъ одно число.

Вы ражеш е 1 9 — (4  +  2 — 1) означаетъ разность между числомъ
19 и числомъ (4  —|— 2 —  1 ), равнымъ 5.

Вы ражеш е (а  +  6)  (с  —  d)  представляетъ произведете суммы 
чиселъ а и Ъ на разность с и d.

Если, въ некоторомъ вопросе, известныя количества представ
лены буквами, то аналогичныя количества представляются очень 
часто теми же буквами со значками наверху и внизу.

Пиш утъ
а , а ',  а ",  а ' " ,  . . . .  

и произносятъ: а, а примъ, а два, а три , . . . . ,
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л , Qj, л 2, а3, . . . .

я  произносятъ: а, а  со значкомъ одинъ, а  со значкомъ два, а со 
значкомъ три, . . . .

Покаж емъ теперь на н£которыхъ прим-Ьрахъ, какимъ образомъ 
знаки д-ЬйствШ и буквы вл1яютъ на сокращ еш е и обобщеше p t -  
ш еш й.

4. У п о т р е б л е н ie зн ак ов ъ , к а к ъ  сред ство  сокращ ен 1я . —
Требуется разделить 540f между тремя лицами такъ, чтобы 
часть перваю превышала часпщ втораго на 48f и часть втораго 
превышала часть третьяго на 75f.

Задача была бы реш ена, если бы знали часть третьяго лица. 
Полож имъ, что эта часть найдена. Назовемъ ее буквою х. Услов1я - 
-задачи позволяютъ намъ составить следующ ую таблицу:

Часть третьяго л и ц а . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . х
Часть в т о р а г о . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . х -\ -  75 .
Часть п е р в а г о . . . . . . . . . . . . . . . . . х  75 +  48, или х  —|- 123.
Сумма трехъ частей х  - } -  х  —(— 75 —f- х  +  123, или 3 ж —}— 198. 
Мм'Ьемъ Зге —j—198 =  540.

Отнявъ отъ двухъ равныхъ количествъ 3 # - { -  198 и 540 число 198, 
:мы получимъ равные остатки Зх и 342, такъ что

Зх =  342,
■откуда

* = _ = П 4 .

Этотъ примерь показываетъ, насколько сократилось и облегчи
лос ь  рЬш еш е вопроса введешемъ знаковъ и буквы х.

5. У п о т р е б л е ш е  буквъ , к ак ъ  средство обобш,ен1я. Изложенная  
метода р е ш е т я  предъидущаго вопроса дала результатъ пъ такой 
форме, который не указываетъ всЬхъ гЬхъ  д е й с ш й , которыя мы 
произвели надъ числами данными для получешя числа искомаго. 
Е сли  бы данныя вопроса были изменены, то, для получешя р е ш е т я ,  
ны  должны были бы снова повторить те разсуждешя, которыя уже 
«д е л а л и . Обозначивъ же данныя вопроса буквами, мы получимъ резуль
татъ въ форме, указывающей намъ путь для р е ш е т я  всЬхъ вопро- 
<совъ того рода, къ которому принадлежитъ разсмотренная задача.

Назовемъ буквою п число, данное для р азд елет я ; пусть буквы
1*
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$  и d2 означаютъ соответственно избытки первой и второй частей  
надъ третьего. Повторивъ надъ этими буквами разсуж деш я § 4„ 
мы образуемъ следующ ую таблицу:

Третья ч а с т ь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . х
Вторая ч а с т ь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

П ервая ч а с т ь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x -\ -d 2-\ -d 1
Сумма трехъ частей . . . .  3 r - f -  e2dt - j-

У слов 1е задачи даетъ намъ равенство:

Зх —(- 2d2 -\- d1= L п.

Вычитая dx и 2dt изъ обеихъ  частей, получимъ:

3 х  —  п —  —  2d2,

откуда, разделивъ па 3,

_ _ п c?j —  2d2 г-»
х = ------ 1- - - - - - 2. [ 1 }

Результатъ этотъ показываетъ, что для нахождения третьей 

части нужно вычесть последовательно изъ числа, даннаго для раз- 
делетя, первую разность и удвоенную вторую и полученный оста-  
токъ разделить на 3.

Получается такимъ образомъ общее правило для реш еш я  всехъ  
вопросовъ одного и того-же рода, т.-е. всехъ  техъ  вопросовъ, которые 
отличаются другъ отъ друга не услов1ями, а только численными значе- 
шями числа, даннаго для разделеш я, и последовательными разностями, 
его частей.

6 . А л г е б р и ч е с т я  ф о р м у л ы .— Совокупность буквъ, соединенныхъ  
знаками дейстшй, называется алгебрическимъ выраженГёмъ или алгеб'- 
рическою формулою. Вы ражеш е [ 1 ]  есть алгебрическая формула. Она  

'указы ваетъ рядъ действШ , которыя нужно выполнить надъ данными
вопроса для получеш я искомаго, если эти данныя представлены  
буквами.

Алгебру называютъ иногда наукою формулъ.

7. П о л ь з а  ф ор м улъ .— То преимущество, которое вытекаетъ изъ 
заклю чеш я въ одной общей формуле безчисленнаго числа частныхъ  
случаевъ, очевидно само по себе. Н е  безполезно, однако, выяснить 
пользу формулъ ещ е на некоторыхъ прим ерахъ. Такъ , напримеръ» 
вместо того, чтобы говорить: сумма дву ось чиселъ не зависишь отъ 
того порядка, въ какомъ они складываются', произведете двухъ сомно
жителей не зависишь отъ порядка ихъ перемножетя; произведете 
двухъ степеней одного и того же числа равно степени того же числа>
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показатель которой равенъ суммгъ показателей данныхъ степеней, мы 
можемъ писать:

а - } -  Ъ —  Ъ а, аЪ —  Ьа, ат . ап —  а ”'+ п.

Д ля всякаго, знакомаго съ алгебрическимъ языкомъ, теоремы оди
наково хорош о выражены и этими формулами и написанными выше 
•фразами.

8 . Классификация ф о р м у л ъ .— -Алгебричесш я выражешя могутъ 
заклю чать указаш е шести действШ : сложеш я, вычиташя, умножешя, 
д1>лешя, возвышешя въ степени, извлечешя корней. Такимъ образомъ

13о36 (2с -f- d) ]/g 

а — У  Ь

прёдставляетъ алгебрическое вы раж ете. Вы ражеш е называется pauio- 
пальнымъ, если оно не заключаетъ указаш я извлечешя корня. Изъ  
двухъ выражешй:

т ^  +  зн г +  ц  y j  +  v - i / a + ъ + с + ъ

первое— ращ онально, второе— ирращонально. Алгебрическое выражеш е 
называется одночленомъ или мономомъ, если последнее д е й с ш е , произ
водимое "въ~пемъ, не ёс?ь ни сложеш е, ни вычиташе. Коэффицгентомъ 
называется численный множитель, помещенный передъ одночленомъ.

Вы раж еш я:
З / i  2 1{а^ — Ъ)4 ( а  +  Ъ)с , а , +  +  с,

3
•суть одночлены, множитель - j  есть коэффищентъ.

Е сли  одночленъ не имеетъ коэффищента, если буква не обладаетъ  
показателемъ, то этотъ одночленъ и эта буква разсматриваются, какъ  
одночленъ  и буква, имеюшде соответственно коэффищентъ и показа
т ель  равными 1 .

Многочленомъ или полиномомъ называется формула, представляю
щ ая соединеш е одночлвновъ знакаЯИ слож еш я и вычиташя. Одно
члены называются членами многочлена. \

Въ поли н ом е '

---- У  a - f -  8 ( а  +  ЬУ —  3 (а -\-Ъ*)

члены суть:



6 ПРЕДВАРИТеЛЬНЫЯ Н0НЯТ1Я.

Члены , которымъ предшествуетъ знакъ -j- , называются полоэкк-  
тельными; члены, предшествуемые знакомъ — , называются отрицав 
тельными. Членъ, передъ которымъ не помещ енъ знакъ, разсм атри- 
вается, какъ положительный. Въ  предъидущемъ полиноме первый и  
третШ члены— положительные, второй и четвертый— отрицательные^ 
Полиномъ называется: двучленомъ или биномомъ, если онъ состоитъ изъ- 
двухъ членовъ; трехчленомъ, если состоитъ изъ трехъ членовъ, и т. д..

Измгъренгемъ одночлена, представляющаго произведете степеней  
буквъ, называется сумма показателей этихъ буквъ. Выражеш е 7 a3& V  
есть одночленъ 6-го измерен1я. Полиномъ, составленный изъ одно
членовъ, представляющихъ произведешя степеней буквъ, называется 
однороднъгмъ, если все члены его имеютъ одно измереш е; это изм е- 
penie называется измчъремемъ однородности; такъ, напримеръ, полиномъ  
Ьхi —  3abx1 - j -  4ас2#  —  2а?Ъс есть однородный полиномъ 4-го измерешя..

9. Ч и с л е н н о е  зн а ч е ш е . Щсленнымъ значетемъ алгебрическаго- 
выражешя называется число, которое найдемъ, если, зам’Ьнивъ буквы, 
определенными числами, выполнимъ последовательно все д е й е ш я ,  
указанный въ выраженш. Привести выражеш е къ числу, значить- 
найти численное значеш е выражешя. Численное значеш е многочлена, 
разсматривается, какъ разность между суммою численныхъ значешй- 
членовъ положйтельныхъ и суммою численныхъ значешй членовъ  
отрицательныхъ. Е сли  случится, что вторая сумма превысить первую*, 
то полиномъ для назначенныхъ значешй буквъ теряетъ смыслъ. М ы  
увидимъ скоро, какимъ образомъ должно разсматривать подобные р е 
зультаты.

10. П о д о б н ы е  ч лен ы . И х ъ  п р и в е д е т е . Члены, образувсище^ 
многочленъ, называются подобными, если они или совершенно оди
наковы, или" отличаются другъ отъ друга только коэффищентами. По- 
добнъгё~члены всегда 'МОгутъ быть приведены къ одному. И въ самомъ- 
д е л е , если мы встретимъ въ полиноме два положйтельныхъ члена», 
- f -  7а2Ъ - f -  9a 26 напримеръ, то они могутъ быть заменены однимъ. 
—f— 16а2&; вместо двухъ отрицательныхъ членовъ— 7а25 — 9а2& можно 
поставить —  16 а2&; если знаки членовъ противоположны, какъ напри
меръ - f -  9a?b —  7а?Ъ или -| - 7а2Ъ —  9а2Ъ, то, очевидно, эти члены могутъ. 
быть приведены къ 2а2Ъ, или къ —  2а2Ъ.

И  вообще, для приведешя несколькихъ подобныхъ членовъ къ- 
одному составляемъ сумму коэффищентовъ членовъ полож ительны х^  
и сумму коэффищентовъ членовъ отрицательныхъ; вычитаемъ боль
шую сумму изъ меньшей, передъ разностью ставимъ знакъ больш ей  
суммы и, наконецъ, приписываемъ къ полученному коэффищ енту  
буквенную часть, общую всемъ членамъ.



Полиномъ

5я3Ь* -j- 12ft3b2 — 6ft3b2 — a 362 — 4 a J 3 — 7ab3 -f- 2a63 

приводится къ полиному

10a362 — 9ab3.

Полиномъ

— 8 (a  — 1) -j- (я — 1)м2 -)- 4(ft — 1) -}- 4 ft — 1 — я — 2(я —1) — (ft
О

приводится къ полиному

— 6 ( a - l )  +  ! - ( f t - l ) M 2 +  3 f t - 8 .
о

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ П0НЯТ1Я.I 7

— 1 )п2 -  7
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Алтебрическое исчяслеше.

l i t  Выражешя тоэвдественныя. Два выражешя называются тож
дественными, если они даютъ раввыя числевныя значеш я при зам ене  
однйхъ и т^хъ  же буквъ, входящ ихъ въ эти выражешя, одними и 
т-Ьми же числами, но совершенно произвольными. Вы ражеш я ( a - f ~&)2 
и а ? 2 а Ь Ъ 2 тождественны между собою; выражешя 4х-\ - 8 и 
2ж - f - 16 не тождественны, ибо хотя они и даютъ одинаковыя чис- 
ленныя значеш я при х  =  4, но не даютъ равныхъ численныхъ зна
чеш й при всякомъ зпачеш и буквы х.

12. Алгебшшесыя д$йств1я. Алгебрическимъ дгьйствгемъ назы
вается преобразоваше формулы действия въ другую, тождественную 
данной. — —

З а м е н я я , наприм еръ, формулу а 2 . а 3 формулою а 5 и вы раж еш е 

j / a 2- |-2 a & - |-& 2 выраж еш емъ а - } - 6, мы производимъ алгебричесш я 
д ^ й с т я .  Говорятъ иногда, что выполнили умнож еш е а 2 на а 3 и 
и зв л е ч е те  квадратнаго корня изъ выражеш я а 2 - | -  2аЪ -{- 62.



Г Л А В А  П Е Р В А Я .  

Алгебричесюя сложеше я вычиташе.

§ I. Сложеше и вычиташе одночленов!..

13. Сложен1е одночленовъ. Суммою одночленовъ называется мно
гочленъ, который получимъ, соединивъ данные одночлены знакомъ - f - .

Е сли  эта сумма содерж итъ подобные одночлены, то они могутъ 
бы ть соединены въ одинъ

Примгьръ 1. Сумма одночленовъ 4а, 36, 5с, 2а, 66, 8с равна 

4а -(- 36 —j— 5с — 2а -{-66 -|- 8с 

и приводится къ многочлену

6а -|- 96 -f- 13с.

Примгьръ 2. Сумма одночленовъ

2(а 4  пхя), 3(а 4  w)#2, 8(а  -f- п)х2, 4(а +  пх)2, 7(а 4  пх2), (а 4  хп)* 

равна

2(а -f- пх2) 4 - 3(а 4  п)х2 4  8(а -|- п)х2 4  4(а 4  пхУ 4  7(а 4  пх2)  4  (а  4  пхУ 

и приводится къ многочлену

9(а -f- пх2) +  11 (а  -j- п)х2 4  5(а 4  пх)*.

14. В ы ч и т а ш е  одночленовъ. Разностью двухъ одночленовъ  
называется двучленъ, который получимъ, соединивъ данные одночлены  
знакомъ — .

Если эти одночлены подобны, то они могутъ быть приведены къ  
одному. .
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Примгьръ. Разность одночленовъ \/ la  и )УзЪ равна

Y la  — }/bb-

Равность одночленовъ: 4(2рг —  1)  и 2(2р 3 —  1) равна многочлену 

4(2р3 —  1) —  2(2р3 —  1) 

и преобразовывается въ тождественный одночленъ
2(2р3 — 1).

§ II. Сложен1е н вычиташе многочленовъ.

15. Предложены, на которыхъ основываются сложеше и вы- 
читаше многочленовъ. Преобразоваш я формулъ сложешя и вычита- 
4in многочленовъ основываются на сл'Ьдующихъ предлож етяхъ :

1°. Численное значенье суммы не зависишь отъ того порядка, въ 
которомъ складываются ея слагаемый.

2°. Численное значенье многочлена не зависать отъ того порядка> 
въ которомъ написаны его члены. Оно равно, въ самомъ д ^лЬ , избытку 
суммы членовъ положительвыхъ надъ суммою членовъ отрицательныхъ.

3°. Для того, чтобы прибавить къ числу сумму нгъсколькиосъ чи
селъ, достаточно прибавить къ этому числу есть слагаемыя последо
вательно.

4°. Для того, чтобы прибавить къ какому ни есть числу разность 
двухъ чиселъ, достаточно прибавить къ нему уменьшаемое и изъ ре
зультата вычесть вычитаемое.

5°. Для того, чтобы вычесть изъ числа сумму чиселъ, достаточно 

вычесть изъ этого числа ваъ слагаемыя последовательно.
6°. Д ля того, чтобы вычесть изъ числа а разность (Ъ —  с), до

статочно прибавить къ числу а вычитаемое с и изъ результата от
нять уменьшаемое Ъ.

И  въ самомъ д £ ле , искомая разность не изменится, если мы приба- 
вимъ число с и къ уменьшаемому а  и къ вычитаемому (Ъ —  с), такъ что

а —  (6 —  с) =  (a  - f -  с) —  (Ь —  с - f -  с) =  (а  - f -  с) —  Ь =  a - f -  с —  Ъ.

Предлож еш я эти выражаются следую щ ими равенствами:

а —}- Ъ —{- с —{— d =  с? —j— с -{- Ъ -f- ft, (1 )
ft — Ь “j-  с —  d —  с —|- ft — b —  d, ( 2)
a-\-{b-\- c-\-d) =  f t - f -6  +  c-fcZ , (3 )

a  - f -  (b — с) —  ft b —  c, (4)
ft —  (b +  c) =  a  —  b —  c, (5 )
a  — (b —  c) —  ft с —  b. ( 6)
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16. Сложен1е многочленовъ. Формула сложешя многочленовъ тож
дественна многочлену, члены котораго суть всгь члены данныхъ много* 
членовъ, написанные съ тгьми знаками, съ какими они входятъ въ дан~ 
ные многочлены.

Пусть требуется сложить два многочлена:

т —  п -\ -р  —  q -\ -v  —  s и а —  Ъ-\-с —  d —  е -}- f .

Пишемъ формулу:

(т — п -\ -р  —  2 +  —  s ) - f - ( a  —  Ъ-\-с — d — е - f - / ) .

Формула эта называется суммою данныхъ многочленовъ. П реобра - 
зуемъ ее. Второй многочленъ тождественъ двучлену:

{а +  с - f -  f )  —  [Ъ 4 -  d +  е), 

а потому преобразуемая сумма тождественна вы раженш :

(т —  п -\-р  —  g -\ -v  —  s )  +  [ ( a  +  c - f - / )  —  (& +  й 4 - е)], 

или, на основаши четвертаго предложеш я, вы раж ент:

(т  —  п -\ -р  —  q +  v —  s) - f -  (а +  с +  f )  —  (Ь +  d 4  е), 

или, на основанш предлож ен^ третьяго и пятаго, выражешю: 

{ т ~ п - \ - р  —  q~\~v —  s) - f - а -\ -c -\ - f— Ъ —  d — е.

Отбросивъ скобки, помещенный въ н ач але , и изменивъ порядокъ  
членовъ въ полученномъ многочлене, найдемъ:

т  —  п -\ -р  —  q~\~v —  s - \ -а —  Ь -\ -с  —  d —  e -\ -f.

Это преобразоваше мы и хотели  доказать.

17. Вычиташе жногочленовъ. Формула вычиташя двухъ много
членовъ тождественна многочлену, члены котораго суть члены умень- 
шаемаго многочлена, написанные съ тгьми же знаками, и члены вычи
таемого многочлена, написанные со знаками противоположными.

Даны два многочлена:

» т —  п -j- р  —  q —]— v —  s и а —  Ъ-\-с —  d —  e -\ -f.

Формула

(т  —  п +  р  —  q v —  s) —  (а —  Ъ +  с —  d —  e -\ - f )  

называется разностью многочленовъ. Преобразуемъ ее.
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Вычитаемый полиномъ тождественъ разности

(a  -{- с - f-  / )  —  (6 d - j-  е), 

а  потому преобразуемая формула можетъ написаться такъ:

(т —  п -\-р — q + v — в}— [(а с +  /*) — (Ъ +  d +  в)], 

или, на основанш п редлож ен^ шестаго, третьяго и пятаго,

От - п - \ - р  —  q -\ -v  — s )-\ -{b -\ -d -\ -e ) —  ( a Jr c - \ - f )  =
- ( т  —  п-\-р —  q Jr v — s) “Ь Ъ +  d-\- е — а — с — f.

Отбросивъ скобки въ н ачале и перем-Ьнивъ порядокъ членовъ, 
найдемъ:

т —  п -\ -р  — q -\ -v  — s —  а -\ -Ь  —  с d -\- е —  f.

Преобразоваше это мы и хотели  доказать.
18. Примеры. На практик^ многочлены, данные для сложешя ил:г вы- 

читашя, пишутъ одинъ подъ другимъ такъ, чтобы подобвые члены, если та
ковые существуютъ, помещались въ одномъ вертикальномъ столбце, и потомъ 
проиэводятъ совместно п преобразовате, и приведете.

1°. Выполнить сложен1е:

(4хэ — 5 а2х  — 8а3 — 4 ах2) 4  (2 а2х  — Зх3 4  7 а 3) -f- (9а3 — бах2 4  бх3).

Изменпвъ прпличаымъ образомъ порядокъ членовъ, располагаемъ дей- 
CTBie такимъ образомъ:

4хъ — 4 ах2 — 5 а2х — 8 а3
— Зх3 4" 2а2#  4  7 а3

бх3 — бах2 +  9а3
и имеемъ: бх3 — 9ах2 — За2# 4- 8 а3.

2°. Выполнить вычиташе:

(7а3Ъ — 8а 262 4  5а* -  26*) — (2а4 — 4а63 +  4а36 — 26*).

Пишемъ, изменпвъ знаки членовъ вычитаемаго полинома,

5а* 4  7а36 — 8а2Ь2 — 26*
— 2 а '•— 4а36 + 4 а 6 3 4 2 б ‘

и имеемъ: 3а* 4  Зая6 — 8а2Ь2 4  4а63.

§ III. Отрицательныя числа.

19. В ъ  ариеметикЬ мы получили представлешя о чи сле  целомъ, 
какъ результате счета, и числе дробномъ, которое ввели для  
изображешя частнаго въ тбхъ случаяхъ , когда частное это не спо
собно выражаться целымъ числомъ. П ервое действ!е, производимое
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въ ариометике надъ числами, есть сложете. При помощи этого д М -  
ств1я ищется сумма чиселъ. Мы знаемъ, что сумма какого ни есть 
числа слагаемыхъ, целы хъ или дробныхъ, выражается числомъ целымъ  
или дробнымъ. Отсюда сл^дуетъ, что поняйе о сумме не требуетъ  
отъ насъ никакихъ  новыхъ представлешй о числе.

Второе AiiicTBie, производимое въ ариометике надъ числами, есть 
вычиташе. П ри помощи этого дМств1я ищется разность двухъ чи
селъ а и Ь, т.*е. такое третье число, которое, будучи сложено съ Ъг 
даетъ а. Это поняие о разности требуетъ для возможности существо- 
ваш я подобной разности, чтобы число а было не менее числа Ъ. И  въ 
самомъ д е л е , всякое число, будучи сложено съ числомъ Ъ, даетъ въ 
суммЬ число, не меньшее Ъ.

Отсюда сл^дуетъ, что, разсматривая формулу

а —  Ъ,

мы или должны будемъ предполагать, что число а не менее числа 6, т .-е . 
нарушить общность формулы, или, ж елая сохранить эту общность, 
ввести числа новой природы, подобно тому, какъ мы вводимъ числа 
дробныя для изображеш я частнаго въ техъ  случаяхъ, когда частное 
это не способно выражаться целымъ числомъ. Мы введемъ отрицатель- 
ныя числа.

Назовемъ т е  целы я и дробныя числа, понят1е о которыхъ состав
лено въ ариеметике, числами положительными. Передъ положитель
ными числами ставятъ иногда, когда это понадобится, знакъ + .

Отрицательнымъ числомъ мы будемъ называтьалгебрическш.с к ш ш с .

—-  d, j
■!, ' > )■'. * i . „

S >'t i. • ../i /I , * vf ft >, _ . '
где d произвольное ариеметическое число, при чемъ число d будемъ 
называть модулемъ отрицательнаго числа. Модулемъ положительнаго 
числа будемъ называть само число.

Условимся считать численное значенье разности а —  Ъ въ техъ 
случаяхъ, когда число а менее числа b на число d, отрицательнымъ 
числомъ, модуль котораго есть разность Ь —  а, равная d. Итакъ, 
условимся въ следую щ емъ равенстве:

а —  Ъ =  —  ( Ъ —  а ) =  — d. J

Напримеръ,

Два отрицательньгхъ числа будемъ называть равными тогда и 
только тогда, когда ихъ модули равны. Отсюда следуетъ, что
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Соглаш еш е это не противоречить тому основному свойству раз
ности, по которому она не меняется, когда уменьшаемое и вычитаемое 
увеличиваются или уменьшаются на одно и то-же число.

20. Введя отрицательны я числа въ алгебру, мы будемъ произво
д и ть  надъ ними действ1я.

Обратимся къ сложен! ю.
Условимся называть:
1 )  Суммою числа положительнаго и числа отрицательнаго разность  

между числомъ положительнымъ и модулемъ отрицательнаго числа.
2) Суммою числа отрицательнаго и числа положительнаго разность 

между положительнымъ числомъ и модулемъ числа отрицательнаго.
3) Суммою двухъ отрицательныхъ чиселъ отрицательное число, 

модуль котораго равенъ сумме модулей слагаемыхъ. О п ределеш я эти 
выражаются следую щ ими тремя условными равенствами:

(> _ ' > - :• * '■' : «. с /
а +  ( —  Ъ ) — а —  Ъ (2 )

—  Ь +  а — а —  Ъ (3 )
—  а +  ( — 5) =  —  (а +  Ь) (4)

Равенства эти и то соглаш еш е, которое мы сделали  относительно 
равны хъ отрицательныхъ чиселъ, показываютъ, что значеш е суммы 
двухъ  слагаемыхъ не зависитъ отъ порядка слагаемыхъ.

Примеры:

3 +  (—  7) =  3 —  7 =  — 4, ( - 6 ) +  11 =  11 — 6 =  5,
( —  8) +  ( —  7) =  —  (8 +  7) =  —  15, —  6 +  5 =  5 —  6 =  —  1.

. , - 'авенство ( 2)  показываетъ, что п о ш т е  о разности а —  &, выра
жаемое равенствомъ ( 1 ) ,  не противоречить тому понятш  о разности, 
которое мы имеемъ въ ариеметике. И  въ самомъ д е ле , для того, чтобы 
равенство ( 1 )  не противоречило этому понятш , необходимо и доста
точно, чтобы

Ь +  ( —  d) =  а.

Это же равенство имеетъ место, ибо, на основанш равенства ( 2), 
можемъ писать:

Ъ +  ( —  d) =  b —  d —  Ъ —  (Ъ —  а) =  Ь —  Ь -\ -а  =  а.

21. В ы ч и т а ш е  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  ч и селъ , Перейдемъ теперь къ
вычитант.

Разсмотримъ здесь таю е случаи.
1 °. Разностью чиселъ а и (—  Ь) назовемъ число, которое, будучи 

сложено съ (—  &), даетъ а.



Искомое число х  должно, по оп редЬлетю , удовлетворять равенству;

х  +  ( —  6)  =  а , 

которое, на основанш ( 2) ,  можетъ написаться такъ:

х  —  Ь ~ а .

Равенство это говорить, что искомое число х  есть число поло
жительное, равное а - } -  Ь.

2°. Разностью чиселъ ( —  а) и Ъ назовемъ число, которое, будучи 
■сложено съ Ъ, даетъ (—  а).

Искомое число х  должно, по определеш ю , удовлетворять равенству:

х -\-  6 =  —  а.

Число х  должно быть числомъ отрицательнымъ, ибо, въ против- 
номъ случай, сумма положйтельныхъ чиселъ х  и Ъ была бы положи
тельная, а  не отрицательная (—  а ). Назовемъ модуль этого числа  
буквою t/, такъ что х  —  —  у.

Предъидущ ее равенство напишется такъ: —  у Ъ =  —  а или, 
на основанш (3 ),  Ь —  у —  —  а.

Результатъ этотъ показываетъ, что число у превышаетъ число Ъ 

на число а, т .-е . у =  а -\ -Ъ , след . х  = — ( а - { -&) •
3° Разностью отрицательныхъ чиселъ —  а и —  Ъ называется 

число х, которое, будучи сложено съ —  Ъ, даетъ —  а.
Искомое число х  должно, по определеш ю , удовлетворять равенству:

*  +  ( - & )  =  —  «. - ^ -7

Число х  можетъ быть и положительнымъ, и отрицательнымъ. 
Положимъ сперва, что х  есть число положительное.

Тогда, на основанш ( 2), получимъ: х  —  Ъ —  —  а.
Равенство это говорить, что число х  менее числа Ъ на число а, 

т .-е . х =  Ъ —  а,

или, на основанш ( 3), х  =  —  a  +  Ъ.

Положимъ теперь, что х  есть число отрицательное. Назовемъ его 
модуль буквою у, такъ что х  —  —  у.

Равенство (а ) перепишется такъ: ( —  у) -| - ( —  Ъ) =  —  а,

или, на основанш ( 4) ,  —  (у - f -  Ъ) =  —

АЛГЕВРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 15

отсюда: у +  Ъ =  а, т .-е . у =  а —  Ъ,
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и, сл едовательн о,

х  =  —  (а  —  Ь) =  Ъ —  а =  — а-\-Ъ.

Полученные нами результаты даютъ следующая равенства, выра- 
жаюпця разности чиселъ ноложительныхъ и отрицательныхъ:

а —  ( —  Ъ) =  а - j -  Ъ ( 5 )
— а — Ь = —  (а +  6) (6)

—  а —  (— Ъ ) =  —  а-\-Ъ =  Ъ —  а. (7 )

Примгьры.

8 — (— 6) =  8 +  6 =  14, - 6  —  9 =  — (6 +  9) =  — 15, — 5 — (— 7) =  
=  —  5 +  7 =  7 — 5 =  2, — 5 — (— 2) =  — 5 +  2 =  2 — 5 =  — 3.

*  22 Условимся въ следую щ ихъ равенствахъ:

—  Ь —  —  ( + 6), + ( — Ь) =  —  Ъ, —  (— Ъ) =  6, ( 8)

где  Ъ есть число положительное.
Эти условный равенства могутъ быть однако доказаны, если  

сгмволы:

- ( + 6 ) ,  + ( “ &) и - ( - & )

разсматривать соответственно, какъ результаты действШ :

О —  ( +  6), О +  (—  Ъ) и О —  ( —  Ь).

И  въ самомъ д е ле , сдЬлавъ въ предъидущ ихъ формулахъ число 
а равнымъ нулю , получимъ:

О —  Ь =  —  (Ь —  0) =  —  Ъ, 0 +  (—  6) =  0 —  Ь =  —  Ъ, 0 —  (—  Ъ) —
=  о +  Ъ =  Ъ.

Равенства ( 8)  обобщаются и для отрицательнаго Ъ. Положимъ, 
что число Ъ отрицательное. Назовемъ модуль его буквою с, такъ что 
Ь =  —  с.

Имеемъ:

—  (+& ) =  —  [ +  (— с)] =  —  (— в) =  —  Ь.
+ ( - 6 )  =  +  [ - ( - c ) J  =  +  C =  - ( - c )  =  - 6 .

- ( - & )  =  - [ — ( -  в)] =  - в  =  ь.

*  23. О б об щ еш я - Займемся теперь обобщ етем ъ равенетвъ §§ 19 ,
20 и 2 1 .

Обратимся сперва къ равенству ( I ) ,  которое имело место для по- 
ложительныхъ а и Ъ, причемъ число а было менее числа Ъ.
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Положимъ:
1 )  а и Ъ суть числа положительный, причемъ а более Ъ.
Пусть

а —  Ъ =  d, Ь —  а —  —  d.

Можемъ писать:

а — Ъ ~  — (— d) —  — (Ь —  а).

2)  а отрицательное, модуль котораго есть с, такъ что а  =  — с; 
Ъ положительное.

Имеемъ:

а — Ъ—  —  с — Ъ =  — (6 —J— с) =  —  [& — (—  с )] =  —  (Ъ —  а).

3 ) а положительное; Ъ отрицательное, модуль котораго есть с, 
такъ что Ь =  —  с.

Им1эемъ:

а —  Ъ =  а —  (—  с) —  а -\ -с  —  —  [ — ( а  - } -  с ) ]  =  —  (—  с —  а) ~
=  — (Ъ —  а).

4) а и Ъ отрицательный, модули которыхъ соответственно суть 
с и d, такъ что

а =  — с, Ь —  — d.

Имеемъ:

а — Ъ —  —  с — ( — d ) =  —  с d =  d — с —  — (с — d) —  —  [— а - 1- 
+  ( - r f ) ]  =  - ( - a  +  b) =  - ( b - « ) .

Итакъ, равенство а — Ь =  —  ( Ъ —  а) имеетъ место при вся- 
кихъ а к Ъ.

*  24. О б о б щ е м я . Перейдемъ къ равенствамъ (5 ), ( 6)  и (7 ).  
Положимъ сперва, что а отрицательное, модуль котораго есть с, 

такъ что а ~  — с.
Имеемъ:

«  —  ( — &) =  ( — с) —  ( —  &) =  —  с-\-Ъ  =  а-\-Ъ.
- а —  Ъ =  —  ( —  с) —  Ъ =  с —  Ъ =  —  (Ъ —  с) =  - 0  +

+  (-< 0 ] =  - ( Ь  +  а) =  - ( а  +  Ь).
—  а —  ( —  Ь) —  с —  ( —  Ь) —  с -{ -Ъ  =  — а-\-Ъ.

Предположимъ, что а  положительное; Ъ отрицательное, модуль 
котораго есть с, такъ что Ъ =  —  с.
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Имеемъ:

а —  (—  Ъ) =  а —  с =  а - \ - (—  с) =  а +  Ъ.

—  а — Ъ — — а — {— с) —  —  а -\ -с  =  с —  а  =  —  (а  —  с) =
=  —  [а  +  (—  с ) ]  =  —  (a  - f -  Ъ). 

а (  Ь) =  —  а —  с == —  (л  - { -  с) =  —  а -|- ( —  с) = —  a - j -  Ъ.

Положимъ, что а и Ъ суть числа отридательныя, равныя соответ
ственно ( — с) и ( —  <?), где с и d суть соответственно модули 
чиселъ а и Ъ.

Имеемъ:

а —  ( —  Ъ) =  —  с —  d =  —  с ( —  d) — - a -j-  b.

—  a —  b =  c - ( — d) =  c +  d =  - [  —  (c -\ rd )] =  - [ ( - c ) - \ -  

+  ( “  d ) ]  =  —  (а  +  Ъ).

—  а —  ( —  Ъ) =  с — d =  c-\- ( —  d) —  —  а-\-Ь .

Отсюда заключаемъ, что наши равенства справедливы для всевоз- 
можныхъ значешй а и Ъ.

*  25. Обратимся къ формуламъ ( 2), (3 ) и (4 ).
Положимъ сперва, что а отрицательное =  —  с, где  с есть мо

дуль а; Ъ положительное.
Имеемъ:

а +  (—  Ъ) =  —  с +  ( —  Ъ) —  —  (с +  Ъ) =  —  [ —  a - f  6]  =
=  —  (Ъ —  а ) —  а —  Ь. '

( —  &) +  а —  —  Ъ +  (—  с) =  —  (6 +  с) =  —  [Ъ +  ( —  а ) ]  =
' =  —  (Ъ — а) =  а —  Ь.

( —  а) +  ( —  Ъ) =  с - { -  ( —  Ъ) =  с —  Ь =  — (Ь —  с) =  —  (Ъ +  а )  =
—  —  ( а  +  Ь).

Положимъ, что а  положительное, Ъ отрицательное =  —  с, где с 
есть модуль Ъ.

Имеемъ:

a - f -  ( —  Ъ ) = а - { - с  =  а —  (—  с) —  а — Ъ.

( —  Ъ) а -=  с а =  а -\- с =  а —  ( —  с) — а —  Ъ.

( —  а) +  ( —  Ь) =  —  а +  с =  —  (а  —  с ) =  — [  а +  ( —  с )] =
=  —  (а  +  Ъ).

Пусть, наконецъ, а отрицательное =  — с, Ь отриц. =  —  d, где  
с и d суть соответственно модули чиселъ а и &.
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Имеемъ:

а - } -  ( —  Ъ) =  —  с - f *  d =  —  с —  ( —  d) =  — с —  Ь —  а —  Ь.

( —  Ь) - f -  ( i ==  d 4 ~ ( —  с ) =  —  с - (-  d  =  —  с —  ( —  d) —  а —  6.
( —  а )  +  ( —  Ь) =  с d —  —  [ —  (с  - f - «?)] =  —  [ ( —  с) +

4 " (—  d )] =  —  (а  +  Ь).

Отсюда заключаемъ, что равенства ( 2), (3 )  и (4 )  остаются справед
ливыми для всевозможныхъ значеш й а и Ъ.

26. 0бобщен1е преобразований. Введя отрицательныя числа въ 
Алгебру , займемся обобщешемъ гЪхъ преобразованш, которыя мы им^ли  
выше.

О пределяя численное значеш е многочлена, мы сказали, что много
членъ теряетъ смыслъ для такихъ значеш й буквъ, при которыхъ  
сумма численныхъ значеш й положительныхъ членовъ будетъ мен4е 
суммы численныхъ значешй членовъ отрицательныхъ.

Введя отрицательны я, числа, мы можемъ сказать, что въ тЪхъ  
случаяхъ, когда сумма численныхъ значеш й членовъ отрицательныхъ  
превышаетъ сумму численныхъ значеш й членовъ положительныхъ, 
численное" значеше'"многочлена есть отрицательное число, модуль ко
тораго есть разность между суммою численныхъ значеш й членовъ  
отрицательныхъ и суммою численныхъ значеш й членовъ положитель
ныхъ.

Итакъ, во всЬхъ случаяхъ мы можемъ писать:

а —  Ъ - j -  с —  d - (-  е —  f  —— (а  4 "  с - j -  е) —  (6 - } -  d 4 *  / ).

27. Покажемъ, что преобразоваше

а (Ъ —  с) =  а-\-Ъ  —  с,

имевшее прежде смыслъ для останется справедливымъ и
для Ъ <  с.

И  въ самомъ д^л-Ь, пусть Ъ —  с есть отрицательное число, модуль 
котораго есть d , такъ что

Ъ —  с =  —  d.

Иыеемъ:

а-\ -(Ъ  —  с) —  а-\- ( —  d) =  a — d *=  а —  (с  —  Ъ) =  а-\-Ь  —  с, 

т.-е. преобразоваше остается справедливымъ.
2*
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28. Разсмотримъ преобразоваше:

а —  (Ь —  с )  — а с  —  Ъ.

Положимъ, что Ь —  с есть отрицательное число, модуль котораго 
есть d, такъ что

Ъ —  с —  —  d.

Имеемъ:

а (Ь с) =  а —  ( —  d) — a - j -  d =  а - {“ (с —  Ъ) =  а - j -  с —  6,

т .-е. преобразоваше остается справедливыми

*  2 9 . Эти преобразовашя продолжаютъ иметь место и въ техъ  
случаяхъ, когда числа а, Ь, с, или некоторыя изъ нихъ, сами по 
себе отрицательныя. '

Пусть, напримеръ, Ъ есть отрицательное число, модуль котораго 
есть w , такъ что Ъ =  —  т.

•Имеемъ:

а-\-{Ь  —  с) =  а -{- ( —  т —  с) =  а -(- [ —  (т -f- с)] =  а —  (т -\-с) =

—  а —  т —  с =  а +  (—  т) —  с =  а-\~Ъ —  с.

Д алее ,

а —  (Ъ —  с) =  а — [ —  {т-\- с)] =  а —  [— (с -J- т ) ]  =  а +

~t“ (с -j-  т) —  а - \ - с - \ - г п = а - \ - с  — Ь.

*  30 . Обобщивъ предъидущ1я преобразован1я, мы имеемъ право 
утверждать, что правила преобразовашя суммъ и разностей многочле
новъ остаются справедливыми и въ техъ  случаяхъ, когда члены  
многочленовъ суть числа отрицательныя.

Самыя правила получаютъ, при помощи введешя отрицательныхъ 
чиселъ, более простое формулирован1е. И  въ самомъ д е л е , мы имели:

A. -j-  {а —  Ъ —}-  с —  d -j-  е —  f  ) ==  A  -J-  я  —  Ь с —  d -J- е —  f.

Принимая во внимаше, что слагаемый многочленъ а —  Ъ +  с —
—  d -f - e  —  f  и сумма могутъ быть написаны соответственно въ виде:

а +  (—  Ъ) +  с -f" (—  d) -f- е -j- (—  f)

А -\-а -\- (—  Ь) -|- с -j- ( d) -}- е ( — f),

приходимъ къ следующему правилу сложен!я многочленовъ:
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Для того, чтобы къ какому нибудь числу прибавить многочленъ, 
достаточно прибавить къ этому числу всгь члены многочлена, каковы 
бы ни были ихъ знаки.

Принимая же во внимаше, что • > . -

А  —  ( а —  Ь-\~ с —  d-\- o ^ f )  —  А  — а-\-Ъ  — с d —  е-\- f =
=  А  —  а —  ( —  Ь) —  с —  ( - d ) - e - { - f ) ,

можемъ сказать:
Для того, чтобы изъ какого нибудь числа вычесть многочленъ, до

статочно вычесть изъ этого числа всгь члены многочлена, каковы бы 
ни были ихъ знаки.

*  31. Зам^чаше. В ъ  вопросахъ алгебры численныя значеш я буквъ 
не назначаются заранее. Производя какое-нибудь алгебрическое д М -  
CTBie, основанное па тождественныхъ преобразовашяхъ, доказанныхъ  
для изв’Ьстныхъ случаевъ, мы можемъ утверждать, что полученный 
результатъ справедливъ только для гЬхъ  значеш й буквъ, для кото- 
рыхъ доказана справедливость разсматриваемыхъ формулъ. Весьма 
будетъ хорошо, если эти формулы им4ютъ место для всехъ случаевъ. 
Отсюда понятна та польза, которая вытекаетъ изъ соглаш еш й, сдЬ- 
ланныхъ нами относительно чиселъ отрицательныхъ.

У  п р а ж . н е  н i я.

1. Два т ела  М  и N  движутся по некоторой прямой. Въ  н ачале  
движешя одно изъ нихъ расположено въ А , другое въ В  на 
разстояш яхъ а  и & отъ точки 0. Они удаляются со скоростями 
v и и въ направлеш и ОВ. Найти формулы, выражаюпця раз- 
стояше х, отделяю щ ее т ела  въ конце промежутка i, и раз- 
стояш е у точки 0 отъ средины прямой, соединяющей тела. 

Находимъ:

х  =  Ъ —  а - { - ( и — v)t, или же х  =  а —  Ь -j- (w —  u)t,

смотря по тому, находится ли N  впереди или позади М\ далее ,

а 4- Ъ | v +  и .
У =  - 1 Г  +  - * Г  • t

И . Три  вазы содержать смесь воды и вина: первая —  а литровъ 
воды, Ъ литровъ вина; вторая —  а' литровъ воды, Ь' литровъ  
вина; третья — а "  литровъ воды, Ь" литровъ вииа. Беремъ по-
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ловину жидкости, содержащейся въ первой вазе, и переливаемъ  
во вторую; беремъ затемъ треть жидкости, которую содержитъ 
теперь вторая ваза, и переливаемъ въ третью.

Н айти  формулы, выражающая количество воды и количество 
вина, содержащаяся въ каждой вазе после этихъ переливанШ.

Находимъ г

1 -я  ваза

2-я  ваза

3-я ваза

Вода. Вино.
а Ь
~2~’ 2 ’

2а' +  а 2 +
3 ’ 3 ’ 

6a " + 2a r +  a  6b" +  2b' +  b
6 » 6

I I I .  Д ве вазы А  и А ', емкости которыхъ суть v и и', наполнены: 
одна— водою, другая— виномъ.

П ри помощи двухъ сосудовъ одной и той же емкости мы 
беремъ изъ каждой вазы одинъ и тотъ ж е объемъ и жидкости 
и вливаемъ въ А  то количество жидкости, которое взяли изъ А \  
и обратно. Т р и  раза совершаемъ это переливаш е.

Найти формулы, выражаюпця количества вина и воды, со
держащаяся въ каждой изъ вазъ.

Находимъ, для вазы А ,

/(v — и)2 , и2 \ V —  и , (v ' — u  . v — u\ и2 
количество воды =  — — Ь  [ — ----- 1---- ~ )  V »

( V  —  и  ■ v ' — U\ u ( v  —  и )  I /(v' — и )2 I u 2 \ и  
количество вина =  ( - - ---- 1---- ; — ------ h  ( — vi  ~ + ^ )  V

I
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Алгебрическое умножеше.

32 . Алгебрическое умножеше заключаетъ три случая: 1° умноже- 
Hie одночлена на одночленъ; 2° умножеше многочлена на одночленъ, 
и обратно; 3° умножеше многочлена на многочленъ.

§ I. Умножеше одночленовъ.

33. Правило умножешя одночленовъ. П роизведете двухъ одно
членовъ М  и N  есть одночленъ M N .

М ы  разсмотримъ здЬсь таш е одночлены, которые представлены въ 

видЬ произведен^, напримеръ а9 . у  ( а  ~Ь у )  • с3 • [ V  d )  •
Заменивъ множителей, составляющихъ одночленъ, буквами, мы 

представимъ одночленъ въ вид* произведешя степеней различныхъ  
буквъ.

Зам1шивъ, въ данныхъ примерахъ, выражешя: 

соответственно буквами:

т ,п ,р ,

представимъ одночлены въ вид^:
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Итакъ, положимъ, что одночлены Ы  и N  суть произведешя сте
пеней буквъ. Если  эти одночлены содержать общдя буквы, то формула 
M N  можетъ быть преобразована въ одночленъ, тождественный съ 
формулою. Преобразоваше это основывается на сл'Ьдующихъ теоремахъ, 
доказываемыхъ въ ариометике: ‘ )

1 ° Для того, чтобы перемножить два произведешя, достаточно 
перемножить множителей этихъ произведеш ь

2° Въ  какомъ ни есть произведенш каш е ни есть множители мо
гутъ быть заменены ихъ произведешемъ.

3° П роизведете степеней числа равно степени того же числа, по
казатель которой равенъ сумме йоказателей перемножаемыхъ степеней.

Пусть теперь даны два одночлена:

М = Ь а * Ъ 3с, N  =  7 a s с3 d2.

П роизведете

М .  N  =  5а* Ь3 с . 7а* с3(Г, 

на основанш первой теоремы, тождественно произведешю

5а* Ъ3с 7а* с3 d2.

Въ этомъ произведены мы можемъ заменить: множителей 5 и 7 
ихъ произведешемъ 35 —  на основанш второй теоремы; множителей  
а* и а 5 ихъ произведешемъ а а —  на основанш второй и третьей тео- 
ремъ: множителей с и с3 —  произведешемъ с4.

С делавъ  это заменеш е, преобразуемъ формулу M N  въ тождест
венный одночленъ:

35a9 f c V  d2.

М етода общая и приводить насъ къ следующему правилу:
Произведенье одночленовъ, представляющихъ произведетя степеней 

буквъ, тождественно одночлену, который образуема такъ: 1° пер'ем- 
ножаемъ коэффищенты данныхъ одночленовъ; 2° выписываемъ под- 
рядъ, одинъ разъ каждую, все буквы, входягщя въ одночлены; 3° каж
дой букве присвоиваемъ показателя, равнаго сумме показателей, съ 
какими буква эта входила въ данные одночлены. Если буква входитъ 
только въ одинъ одночленъ, то помещаемъ ее съ ея показателемъ.

34. Предъидущее преобразоваше распространяется на какое ни 
есть число одночленовъ.

*) См. Теоретическая ариеметика Бертрана, пер. Н. Билибина.
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Для его выполнешя преобразовываемъ произведете перваго одно
члена на второй, дал^е произведете полученнаго одночлена на тре- 
т1й, и т. д.

Такимъ образомъ:

7 а 3 &* е •. 5 а2 Ъ с1 . 8а 4 с3 d 2 . 2ade —  56 0а10 Ь3 с* сГ е*.

Отсюда вытекаетъ, что мы преобразуемъ ж 'овую степень одночлена  
въ одночленъ, если возвысимъ въ эту степень коэффищентъ и умпо- 
жимъ на т всЬхъ показателей. Такимъ образомъ:

(5 а а с)т =  Ът а*т 62т ст .

§ II. Умножете многочлена на одночленъ.

35. Правило уиножешя. Нуж но умножить многочленъ:

Р = а  —  Ъ с — d .

на одночленъ т (а, 6, с, d KaKie ни есть одночлены).
Пишемъ формулу:

Р  . т =  (а  —  Ъ-\-с  —  d)m,

и ум нож ете окончено. Постараемся преобразовать это произведете  
въ тождественный ему многочленъ.

Для большей ясности различимъ нисколько случаевъ.
Г .  т есть ц^лое положительное число. Произведев1е тождественно 

суммЬ:

Р  . т =  (а —  Ъ-\-с  —  d ) ( а — Ь +  с —  d ) +  . . .  - } -  (а  —  Ъ-\-с —  d).

Эта же сумма, на основанш правила сложеш я многочленовъ, тож 
дественна многочлену:

р  . т —  ат —  Ът -j-c m  —  dm.

Итакъ , каждый членъ многочлена умножается на одночленъ и 
сохраняетъ знакъ.

2°. m есть дробное число вида - у  (г  число ц^лое).

Умножить число Р  на —  значитъ взять г 'овую часть числа Р .т
Эта часть, очевидно, равна многочлену:
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ибо, будучи умножена на г  по правилу ( 1 ° ),  даетъ:

а Ъ , с d , . ,—  . г  —  —  . г - \ ~ —  . г - - - - - --  . г  =  а —  Ъ-\-с  —  d,

т.-е. воспроизводить число Р .  Итакъ, имеемъ:

-р _ _  р  1 _ _  а Ъ ■ с ^  d _ _  1 7 1 j
* г г г ' г г а ' г * г "Г

+  с . ---- d . —  =  am —  Ът 4 -  cm —  dm,т г 1 7

т.-е. каждый членъ многочлена Р  умножился на одночленъ т, со- 
хранивъ свой знакъ.

3°. т  число дробное вида Для преобразоватя формулы Р . т

въ этомъ случай мы можемъ повторить р  разъ г 'ову“  часть множимаго 
Р ,  т.-е. повторить р  разъ многочленъ:

1  т ,  1  L  1  л  1а . - - - - - - - о . - - - - - - - г  с . —---- а . — ,г г 1 г г ’

что дастъ:
1 , 1 , 1 , 1  

а . —  . р —  Ъ . —  . р  +  с . —  • Р  —  d . —  . Р ,

или же
Р  ъ Р  \ Р  J Ра . —---- Ъ . — h e  . — ------ а .г г 1 г г

И въ этомъ, следовательно, случае произведете Р .  т  преобразо
вывается въ многочленъ:

Р  . т =  ат —  Ът - f -cm  —  dm.

Итакъ, во всехъ случаяхъ, произведете многочлена на одночленъ 
тождественно многочлену, который найдемъ, умноживъ каждый членъ 

множимаго на этотъ одночленъ.

Это же правило позволяетъ преобразовывать произведете одночлепа 
на многочленъ. Произведешя:

(3 а%  —  5агЬ2 —  баЪс3 —  4Ъ2с) . 5аЪ2, 
bob2 . (3 а1Ъ —  Ьа?Ъ2 —  6аЪс3 —  4Ъ2с)

тождественны многочлену:

15а*63 —  25а46* —  30 а 263с’ —  20 a 64c.
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(а  —  Ъ-\-с — d)m =  am —  Ът - f -  cm —  dm, 

отсюда, наоборотъ,

am —  bm - j -  cm —  dm =  (a  —  b -\ -c  —  d)m.

Равенство это показываетъ намъ, что если члены многочлена 
(ат  —  Ът - f -  cm —  dm) содержать общаго множителя т, то мы мо
жемъ сделать такое преобразоваше: уничтожить этого множителя т 

во веЬхъ членахъ многочлена, что даетъ многочленъ (а  —  Ъ -\ -с — с2) ? 
и умножить затЬмъ полученное выражеше на уничтоженнаго множи
теля т, т .-е. написать (а - Ъ - \ - с  —  d). т. Преобразоваше это назы
вается въгведетемъ множителя за скобки. Такъ , напримеръ, члены  
многочлена 12a V  —  8a \ r2 +  16 a  V  содержатъ общимъ множителемъ 
одночленъ 4а 2ж3, а  потому мы можемъ писать:

12a V —  8а 5ж2- { -  16а2ж5 =  (Заж 2 —  2 а *-| -4 я :3)  . 4а 2ж2.

Подобнымъ же образомъ находимъ:

За (а —  1 ) —  3 (а  —  1 ) =  (З а  —  3 ) (а  —  1 ) =  3 ( а  —  1) (а  —  1) =
=  3 (а  —  I ) 2.

ad —  ah - j -  bd —  bh - f -  cd —  ch =  a  (d  — h) +  b (d  —  h) - f -  с (d  —  h) =  
= :  (a  - j -  b - f -  c) (d  —  h).

§ III. Умножеше многочлена на многочленъ.

37. Случай, когда вей члены многочленовъ положительные.
Требуется умножить многочленъ Р  =  a  +  Ъ +  с па многочленъ  

Q =  Р  2 4 *  г ,  въ которыхъ буквы а , Ъ, с, р, q , г  представляготъ 
каю я ни есть выражешя. Пишемъ формулу:

Р  . Q —  (a -\ -b -\ -c )  . (p  +  g  +  r ) ,

и умножеше окончено. Преобразуемъ эту формулу, если возможно, 
въ тождественный ей многочленъ. Преобразоваш е w°35 даетъ:

Р  . Q —  P  . (р +  q +  г )  =  Рр  +  Pq  +  Рг ,

или
P .  ^ =  (a +  6 +  c)i) +  (a +  6 +  c)g +  (a +  6 - f с)г.



П рилагая опять преобразоваше » °3 5 ,  найдемъ:

PQ  =  ар - j "  Ър +  ср - f  aq - j -  bq - } -  cq +  ar - f -  br - f  cr.

Результатъ этотъ показываетъ намъ, что щ)оизведенге двухъ много
членовъ, все члены которыхъ положительные, тождественно много
члену, равному сумме произведешй, которыя найдемъ, умноживъ все 
члены перваго многочлена на каждый членъ втораго.

38. С л у ч а й , к о гд а  м н огоч лен ы  со д ер ж ат ь  от р и ц а т ель н ы е  
ч лен ы . И  множимое, и множитель могутъ быть представлены р аз 
ностями, въ которыхъ уменьшаемое равно сумме всехъ членовъ пред- 
шествуемыхъ знакомь -f - ,  вычитаемое же равно сумме всехъ членовъ, 
предшествуемыхъ знакомь — . Итакъ, положимъ:

Р =  А  —  В , Q =  C - D ,

где  А,  В,  С, D  суть многочлены, все члены которыхъ положи
тельные.

Преобразоваш е м°35 даетъ:

Р  . Q =  P  . ( С — В )  =  P C —  P D  =  ( А  —  В )  С —  ( А  — В )  . В  =  

=  ( А С  -  В С )  —  ( А В  — B D ) ,

отсюда, на основанш правила вычиташя многочленовъ, имеемъ:

P .  Q =  A C —  B C - A D  +  B B .

Въ этой формуле выражешя А С , В С , A D , B D  суть произведешя 
многочлевовъ, все члены которыхъ положительные; мы преобразуемъ 
ихъ по правилу п°37 и выполнимъ потомъ указанный сложеш я и вы
читаш я. Въ конце концовъ получится многочленъ, тождественный 
произведенш  PQ .

39. П р а в и л о  ум н ож ен ш  д в у х ъ  м н огоч лен ов ъ . Разсматривая 
образоваше полученнаго многочлена изъ членовъ данныхъ многочле
новъ, мы замечаемъ, что все его члены суть произведешя каждаго 
изъ членовъ множ имая па каждый изъ члеповъ множителя. Что же 
касается знаковъ, предшествующихъ его членамъ, то видимъ: 1 ° 
всемъ членамъ произведешя А С  предшествуютъ знаки - j- ,  и члены эти 
получаются отъ умножешя каждаго изъ положительныхъ членовъ мно- 
жимаго на каждый изъ положительныхъ членовъ множителя; 2° всемъ 
членамъ произведешя В В  предшествуютъ знаки и члены эти полу
чаются отъ умножешя каждаго изъ отрицательныхъ членовъ множимаго

28 к н и г а  i .
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на каждый изъ отрицательныхъ членовъ множителя; 3° всймъ чле
намъ произведенШ В С  и А В  предшествуютъ знаки ( — ) ,  и члены 
эти получаются отъ умножешя каждаго изъ положительныхъ членовъ  
множимаго на каждый изъ отрицательныхъ членовъ множителя и каж
даго изъ отрицательныхъ членовъ множимаго на каждый изъ положи
тельныхъ членовъ множителя.

Отсюда получаемъ следую щ ее правило;
Произведете двухъ многочленовъ тождественно многочлену, который 

найдемъ такимъ образомъ: умножаемъ каждый членъ множимаго на 

каждый членъ множителя, соблюдая следующее правило знаковъ: отъ 
перемноженгя членовъ съ одинаковыми (различными) знаками въ произ
ведении получается положительный (отрицательный) членъ.

Это правило знаковъ представляется такою таблицею:

4 0 . У м н о ж е ш е  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  ч и селъ . Мы ввели въ алгебру  
отрицательныя числа и определили действ1я сложеш я и вычиташя, 
производимыя надъ ними. Займемся теперь умножешемъ отрицатель
ныхъ чиселъ.

Условимся называть:
1 °. Произведенгемъ числа положительнаго а на отрицательное число 

(— Ь) такое отрицательное число, модуль котораго равенъ произведе- 
шю модулей данныхъ чиселъ.

2°. Произведенгемъ числа отрицательнаго ( — а) на положительное 
число Ъ такое отрицательное число, модуль котораго равенъ произ
в е д е н ^  модулей данныхъ чиселъ.

3°. Произведенгемъ двухъ отрицательныхъ чиселъ ( —  а) и ( —  Ъ) 
такое положительное число, модуль котораго равенъ произведенш мо
дулей данныхъ чиселъ.

Опрсдгьлетя эти выражаются следующими равенствами:

+  а . - f -  Ъ =  - f -  аЪ,
—  а . - } -  Ъ =  —  ah, 
“I-  ft . —  Ь =  —  аЪ,
—  а . —  Ъ =  +  аЪ.

а . ( —  Ь) =  —  (аЪ)
(— ft) . Ь =  —  (ah)
(—  ft) . ( —  &) =  - j-  аЪ =  ah

( 1 )
(2)
(3)

Равенства эти говорятъ намъ, что

а . (—  Ъ) =  (—  Ь)  . я  
( _ а )  . ( _ & )  =  ( _  ft) •. (—  а)\
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т. е. произведешя сомножителей не зависятъ отъ порядка множителей, 
каковы бы они не были —  положительные или отрицательные.

Равенства ( 1 ), ( 2), (3 )  остаются справедливыми и для отрицатель- 
ныхъ а и Ъ.

И  въ самомъ д е л е , положимъ сперва, что а положительное; Ъ отри
цательное, модуль котораго равенъ с, такъ что Ъ =  — с.

Имеемъ:

а . ( —  Ь ) =  ос =  —  ( —  ас) =  — (а . —  с) =  —  (ab);
(—  а) . ( Ъ)  =  ( —  а) . ( —  с ) —  ас —  —  (—  ас) —

=  — ( а  . —  с) =  —  (аЬ).
( —  а)  . ( —  Ъ) —  —  а . с —  —  (а с )  =  —  (а  . —  Ъ) —

—  —  [ —  (аЬ) ]  —  аЪ.

Положимъ, что Ь положительное; а  отрицательное, модуль кото
раго равенъ с, такъ что а —  —  с.

Имеемъ:

а . (— Ь) =  ( — с) . ( — Ъ) =  сЪ =  —  ( —  сЪ) =
=  —  ( —  с . Ъ) —  ~  (аЬ);

(— а) . Ъ =  с . Ъ =  —  ( — сЪ) —  —  ( — с . Ь) =  —  (аЪ).
( — а )  . ( —  Ъ) =  с . —  Ъ —  —  (сЪ)  =  —  ( —  а  . Ъ) =

=  —  ( —  ah) —  ab.

Пусть, наконецъ, а  и & отрицательныя, модули которыхъ соответ
ственно суть c u d ,  такъ что а =  —  с, Ъ =  —  d.

Имеемъ:

а . ( —  Ъ) =  —  с . d =  —  ( cd)  =  —  ( —  с . —  d) =  —  (ab).
—  а  . & =  с . ( — d) =  —  (cd) =  —  ( — с . — d) =  — (ab);

( —  а ) . ( —  b) =  с . d =  ( —  с) . ( —  d) —  ab.

Возьмемъ два положительныхъ числа а  и & и, представивъ ихъ  
въ виде:

а  =  —  ( —  а ), Ь =  —  ( — Ь),

перемножимъ эти числа, принявъ во внимаше наши соглаш еш я; мы 
получимъ тотъ же результатъ, какой получается и въ ариометике  
при умножеши чиселъ а  и Ъ. И  въ самомъ д е л е , имеемъ:

а . Ь =  —  ( —  а )  . —  ( —  b) =  - f -  ( —  а  . —  Ь) =  (ab).
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41. Мы видели (3 8 ),  что

PQ , или ( Л - В )  ( C - D )  =  A C - B C - A D  +  B D . ( 4)

Доказательство предполагало, что А  и С  соответственно более В  
и D\ т е  со глаш етя , которыя мы сделали , позволяютъ обобщить это 
преобразоваше на все случаи.

И  въ самомъ д е л е , положимъ сперва, что одинъ изъ множителей 
отрицательный; пусть, напримеръ,

А < В ,  С >  D .

Такъ  какъ А  — В  есть количество отрицательное, равное —  ( В  —
—  Л ) ,  то, вследств!е со глаш етя  перваго (4 0 ) ,  получимъ:

P Q , или ( А  —  В )  ( С —  D )  =  -  ( В  —  А )  ( С  —  D ) .

Выполнивъ умножеше по правилу (3 9 ), найдемъ:

P Q  =  -  ( В С  —  А  С -  B D  +  A D ) ,

или, на основанш соглаш етя  (19 ),

P Q  =  B D  +  А С  -  В С —  A D ,

т.-е. получимъ результатъ, одинаковый съ формулою (4 ).
Предположимъ теперь, что обе разности А  —  В  и С — D  отри

цательныя.
П роизведете ихъ, на основанш соглаш етя , будетъ равно произ- 

в ед ен т  ихъ модулей В  —  А  и D  —  С, такъ что

PQ,  или ( А  —  В )  ( С —  D )  =  ( B  —  A ) ( D  —  С)  =

=  B D  —  A D  —  В С -\ - АС\

опять получили результатъ, согласный съ формулою (4 ).

*  42. З ам Ъ ч аш е  I I .  Разсмотримъ два многочлена:

а —  Ъ-\-с, т  —  п-\-р .

П роизведете ихъ тождественно многочлену:

am —  Ьт-\- cm —  ап-\-Ъп  —  сп - f -  ар —  Ър-f -  ср.
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Представивъ перемножаемые многочлены и ихъ произведете со
ответственно въ виде суммъ:

а +  (—  Ь) +  е,

am -J- ( —  Ь . m) 4 -  cm -f- (a  . —  n ) +  (—  b . —  n) +  (c . —  n) +  
-\ -ap +  {— b . p ) -\ - cp ,

мы можемъ выразить правило умножешя многочленовъ въ такомъ 
виде:

Произведете двухъ многочленовъ, изображенныхъ въ видгъ суммъ, 
тождественно многочлену, который найдемъ, перемноживъ всгъ сла
гаемый одного многочлена на всгъ слагаемый другаго и сложивъ получен- 
ныя произведешя.

Отсюда будетъ следовать, напримеръ, что равенство

( a - j -  ЬУ =  а2 4 " 2аЬ Ъ2У

вытекающее непосредственно изъ правила умножешя, остается спра
ведливымъ, если а и Ъ суть количества отрицательныя.

Пусть Ь есть количество отрицательное, модуль котораго равенъ— 6Р  
такъ что Ь =  —  bv

Предъидущ ее равенство даетъ:

(а —  ЬуУ =  а 2 +  2а . (—  Ь,) +  (—  6t)a,

или
(а  — Ъ, )3 =  а 2 —  2 аЬг +  Ъ 2.

Мы видимъ такимъ образомъ, что формулы, даюнця квадраты 
суммы и разности, заключаются въ одной формуле.

Подобнымъ же образомъ формула

(a  - j-  ЪУ =  а 1 -\-Ъа2Ъ —f- 3ab2 - f -  ft3,

получаемая непосредственнымъ умножешемъ, приводитъ къ формуле

(а  —  \ У  =  а 3 —  З а \  +  Заб , 2 —  Ь Д

т.-е. формулы, даюшДя кубы суммы и разности, заключаются въ одной 
формуле.

43. ЗаэгЪчаш е I I I .  Произведете юъсколъкихъ множителей, поло
жительныхъ или отрицательныхъ, определяется такимъ же образомъ, 
какъ и въ ариеметике.

Это есть результатъ, который найдемъ, умноживъ перваго множи
теля на втораго, полученное произведете на третьяго и т. д.



Отсюда вытекаете: Модуль произведетя ■равенъ произведенью мо
дулей множителей; произведенгю предшествуетъ знакъ если число 
множителей, которымъ предшествуетъ знакъ ( — ), четное, и знакъ ( — ), 
если число этихъ множителей нечетное.

Для доказательства заметимъ, что мы можемъ ввести въ разсмат- 
риваемое произведете первымъ множителемъ - f -  1 . При посл^дова- 
тельныхъ перемпожешяхъ первый знакъ (-J -)  изменится столько разъ, 
сколько встретимъ отрицательныхъ множителей, и такъ какъ два по- 
следовательныхъ изменеш я приведутъ насъ къ знаку ( - ) - ) ,  то оче
видно, что окончательный знакъ будетъ ( - } - ) ,  если число изменеш й  
четное, и ( — )  въ противномъ случай.

Предъидущ ее показываетъ, что четныя степени отрицательного 
чист суть чист положительныя, нечетныя же степени его суть 

числа отрии^ательныя.

44. О п р е д ^ л е ш е  д е л е ш я  въ с л у ч а й , к о гд а  д е ли м о е  и  д е л и 
т ель , и л и  од и н ъ  изъ  н и х ъ , от ри ц ат ельн ы е .

Частнымъ двухъ чиселъ А  и В , положительныхъ или отрицатель
ныхъ, называется третье число, которое, будучи умножено на д е 
лителя В ,  воспроизведешь делимое А . Предъидушдя соглаш еш я го
ворятъ намъ, что модуль частнаго двухъ чиселъ не зависишь отъ зна- 
ковъ этихъ чиселъ; частное есть число положительное, если знаки дгъ- 
лимаго и дгъттеля одинаковые, и отрицательное —  въ противномъ 
случае.

И  въ самомъ д е ле , если делимое положительное, то частное должно 
обладать знакомь делителя; если делимое отрицательное, то частное 
должно иметь знакъ, противоположный знаку делителя (4 0 ) .  Это 
правило знаковъ выражается следующ ею таблицею:

+  а : - Н  =  +

+  « : - Ь = - - £ - ,

- а  : +  & = _ - £ ,

*  45. У м п о ж е ш е  к ак ого  ни  есть ч и с л а  м н огочлен овъ . Произ
в ед ете  несколькихъ многочленовъ есть многочленъ, который найдемъ, 
умноживъ первый многочленъ на второй, полученное произведете на  
третШ, и т. д.

Пусть P i ,  Р 2, Р з, Р< суть данные многочлены. Умноживъ Р ,  на
. 3
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Р 2, получимъ многочленъ Q1} члены котораго суть произведешя всЬхъ  
членовъ P j  на все члены Р 2; умноживъ затемъ Qt на Р 3, образуемъ 
произведете Q2, которое представить сумму вс-Ьхъ произведен^  
трехъ множителей, изъ которыхъ одинъ есть некоторый членъ много
члена Р „  другой —  многочлена Р 2, третШ —  многочлена P s. П ро
изведете многочлена Q2 на Р «  представить сумму всехъ произведена  
четырехъ множителей, взятыхъ соответственно изъ многочленовъ Р 1( 
Р  Р  Р

И  вообще, произведете многочленовъ Р , ,  Р 2, Р 3 . . Р „  есть сумма 
всехъ произведений п множителей, которые суть: некоторый ■членъ 
многочлена Р 1; некоторый членъ многочлена Р 2,»-. м, наконецъ, неко
торый членъ многочлена Рп.

\
§ IV. Произведете рас положен ныхъ миогочленовъ.

40. Расположенные многочлены. Располож ить многочленъ но 
степенямъ какой-нибудь буквы значить разместить его члены такимъ 
образомъ, чтобы показатели этой буквы шли, или все возрастая, или все 
убывая. Многочленъ:

8xs - f -  Ъх4 2#3 —  х 2 —  1 l x  +  1

есть многочленъ, расположенный по убывающимъ степенямъ буквы х. 
Мпогочленъ:

5 а 4 —  3 а3Ъ —  баб 3 +  4 Ь*

есть многочленъ, расположенный по возрастающимъ степенямъ буквы 
Ъ и по убывающимъ степенямъ буквы а ..

Буква, по которой располагаютъ многочлены, называется главною. 
Многочленъ называется полнымъ, если главная буква входить во всехъ  
степеняхъ, начиная съ вжешей.

Первый изъ предъидущихъ многочленовъ полный; второй не йод
ный, ибо въ немъ отсутствуетъ членъ, содержащей а 2&2. Ч исло членовъ  
полнаго многочлена единицею более наивысшаго показателя главной 
букве, ибо многочленъ содержитъ членъ, независимый отъ главной 
буквы, или, какъ говорятъ иногда, содержитъ членъ, въ которомъ 
показатель главной буквы равенъ нулю.

*  Е сли  несколько членовъ многочлена содержать г л а в о ю  букву 
съ однимъ и темь же показателемъ, то ихъ соединяютъ въ одинъ,



АЛГЕВРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕШЕ. 35

вынося за скобки степень этой буквы; количество, помещенное въ 
скобкахъ, разсматриваютъ, какъ коэффищентъ при этой степени.

Примпръ. Многочлены

а 2ж5 — 2abx'° +  Ь2хъ +  2а3ж4 — 4Ъ'х* — а1х3 — а2Ь2х3 +  Ь*х3 4- За263ж2 — 2аЫхг

пишется такимъ образомъ:

(а2 —  2аЪ +  Ь2) ж5 +  (2а' — 4Ь3) х4 — (а ‘ - f  a2b- —  b') х 3 -j- (3а263 — 2аЬ‘) а;2, 

или

а 2 ж5 +  2а3 ж4 — а* ж3 +  За2Ь3
— 2аЬ — 4 Ъ3 — а2Ъ2 — 2аЬ4 I

+  ъ2 !

Вертикальная черта отд-Ьляетъ каждую степень главной буквы отъ ея коэф- 
фищента.

47. Примеры расположенныхъ умножешй. Н а практик^ ра -  
сполагаютъ перемножаемые многочлены по убывающимъ или возра- 
стающимъ степенямъ общей главной буквы, если таковая въ нихъ  
заключается, и, паписавъ множителя подъ множимымъ, производить 
перемножеше, при чемъ подобные члены, но M ip i  ихъ получеш я, 
пом4щаютъ другъ подъ другомъ.

Примгьръ I.  Оба маогочлена полные.

Множимое.................. Зж4—Ьах3 —4а2х2 + 7  а3х  —2а4
М нож итель............... 2ж3—5аж2 —3а-х -f-4a3

Прозведешя ( 2ж3 . 6ж7—10аж6—8а 2ж5 -|-14а4ж4—4а ‘ж3 
множимаго |  -  Ьах2. — 15аж6+ 2 5 а 2ж5+ 2 0 а 3ж4—35а4ж3-1-10а5ж2

на I—За2ж. —9 а2ж5 -|-15а3ж4+ 1 2 а 4ж3—21а5ж2-И>а°ж
-f4 a3 . -|-12а3ж4—20а4ж3—16а5ж2+ 28а6ж—8а7

Упрощ. произведете 6ж7— 25аж,',-{-8а2ж';-Н)1аяж*—47а4жя — 27а5ж2+ 3 4 а6ж—8а7. 

Примпръ I I .  Полиномы неполные.

Оставляемъ промежутки для пом1>щешя подобныхъ членовъ другъ подъ 
другомъ.
Множимое . . . .  5а5 —За*&—2а2Ь3 + Ь 5 
Множитель. . . .  За3 — 5аЬ2+2Ъ3

Произвел. ( За3 . .15а8—9а7Ь —6а*Ь3 + 3 а 365
множим. <— 5аЬ2. . — 25а6624-15аг,&3 -|-10а3ЬБ —5аЬ7

на 1+2Ь3 . . -flO a5&3—6а*&4 —4а2Ъ* + 2 Ь*

Упрощ. произв. . 15а8—9а76—2 5 a 6b2-|-1 9 a sb3— 6а*64+ 1 3 а 3Ь5—4а266—5аЬт+2Ь8.

3*
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* Лримгъръ I I I .  Коэффипденты многочленовъ—многочлены.

1 а2 х3 + 2  а 3 ж2—а 4
Множимое . . . , —2аЪ —4&3 —а262

1 + » + Ь 4

а ж2 -|-а2 я: —а 3
Множитель —Ь аЪ +&3

-Ь2

( а 3 ж5+ 2 а 4 хк—а ж3+ З а 2Ь3
ах2 . . . < —2 а2Ь —4аЬ3 —а 3Ь2 2а2&4

\ + аЬ 2 + а Ь 4

1 —а2Ь —2 а 3Ь + а 46 —За264
— Ъх* . . . + 2 аЬ 2 + 4 б 4 + а 2Ь3 +2аЬ 5

- 6 3 —Ь5
ева + а* + 2 а 5 —а6
ч• н а2# . . . —2а3Ь —4а2Ь3 —а 462
Яч> + о 2Ь2 + а 2Ь‘
Фя« Г —а 3& —2а4Ь + а 5Ь
о . р, — аЪх . . . |

1
+ 2 а 2&3 + 4 а6 4 + о 3Ь3

D
ОС

—а£>3 —аЬ5
а
я Г —а2Ь2 —2а3Ь2 + а 4Ь2
РЧ*4 -  &2ж + 2 аЬ 3 + 4 6 5 + о 2Ь4
Кн 1 - Ь 4 - 6 °
О

г —0s —2а«
— а 3 . . . . + 2 а 4Ь + 4 а 3Ь3

1 —а 3Ь2

+ а 2Ь3 + 2 а 3Ь3
Ь3 . . . . 1 —2 аЬ4 —4fc6

1
1 +f t 5

• а 3 ж»+3а‘ ж4+ о 4& ж2—За6
Полное упро —3 а26 —5а3Ь —4а3Ь2 + а 5Ь

+ ЗаЬ 2 4-2а2Ь2 —2а2&3 +10а*Ь*
щен. произ- —V —Заб3 +ЗаЬ< —За2&4

+ 3  Ъ1 + 4 б 5 +а?>5
ведете. - W '

+ 3  а263 
—2аЪ1

+ 3  а*Ъ1 
—2(i*b<

—3 а*Ъ<

— За2Ь5 
+ 2  аЪ°

+ а7 
+ а 5&2 
—а3&‘

—а4Ь3 
—а2Ь6
+ЬТ

—3 а5Ь3 
+ 2 а 4

+ З а 2Ь« 
2 аЬ7

#2+ а 7 
+ а5Ь2 
+ 2 а ‘53 
—6 а3*?4 
—2 а2Ь* 
+2аЬв 
+  Ь7

ж—За5Ь3 
+2а‘ &4 
+ З а 2Ь6 
—2 аЬ7

Мы видимъ, что въ этомъ случай вычислешя несколько длинны; правило 
преобразовашя остается то же: умножаемъ все члены множимаго на всгЬ 
члены множителя и соединяемъ подобные члены.
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§ V. Теоремы и приложен1я.

48. Minimum числа членовъ произведешя. Если произведете  
двухъ многочленовъ содержитъ подобные члены, то члены эти могутъ 
иногда взаимно уничтожаться. Каждое произведете содержитъ по 
крайней мгьргъ два члена, не уничтожающееся ни съ однимъ изъ про- 
чихъ членовъ. Если полиномы расположены по степенямъ главной буквы, 
то эти неуничтожаюшдеся члены суть: произведете перваго члена  
множимаго на первый членъ множителя и произведете посл^дняго  
члена множимаго па последш й членъ множителя.

И  въ самомъ д е л е , показатель главной буквы каждаго члена про
изведешя равенъ сумме показателей, съ которыми буква эта входить 
въ те  члены множимаго и множителя, отъ которыхъ произошелъ раз- 
сматриваемый членъ произведешя. Отсюда следуетъ, что показатель 
въ произведенш первыхъ членовъ множимаго и множителя представ
ляетъ сумму наивысшихъ или паинизшихъ показателей; онъ, следо
вательно, самый выспйй или самый визппй въ произведены. Подоб- 
нымъ же образомъ въ произведенш последнихъ членовъ показатель 
есть сумма низшихъ или высшихъ показателей; онъ, следовательно, 
менее или более остальныхъ показателей главной буквы въ произ
ведены. Два члена, такимъ образомъ полученные, не соединяются 
съ-другим и, а следовательно не могутъ и уничтожиться.

Итакъ, произведете двухъ многочленовъ состоишь, -по крайней 
мгьргъ, изъ двухъ членовъ. Оно можетъ иногда состоять только именно 
изъ двухъ членовъ.

Примгьръ:
Множимое . . • х1 +  хс' +  xs -f- ж4 хъ -f- х1 +  1 
Множитель . . . х —  1

X6 -f- X 1 -}- ж6 Ж* Xх X3 -}- X
—  X1 —  X6 —  Xs —  X4 —  X3 —  X —  1

Упрощ. Проивв. xs — 1.

Видимъ, что все члены, за исключешемъ а?8 и —  1, уничтожились; 
члены ж8 и —  1 представляютъ соответственно произведешя первыхъ  
и посдеднихъ членовъ между собою.

49. ЗаагЬчаше. Если  члены многочлена содержать несколько об- 
щихъ буквъ, то, располагая последовательно эти многочлены отно
сительно каждой изъ буквъ и прилагая каждый разъ предъидущее 
зам ечаш е, мы определить m inim um  числа членовъ въ произведенш, 
который можетъ быть более 2-хъ .

И  въ самомъ д е л е , положимъ, что многочлены суть:

а 4 —  а 3Ь5 Н-  а 2&3 —  &4» а*Ъ —  а3Ъп —  аб2.
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Члены произведете: а 10 и аЬ6 не имеютъ себ4 подобныхъ, а потому’ 
неприводимы. Расположивъ многочлены по степенямъ буквы Ъ:

—  a3bs —  64 +  а2Ъ3 - j -  а 4 и —  аРЪ1 —  аЪ2 +  « 4Ь - f -  а 6,

увидимъ, что члены abb12 и а 10 неприводимы. Отсюда сл£дуетъ, 
что три различныхъ члена: а 10, аЪ6 и авЪ13 не испытываютъ при- 
вед етя .

50. Maximum числа членовъ въ произввденш. Если  произве
дшие двухъ многочленовъ не содержитъ подобныхъ членовъ, то число 

его членовъ равно произведенью числа членовъ множимаго на число чле
новъ множителя, ибо произведете множимаго на каждый членъ мно
ж ителя содержитъ столько членовъ, сколько ихъ находится въ мно
ж им ом у

51. Однородный ироизведешя. Мы можемъ установить следую - \ 
щую теорему: '

Произведете несколькихъ однородныхъ многочленовъ (8)  есть одно
родный многочленъ, измпрете котораго равно сумме измерент мно
жителей.

52. Теорема. Произведете суммы двухъ выражент а и Ь на ихъ 

разность равно разности квадратовъ этихъ выражент.
Приложивъ правило умножешя къ произведена (а-\-Ъ) на ( а - 6), 

непосредственно находимъ:

{а - { -  Ъ) (а  — Ь) =  а 2 —  Ъ2.

Гапенство это, будучи написано въ вид1>: 

а2 —  Ъ2 =  ( а  Ь)(а —  Ь)

покажетъ, что разность квадратовъ двухъ выражент разлагается на 
произведете двухъ сомножителей, изъ которыхъ одинъ есть сумма 

этихъ выражент, а другой — разность ихъ.

Примеры:

1°. ( а 2 +  аЪ +  Ь2) 2 —  (а2 —  аЪ +  Ъ2) 2 =  ( 2а 2 +  2Ъ2)2аЬ =
=  4 аЬ{а2 +  Ъ2).

/m +  w\2 (т  —  п\> 2т 2 п
2». ( - £ - )  - ( — ) — т . у  =  »п.

53. Теорема. Квадратъ мноююгена равенъ сумме квадратовъ его 
членовъ, сложенной съ удвоенной суммой ихъ двойныхъ произведенш.

Теорема известна для двучлена:

{а +  ЬУ =  а2 +  2аЪ +  Ъ2.
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О н а легко доказывается для трехчлена ( а  4 -  Ь с). И  въ самомъ 
д-Ьл^, назвавъ буквою s сумму а - f -  Ъ и принявъ во внимаше 
предъидущее равенство, получимъ:

(а  +  6 - j -  с)2 =  (s -|- с)2 =  s2 - f -  2sc +  с2.

Заменивъ букву s ея значешемъ и выполнивъ вычислешя, най
демъ:

(а -\ -Ь  - f -  с)2 =  (a - f "  b)2 -J- 2(а  Ъ)с - ( -  с2
=  а 2 - f -  2ab -J-  Н-  2ас - f -  2&с - j -  с2 
== а 2 -f~ 62 -j- с2 “I-  2аЬ -f~ “Н 26с.

*  Легко распространить эту теорему на многочленъ, состояний 
изъ п  членовъ:

Р  =  а +  Ъ + с  +  . . . + &  +  Z.

Представивъ буквою s сумму первыхъ (п —  1) члеповъ, получимъ: 

Р 2 =  (а  +  & +  с +  . . . - j - fc  +  Z)8 =  ( s - H )2 =  s2 +  2sZ +  J2.

Предположимъ, что теорема наш а справедлива для многочлена s, 
т.-е. предположимъ, что s2 состоитъ изъ суммы квадратовъ чле
новъ а, &, с, . . . , к и ихъ удвоенныхъ произведен^ по два; 2si 
представляетъ сумму удвоенныхъ производешй членовъ а, Ъ, с, . . . к, 
на послЪднШ членъ I и, наконецъ, 12 есть квадратъ этого посл^дняго  
члена. Отюда заключаемъ, что Р 2 содержитъ квадраты всЬхъ членовъ  
многочлена Р  и ихъ удвоенный произведешя по два.

И такъ, предположивъ, что доказываемая теорема им£етъ место для 
многочлена, состоящаго изъ ( п —  1) членовъ, мы приходимъ къ зак- 
лю ченш , что она справедлива и для многочлена, содержащ аго п чле
новъ, т.-е. однимъ членомъ более. Н о  мы уже доказали наш у теорему 
для трехчлена, а потому утверждаемъ, что она будетъ справедлива и 
для четырехчлена; показавъ ея справедливость для четырехчлена, 
заключаемъ, что она справедлива и для пятичлена, и т. д. Теорема, 
следовательно, общая.

Теорема эта выражается такимъ равепствомъ:

( 2 а )  = 2  а  + 2 2 ^ <

где  знакъ 2  выражаетъ сумму членовъ, анадогичныхъ тому, передъ  
которымъ этотъ знакъ помещенъ.
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Иредъидущ ее разсуждеше, при помощи котораго восходимъ отъ 
теоремы, доказанной для частнаго случая, къ общей теорем'Ь, должно 
быть замечено. Оно часто употребляется въ алгебр ’Ь.

При составлены на практик^ квадрата многочлена слйдуютъ пути, 
указываемому доказательствомъ, т.-е. с о с т а в л я т ь  квадратъ перваго 
члена, потомъ удвоенное произведете перваго члена на второй и 
квадратъ втораго; далйе, удвоенное произведете суммы первыхъ двухъ  
на третШ и квадратъ третьяго; потомъ, удвоенное произведете суммы 
первыхъ трехъ на четвертый и квадратъ ч етвертая  и т. д. Д ля бо- 
л ’Ье у д об н ая  соединешя подобныхъ членовъ располагаютъ вычисле- 
ш я такъ, чтобы каждая горизонтальная строчка оканчивалась квад- 
ратомъ.

Требуется составить квадратъ многочлена:

Зх4 — 4 ах3 — 5а2х2 +  2а*х — а1.

Имеемъ:
9ж8

—24аж7+ 1 6 а 2д:6
—30 а? х*+ 4 0  a3 Xs+25а1х*

-j-12a3xi—16a4x*—20a5x3-\-4a6x2
— 6а4ж*+ 8а‘ж*+10а6ж3—4а7ж + а 8

Упрощ. квадр. . 9ж8—24ах7—14а2ж6+ 5 2 а3ж5+  За*х*— 12а5ж3+ 1 4 а г,ж2—4а 7ж + а 8.

** 54. З ам й ч аш е . Квадратъ многочлена содержишь по крайней 

мгъргъ четыре неприводимыхъ члена.
Членами этими, въ случай расп олож енная  многочлена, будутъ  

два первыхъ и два послйднихъ члена квадрата. И  въ самомъ дйлй , 
если а и р  означаютъ показателей главной буквы въ двухъ первыхъ  
членахъ многочлена, то 2а и а +  [3 представятъ показателей этой 
буквы въ двухъ первыхъ членахъ квадрата; показатели эти различны, 
ибо, по предлож етю , а не равно р; они выше всЬхъ показателей, 
съ которыми главная буква входить въ остальные члены квадрата. 
Итакъ, два первыхъ члена не испытываютъ приведешй. Легко видйть, 
что удвоенное произведете двухъ послйднихъ членовъ многочлена и 
квадратъ п о след н я я  члена также неприводимы.

У п р а ж н е н 1 я.

I. Доказать, что кубъ многочлена равенъ сумме кубовъ его членовъ, сло
женной съ утроенной суммою всехъ произведешй одного изъ членовъ 
на квадратъ другаго и сложенной съ ушестеренною суммою тройныхъ 
произведешй его членовъ, т.-е.
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II. Поварить формулу

(а-\-Ъ +  с)(а-\-Ь— с)(а-\-с—Ъ)(Ъ-\-с — а) =  2а2Ь2-(-2а2с2-|-2Ь2с2 — а 4 — Ъ*— с*.

III. Поварить равенство

(о2 +  ¥  +  & -f- d2) (р 2 -f- ?* +  у2 +  s2) =  (ар -j- 6? +  cr -f ds)2 +
+  ( aq — bp-\-cs — dr)2 (ar — c p + d q  — bs)2 +  (as ~ d p  +  br — cq)2.

IY . Обозначимъ:

a -\- Ъ -{- с d =  J . 
a -j- b — с — d = B  
a — b-\-c — d — C 
a — h — c-\- d =  D .

Доказать, что им'Ьетъ м’Ьсто равенство:

А В ( А 2 +  В 2) =  GD (C 2 +  D 2),

если имЬетъ м-Ьсто равенство:

аЪ(а* +  Ъ2) =  cd(c2 - f  d2).

V. Пусть

У - г  z — u u — v v — w . го — х т =  — г -- , р  —  - - - —  q —  — T—  r =  — j— , s =  — •— , t =  — —  . 
х-\-у ' у +  я z +  и и - \-v v -\-w w х

Доказать, что

( l + w ) ( l+ Jp ) ( l+ g) ( l + r ) ( l + s ) ( I + 0  =  ( l - w ) ( l - j > ) ( l - 2 ) ( l - - r ) ( l - s ) ( l - 0 .

VI. Доказать, что выражеше 2у2 +  3z2 +  612 есть сумма трехъ квадратовъ.
VII. Упростить выражеше

~  U (x  + 1) (х  +  2) - f  х(х — 1)(ж  -  2) j  +  (х  —  l ) x ( x  +  1). 

Найдемъ:

x ^ lx 2 — 5)
7

VIII. Поварить равенство:

4 |  (a2-  b2)cd  - Н е 2 -  d2)ab |* - f  | ( a 2 — Ь2)(с 2 — d2) — ia b c d j  =

=  (a 2 +  b2) 2( c 2 - M 2)*-

IX. Показать, что

x(x +  1)(ж -j- 2) x(x +  1) (2я -f- 1)
3 6
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равно

ж(ж -f -1)
2 *

X. Показать, что многочленъ:

аж2 2Ъху -f- су2,

посл+. замены:

Ж —  ax' -j- $У' 
у =  а’х1 +  Р'У,

принимаетъ форму:

А х12 +  2 Вх-у' +  Су12,

при чемъ

В 2 — А С  =  (Ь2 — ас)(«Р' -  №

XI. Поварить равенства:

1 +  ж< =  (1 +  ж2 +  я?|/2)(1 +  ж2 -  ж / 2),

1 +  а« =  (1 +  гс8Х1+ * 2 +  ж/з)(14-ж3- ж / 3 ) .

XII. Если

В — Ъ2 +  Ьс-\- с2, С =  Ъ2с +  Ьс2,

то

4В 3 — 27 С2 =  (й — с)2(2Ь2 +  56с 4- 2с2)2; 

такъ что 4 Б 3 — 27(72 всегда положительное.
а2 4-  Ь2X III. Доказать, на основанш теоремы (53), что — ^—  есть сумма двухъ

квадратовъ, если а и Ъ суть ц+.лыя числа: оба четныя или оба не- 
четныя.

XIV. Если а, Ъ, т суть дблыя числа, если a2 4- 2mb2 есть квадратъ, то 
а2 +  nib2 равно сумме двухъ квадратовъ (на основанш предъидущей 
теоремы).

XV. Показать, что выражеше:

(а2 4 -Ь2-\- с2) (ж2 4~ У2 4" z<i) — (ax +  by 4- cz}‘

есть сумма квадратовъ трехъ дклыхъ полиномовъ.
XVI. Показать, что многочленъ:

6ж2 4- 6у2 4- 3г2 4- 2ху  — 4zy 

есть сумма квадратовъ трехъ дЬлыхъ полиномовъ.
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Алгебрическое д^леш е.

55. Алгебрическое д^леш е обнимаетъ собою три случая: 1 ° дй ле - 
Hie одночлена на одночленъ; 2° д^леш е многочлена на одночленъ; 
3° дйлеш е многочлена на многочленъ.

§ 1. Д'&1ее1е одночленовъ.

56. Правило д & леш я . Даны ц’Ьлые одночлены 75а 7Ь*са^5 и 
25а3Ъс*', требуется разделить ихъ другъ на друга, т.-е. найти ц'Ьлый 
одночленъ, который, будучи умноженъ на д-Ьлителя, воснроизведетъ 
делимое. Положимъ, что преобразоваше возможно, и искомый одно
членъ найдепъ. Тогда, на основанш правила умножешя одночленовъ  
(33 ), заключаемъ, что коэффищентъ 75 д'Ьлимаго представляетъ про
изведете коэффициента 25 делителя на коэффищентъ частнаго; отсюда 
сдЬдуетъ, что коэффищентъ частнаго получается отъ разд'Ьлеш я 75 
на 25. Д алйе, на основанш того же правила, находимъ, что показа
тель 7 буквы а д'Ьлимаго представляетъ сумму показателя 3 буквы  
а делителя и показателя той же буквы частнаго; отсюда сл^дуетъ , 
что этотъ п ослй д т й  показатель есть разность показателей 7 и 3 , т.-е. 
онъ равенъ 4; совершенно подобнымъ же образомъ найдемъ, что 
показатель буквы Ъ частнаго равенъ 3; такъ какъ буква с вход^итъ
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и въ делимое и въ делителя съ однимъ и тймъ же показателемъ 2, 
то она не войдетъ въ частное; буква d, входя въ делимое и не входя 
въ делителя, войдетъ въ частное съ тЬмь же показателемъ, съ ка- 
кимъ она входитъ въ делимое. Искомое частное есть, следовательно, 
одночленъ 3 а3Ъ ^ъ.

Разсуждеш е общее и приводить насъ къ следующ ему правилу:

Для разделенгя цгьлаго одночлена на другой целый одноч.генъ по- 
ступаемь такимъ образомъ: 1 ° дгьлимъ коэффищентъ делимаго на ко
эффищентъ делителя; 2° пишемъ, одинъ разъ каждую, т е  буквы, 
которыя входятъ въ делимое съ показателями, большими техъ, съ 
какими оне входятъ въ делителя; 3° присвоиваемъ каждой изъ этихъ 

буквъ показателя, равнаго разности показателей, которые присвоены 
ей еъ делимомъ и въ делителе; 4° не пишемъ техъ буквъ, которыя 
входятъ и въ делимомъ и въ делителе съ однимъ и темъ же показа
телемъ. Если буква входитъ только въ делимое, то она входитъ въ 
частное съ темъ же показателемъ.

57. Услов1я возможности. Предъидущ ее разсуждеше основыва
лось на предположены о существованш искомаго частнаго.

Оно приводить насъ къ следующимъ необходимым услов1ямъ 
п одобн ая  сущ ествовали:

1° Коэффищентъ делимаго долженъ делиться на коэффищентъ 
делителя.

2° В се  буквы делителя должны входить въ делимое.

3° Показатель каждой изъ нихъ въ делителе по большей мере  
равенъ показателю ея въ делимомъ.

Высказанныя услошя будутъ услов1я достаточныя для существо
в а л а  искомаго частнаго, т .-е . если они выполнены, то, следуя выше- 
данному правилу, найдемъ такой одночленъ, который, будучи умно- 
женъ на делителя, воспроизведетъ делимое.

58. Показатель нуль. Е сли  буква а входитъ въ делимое и въ 
делителя соответственно съ показателями т и п, то она войдетъ въ 
частное съ показателемъ т — п. Доказательство требуетъ, чтобы т > м .  
Если  же m - п ,  то буква а исчезаетъ въ частномъ, и правило не при
лагается. Условимся, однако, приложить его и къ этому случаю и 
тогда получимъ: ат~ т или аа. Съ  другой стороны, частное отъ разде- 
леш я ат на ат равно единице; отсюда слйдуетъ, что мы сохранимъ  
правилу показателей его общность, если согласимся разсматривать
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сгмволъ а0, какъ выражеше, представляющее единицу, каково ни было а. 
Вследств1е этого мы можемъ писать:

75 a W < 2 5 : 25a3k 2 =  3a46 W ,  '

и частное это не изменено соглашеш емъ, ибо множитель с° =  1.

§ II. ДЬлеше многочлена па одночленъ.

59. Правило д^ летя. Частное отъ разделеш я многочлена на 
одночленъ не есть одночленъ, ибо произведете двухъ одночленовъ  
представляетъ всегда одночленъ (33 ). Е сли  частное существуетъ въ 
целомъ виде, то оно можетъ представлять только многочленъ. П ре- 
образоваше состоитъ въ нахожденш такого многочлена, который, бу
дучи умноженъ на одночленнаго делителя, воспроизведетъ многочлен
ное делимое. Мы видели (3 5 ), что произведете многочлена на одно
членъ есть сумма произведенШ каждаго члена множимаго на мно
жителя.

Итакъ , искомое частное получается разделенгемъ каждаго члена 
делимагб на делителя; знакъ каждаго отдельнаю частнаго одинаковъ 
со знакомь соответствуюгцаго члена делимаго.

60. Услов1я возможности. Предъидущ ее разсуждеше требуетъ, 
чтобы каждый членъ дгълимаго, взятый отдельно, делился на де 
лителя.

Услов1е это необходимо. Оно достаточно, ибо если оно выполнено, 
то, следуя правилу, найдемъ такой многочленъ, который, будучи 
умноженъ на делителя, воспроизведетъ делимое.

§ III. Д-Ьлеме многочленовъ.

61. Даны два многочлена А  и В . Требуется разделить ихъ другъ  
на друга, т.-е. найти третш ■ многочленъ, который, будучи умноженъ 
на делителя Д  воспроизвелъ бы делимое А . П реобразоваш е это 
удается очень редко. Если  делимое и делитель содержать общую  
букву, то случается иногда, что искомое частное существуетъ въ этомъ 
виде. Мы предположимъ здесь, что данные полиномы А  и В  располо
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жены по убывающимъ степенямъ одной и той же буквы, и найдемъ, 
если возможно, частное въ виде многочлена, расположеннаго по убы
вающимъ степенямъ той же буквы.

Преобразованie основывается на слйдую щ ихъ теоремахъ:

62. Т ео р ем а  I .  Если данные полиномы расположены по убываю
щимъ степенямъ одной и той же буквы; если частное равно поли
ному, расположенному такимъ же образомъ; то первый членъ искомаго 
частного представляетъ частное отъ разделения перваго члена дели
мого на первый членъ делителя.

Положимъ, следовательно, что существуетъ частное, т.-е. сущ е
ствуетъ такой расположенный многочленъ, который, будучи умноженъ 
на делителя, даетъ делимое. Мы знаемъ уже, что, при умноженш  
расположенныхъ многочленовъ, первый членъ произведешя получается  
отъ умножешя перваго члена множимаго на первый членъ множи
теля. Отсюда следуетъ, что первый членъ делимаго представляетъ  
произведете перваго члена делителя на первый членъ частнаго. 
Результата этотъ говорить намъ, что первый членъ частнаго полу
чается отъ раздЬлеш я перваго члена делимаго на первый членъ де

лителя.
Заметимъ (44:), что первый членъ частнаго будетъ положитель

ный или отрицательный, смотря по тому, будутъ ли знаки первыхъ 
членовъ делимаго и делителя одинаковы или различны.

63. Т ео р ем а  I I .  Если умножимъ делителя на первый членъ част
наго и вычтемъ полученное произведете изъ делимаго, то найдемъ 
остатокъ, который, будучи разделенъ на делителя, дастъ совокуп
ность остальныхъ членовъ частнаго.

И  въ самомъ д е л е , делимое представляетъ сумму произведен^  
делителя на каждый изъ членовъ частнаго; вычтя изъ делимаго  
произведете делителя на первый членъ частнаго, мы найдемъ оста
токъ, который представить произведете делителя на сумму всехъ  
остальныхъ членовъ частнаго.

Отсюда следуетъ, что эта сумма получится отъ разделеш я остатка 
на делителя.

64. П р а в и л о  д е л е ш я . Предъидушдя теоремы позволяютъ выпол
нить какое ни есть д е л е т е . И  въ самомъ д е л е , первая теорема 
даетъ средство найти первый членъ частнаго, вторая приводить на- 
хождеш е остальныхъ членовъ частнаго къ новому д елен ш . Первая  
теорема, будучи приложена къ этому новому д елен ш , позволяетъ  
найти первый членъ новаго частнаго, т.-е. второй членъ искомаго
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частнаго; вторая же теорема приводить нахождеш е следую щ ихъ чле
новъ къ новому д ^ л е т ю , и такъ далее.

Отсюда вытекаетъ правило:

Для разделетя одного полинома на другой поступаемъ такъ: рас- 
полагаемъ полиномы по убываюгцимъ степенямъ одной и той же 
буквы и делимъ первый членъ делимаго на первый членъ делителя; 
делете это определитъ первый членъ частнаго. Умножаемъ дели
теля на этотъ первый членъ и вычитаемъ произведете изъ делимаго, 
т.-е. меняемъ знаки у каждаго члена вычитаемаго и соединяемъ по
добные члены.

Делимъ первый членъ остатка на первый членъ делителя; делете 
это даетъ второй членъ частнаго; умножаемъ делителя на этотъ 

второй членъ и вычитаемъ произведете изъ остатка. Получаемъ 
второй остатокъ, первый ч,генъ копгораго, будучи 2)азделенъ на пер
вый членъ делителя, определитъ третгй членъ частнаго. Умножаемъ 
делителя на этотъ третгй членъ и вычитаемъ произведете изъ 

втораго остатка. Продолжаемъ поступать такимъ образомъ до техъ 
поръ, пока tie получимъ въ остатке нуля.

Полученный такимъ образомъ полиномъ представить искомое 
частное. И  въ самомъ д е л е , действуя по правилу, мы вычтемъ 
изъ д'Ьлимаго последовательно произведешя дели теля  на различные 
члены этого полинома. Такъ  какъ въ остатке получается нуль, то 
необходимо, чтобы дЬлимое представляло произведете делителя на  
этотъ полиномъ, т.-е. чтобы этотъ полиномъ былъ частное.

65. Примуьръ I.  Требуется разделить ж5 -{- 6ж‘ -(- 4ж3 — 4х2 -f- х — 1 на 
ж2-}- X'— 1. Пишемъ делителя направо отъ Д'Ьлимаго, отделяя ихъ вертикаль
ною чертою.

Д-Ьлимое . . . . ж5 +  6ж4 +  4ж3 — 4х2 х — 1
— ж5 — Xх х3

1-ый остатокъ . . 5ж4 +  5ж3 — 4ж2 +  х — 1
— 5х* — 5х3 +  5ж2

2-ый остатокъ . . х2 +  х —- 1
— X2 — X +  1

О

Первый членъ частнаго есть ж3: частное отъ раздЬлетя ж5 на ж9. Про
изведете делителя на х3 равно ж5 +  ж4 — ж3; переменивъ у этого произведешя

х2 +  х — 1 дълитель 
х? +  5ж2 1 частное
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знакъ, приведемъ вычиташе къ простому соединенш подобныхъ членовъ; 
первый остатокъ будетъ 5х* +  Ьх3 — 4ж2 +  х  — 1.

Второй членъ частнаго есть 5ж2: частное отъ раэделешя 5я‘ на х2.

Умножаемъ делителя на 5ж2, что даетъ 5z4 -f  &х3 — 6х2; меняемъ у этого 
произведешя знакъ, подписываемъ подъ первымъ остаткомъ н дЪлаемъ при
ведете. Получаемъ второй остатокъ я 2 +  х — 1.

Трепй членъ частнаго равенъ 1: частному отъ дЬлешя х2 на х2.

Умноживъ делителя па 1 п вычтя произведете изъ втораго остатка, по
лучимъ въ остатка 0. Искомое частное равно

х3 +  5жа - f - 1.

Должно пр1учпться сразу выполнять: умножеше каждаго члена делителя 
на найденный членъ частнаго, вычиташе соответствующая члена изъ дЬли- 
маго и приведете подобныхъ членовъ. Таблица вычислешя будетъ следующая:

Делимое . . . ж* 4- 6ж4 +  4х3 — 4ж2 +  х  — 1
1-ый остатокъ . 5х4 +  5х3 — 4х2 +  х — 1
2-й остатокъ . ж2 +  х — 1

0.

ж2 4- х  —  1 делитель'
х3 +  5х2 +  1 частное

66. Примгьръ I I .  Коэффишенты главной буквы суть буквепные одно
члены.

Требуегся разделить многочленъ

15а8 — 9а'Ъ — 25ав&2 +  19аъЪ* — 6а46* +  13а3Ь5 — 4а2Ь6 —  5ab7 4- 268 

на многочленъ

За3 — 5а&2 4- 2 Ъ3.

Таблица вычислешй будетъ следующая:

Дел. . 15а8- 9 а 76— 25a6b2+ 1 9 as&3- 6 a 4b44-13a36s- 4 a 2fe6—5а6’4-268 За3—5о624-2Ь3
1-й ос. —9а тЬ 4- 9а5&3—6a464-j-13a8b5—4а2Ь6-5а& т-|-2Ь8 5а5- 3 а 46 -2 а 263-
2-й ос. — 6а5Ь3 + 1 3 а 365—4а2&6—5а&т-|-268 +&з
3-й ос- +  3 а3Ъ5 —5аЬт+26®.

*  67. Примгьръ I I I .  Предъидущее правило не требуетъ, чтобы коэффи- 
щенты степеней главной буквы были численные или одночлены. Коэффищенты 
эти могутъ быть полиномы (46), при чемъ и равсуждеше и вычислешя остаются 
теми-же. Заметимъ только, что придется вдЬсь выполнять отдЬльныя деления 
при нахожденш каждаго новаго члена частнаго, ибо коэффищентъ перваго 
члена каждаго делимаго и коэффищентъ перваго члена делителя суть поли
номы. Вотъ прим'Ьръ:
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Делимъ сперва (а3 — За2Ь +  ЗаЬ2 — Ь3), коэффищентъ перваго члена д'Ь
лимаго, на (а2— 2ob-f-b2), коэффищентъ перваго члена дЬлителя, (первое 
частное дЬлеше), что даетъ (а — Ь). Такъ какъ хь, раздЬленное на ж3, даетъ 
л:2, то первый членъ частнаго равенъ (о — Ь)х2. Умножаемъ дЬлителя па этотъ 
членъ, что потребуетъ выполнешя нЬсколькихъ умножфпй иолиномовъ; вычи
таемъ цотомъ произведете это изъ дЬлимаго и иолучаемъ первый остатокъ. 
ДЬлимъ далЬе (а* — За3Ь 2а2Ь2 +  аЬ3 — Ь4), коэффищентъ перваго члена 
остатка, на (а2— 2аЬ +  Ь2), (второе отдЬльное дЬлеше), что даетъ а 2— аЬ— Ь2. 
Второй членъ частнаго равенъ, слЬдовательно, (а2 — аЬ — Ъ*)х. УмножеЩе 

'  дЬлителя на этотъ членъ и вычиташе приведутъ къ новому остатку, надъ 
которымъ дЬйствуемъ подобно предъидущему; приходимъ наконецъ къ иско
мому частному.

68. Усл01пя возможности. Разсуждеш я, приведпйя насъ къ ме
тоде д елеш я , предполагаю т^ что искомое частное выражается много- 
членомъ. Найдемъ теперь пеобходимыя и достаточный услов1я сущ е- 
ствоваш я частнаго въ этой форме. У слов1я эти открываются самою 
методою получеш я частваго.

И  въ самомъ д^лй , если делеш е возможно, то
1° первый членъ делимаго делится на первый членъ делителя и 

■последит членъ делимаго делится на последнгй членъ делителя (48).
2° первый членъ каждаго остатка делится на первый членъ де 

лителя, ибо этотъ членъ представляетъ произведете перваго члена  
дели т еля  на соответственный членъ частнаго.

3° после определеннаго числа последовательные отдельныхъ д е 
лений получается въ частномъ такой членъ, который, будучи умно- 
женъ на делителя, воспроизведетъ тотъ остатокъ, отъ делетя пер
ваго члена котораго на первый членъ делителя получается въ част
номъ разсматриваемый членъ, ибо въ конце концовъ долженъ полу
читься остатокъ, равный нулю.

Услов1я эти необходимы: если одно изъ этихъ условШ не выпол
нено, то частное не существуетъ въ форме полинома.

Услов1я эти достаточны: если они выполнены, то изложенная ме
тода даетъ полиномъ, который, будучи умноженъ на дели теля , вос- 
ироизведетъ деликое.

. 69. Признаки, по которымъ можно судить, выполняются ли 
дйлеи1я или нйтъ. Если  полиномы расположены по убынающимъ 
степенямъ одной и той же буквы, то показатели этой буквы въ пер
вы хъ членахъ остатковъ идутъ, убывая, ибо приведете подобныхъ  
членовъ уничтожаетъ по крайней м ере  одинъ членъ каждаго отдель
н а я  делимаго произведешя. Отсюда вытекаетъ, что мы, следуя методе 
д е л е т я ,  необходимо придемъ къ такому остатку, первый членъ ко
тораго содержитъ главную букву съ показателемъ, меныиимъ того, съ 
какимъ она входитъ въ первый членъ делителя. Е сли  э т о т ъ  остатокъ 
равенъ  нулю, делеш е возможно; если же н'Ътъ, то оно невозможно.
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Примгьръ IV . РаздЬлпть ж5 4 - 5я4 +  2я3 на ж2-|-ж.

Д-Ьлпмое. . . . ' ж5 -f- 5ж4 -f- 2ж3 1 ж24~ ж__________ дЪлнтель
4- 4ж4 4- 2ж3 j ж3 4- 4ж2 — 2ж +  2 частное.

— 2ж‘
4- 2ж2

2ж.

Приходимъ къ остатку — 2ж, первый членъ котораго содержитъ главную 
<5укву съ показателемъ, меныпимъ того, съ какпмъ она входитъ въ первый 
членъ делителя.

Если д е л е т е  не выполняется, то сущ ествуетъ другой признакъ , 
который позволяетъ узнать тотъ  моментъ, на которомъ нужно оста
новиться.

И  въ самомъ д е л е , если д-Ьлеше возможно, то посл 'Ьдтй членъ 
делим аго долж енъ представлять п рои зведете послЪдняго члена д е л и 
теля на послйдшй членъ частнаго. Отсюда следуетъ , что, разд-Ьливъ 
последш й членъ делимаго на последш й членъ д ели теля , мы за р а н е е  
можемъ определить последш й членъ частнаго. Если, следовательно, 
образовывая последовательные члены частнаго, найдемъ такой членъ, 
въ которомъ показатель главной буквы менее показателя этой буквы 
въ заранее определенномъ члене, или же найдемъ такой членъ, ко
торый, хотя и содержитъ главную букву съ темь же показателемъ, 
съ какимъ она входитъ въ заранее определенный членъ, но не т ож - 
дественъ этому члену, то скажемъ, что никакой многочленъ желаемой 
формы не можетъ представить частнаго.

Въ примЪрЪ IV, если бы частное существовало, тощего посл’Ьдтй членъ 
равнялся бы 2ж2-

А между тЪмъ, образовывая члены частнаго, мы приходимъ къ члену 4Ж2,  
не тождественному съ 2ж2; отсюда, не идя далФ>е, заключаемъ, что д+лев!е 
невозможно.

Если, образовывая последовательные члены частнаго, мы най
демъ такой членъ, который тождественъ за р а н е е  определенному, то 
отсюда мы ещ е не имеемъ права сд елать  обратны хъ заключенШ , 
т.-е . не имеем ъ права сказать, что д е л е т е  будетъ возможно.

Примгьръ V. Разделить ж5 — Зж14 " х ' на #2 4 "#  — !•

ДЬлпмое . . ж5 — Зж34~ж2 ж2 4- а? — 1 делитель.
— ж4 — 2ж3 4 - ж2 ж3 — х2 — ж 4" 1 частное.

-  ж3
ж2 — ж

— 2ж 4* 1.

Последшй членъ частнаго долженъ быть — ж2.
Образовывая последовательные члены частнаго, мы, действительно, паг 

ходнмъ членъ — ж2, а между тЬмъ д е л ет е  невозможно.
4*
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70. Д/Ёлеш е м н о гоч лен о в ъ , р а с п о л о ж е н н ы х ъ  по в озрастаю 
щ и м ъ  степеням ъ  г л а в н о й  буквы . Иногда многочлены, данные для  
р а з д е л е т я , располагаются по возрастающимъ степенямъ одной и 
той же буквы. Частное будетъ расположено также по возрастающимъ 
степенямъ той же буквы, причемъ метода его нахож деш я совершенно- 
одинакова съ предъидущею. Заметимъ здесь только, что показатели  
главной буквы въ первыхъ членахъ остатковъ идутъ, возрастая; с л е 
довательно, въ случае  невозмоЖнаго делеш я , мы можемъ продолжать 
действ1е неопределенно, не встретивъ такого остатка, первый членъ  
котораго не делился бы на первый членъ делителя.

Для примера возьмемъ делете , выполненное въ параграфе (65), распо- 
ложпвъ оба полинома по возростающимъ степенямъ х.

• Лримгьръ VI.

Делимое . . — \-\-х — 4х2-\- 4х3 4" 4- # 5 — 1 +  х  +  х2 делитель.
— Ьх2 +  4х3 +  6я4 +  xs 4-1  4- 5з2 +  х3 частное.

— х3 +  х* +  х*
О

Говоримъ: такъ какъ делимое представляетъ произведете делителя на 
частное, то членъ съ наименыпимъ показателемъ буквы х  получается, безъ 
прпведешя, отъ умножетя аналогичныхъ членовъ делителя и частнаго (49), 
а потому первый членъ частнаго есть частное отъ делешя перваго члена де- 
лиыаго на первый членъ делителя; онъ равенъ 4- 1*

Доказываемъ подобно тому, какъ это делали въ (63), что, умноживъ де
лителя на полученный членъ частнаго и вычтя произведете изъ делпмаго, 
получимъ остатокъ — Ьх2 -j- 4х3 -f- 6ж4 4- который, будучи разделенъ па 
делителя, дастъ остальные члены частнаго.

Первый изъ этихъ членовъ равенъ, на основанш соображенШ, выше дан- 
ныхъ, частному отъ разделетя — 5х2 па — 1, т.-е. онъ равенъ 4" 5ж2.

Умноживъ + 5 ж 2 на делителя и вычтя результатъ изъ перваго остатка,, 
найдемъ второй остатокъ — х3 4~ х* 4- который, будучи разделенъ на де
лителя, даетъ остальные члены частнаго.

Первый изъ этихъ членовъ равенъ, на основанш выше данныхъ сообра- 
жешй, частному отъ разделетя — х3 па — 1, т.-е. онъ равенъ 4~ я3*

Умноживъ его на делителя и вычтя произведете изъ предъидущаго остатка, 
получимъ въ остатке нуль, и действ1е окончено.

71. Ц р и з н а к ъ , п о  котором у у з н а е м ь  невозм ож ность д £ л е ш я ,  
таки м ъ  образом ъ  р а с п о л о ж е н н а го . Въ  предъидущемъ прим ере дей- 

етв1е окончилось, и результатъ, какъ и следовало ожидать, тождест- 
венъ съ темъ, который дается первымъ способомъ. Будетъ нечто  
иное въ томъ случае, когда предложенное делеш е невозможно.

Пусть, напримеръ, требуется разделить

(1 ж - f - а,2 +  2# 3)  на ( 1 + 2ж).
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Лримгьръ VII.
Делимое . . 1 +  ж 4- ж2 +  2ж3 j 1 4-2ж___________________  дЬлител!

— х +  х1 +  2х* { 1 — х  4- Зж2 — 4х3 4- ■ . . . частное.
+  Зж2 +  2х3

— 4хя

делитель.

4- 8ж4 .

П ри лагая  методу къ этому примеру, мы получимъ последователь
ные остатки, въ которыхъ показатели главной буквы въ первыхъ 
-членахъ идутъ, возрастая, такъ что разделеш е перваго члена каждаго  
остатка на первый членъ делителя всегда выполнимо.

Отсюда сл'Ьдуетъ, что первый признакъ невозможности (6 9 ) не 
даетъ здйсь ничего.

Существуетъ признакъ, аналогичный второму, который, въ слу
ч ае  невозможнаго делеш я , реш аетъ вопросъ. И  въ самомъ д е ле ,  

-если делеш е возможно, то последш й членъ делимаго есть произ
в ед ет е  п о с л е д н я я  члена делителя на последш й членъ частнаго, 
а потому последш й членъ частнаго получается непосредственно отъ 
разделеш я п о с л е д н я я  члена д е л и м а я  на последш й членъ делителя. 
Т ак ъ  какъ показатели главной буквы въ членахъ частнаго идутъ, 
возрастая, то дилете будетъ невозможно, когда мы получимъ въ част- 
номъ членъ, въ которомъ показатель главной буквы будетъ болгье по
казателя главной буквы въ заратье вычисленномъ члетъ, или-же nor 
лучимъ такой членъ, который, при равенства показателей, не будетъ 
тождественъ члену, зарангъе вычисленному. ч

Въ примере VII, последшй членъ частнаго, если оно существуетъ, равенъ 
частному отъ разделешя 2ж3 на 2ж, т.-е. оиъ равенъ ж2, а между темъ мы по- 
лучаемъ членъ Зж2, на которомъ должно остановиться; делеше ве выполвяется.

Вообщ е в и д и м ъ , что самая метода делеш я приводить къ призна- 
камъ возможности или невозможности разделеш я.

*  72. О п р ед 1 ;леш я . Е сли  въ полиноме буква х  не входитъ ни въ 
Лзнам енателяхъ, ни подъ знакомь корня, то полиномъ называется 

цгълымъ относительно этой буквы. Выражеш е:

есть полипомъ, целы й относительно х.
Измгъренгемъ полинома, ц е л а я  относительно буквы х, называется 

наивыспий показатель, присвоенный этой букве въ полиноме. Е сли  
это измереш е равно единице, то полиномъ называется линейным*

§ IV. Д елетя , точно невыполнимый.

За2ж3
~~4~
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относительно буквы х. ПредъидущШ  полиномъ есть полиномъ 3 -го  
измйрешя относительно х.

Полиномъ 3Ъкх  —  Ь2 —  Ъ есть многочленъ линейный относительно 
буквы х  и 4-го измЪрешя относительно буквы Ъ

Е сли  частное отъ раздЬлеш я полиномовъ J  и Д  ц’Ьлыхъ отно
сительно буквы х, есть многочленъ, ц'Ьлый относительно этой буквы, 
то говорятъ, что многочленъ А  делится на многочленъ В, причемъ 
коэффище'нты могутъ быть каш е угодно; такъ, напримеръ, полиномъ

X 1  1  V X  1  X  | 1
—2 —  р  дЬлится на —  —  у ,  частное равно —  - J - y .

Если  же подобнаго частнаго не существуетъ, то говорятъ, что по - 
лпномъ А  не делится на полиномъ В. Д ,Ьйств1е можетъ быть только

А
обозначено: -g . Мы дадимъ сейчасъ теорему, при помощи которой 

формула ^  можетъ быть приведена къ другому виду.

*  73. Т ео р ем а  I .  Е'ели полиномы А  и В  суть полиномы целые 

относительно х  (измерение А  не менее измеренгя В ),  то частное

тождественно некоторому многочлену Q, целому относительно- 
JR

х , сложенному съ дробью g ,  знаменатель которой есть делитель В,

причемъ числитель представляетъ полиномъ В , целый относительно х, 
измерете котораго менее измеренгя В .

Расположимъ многочлены А  и В  по убывающимъ степенямъ  
буквы х  и приложимъ къ нимъ методу д4леш я (6 4 ). Такъ  какъ  
мы ищемъ частное ц’Ълое только относительно буквы х, то коэф- 
фишенты при различныхъ степеняхъ этой буквы въ получаемыхъ  
членахъ частнаго могутъ быть каш е угодно.

Отсюда следуетъ, что мы можемъ продолжать дЬйств1е до тЪ хъ  
норъ, пока не получимъ остатка, H3MipeHie котораго будетъ мен$е 
нзм-Ьрешя В.

Полученны е члены частнаго не будутъ содержать буквы х  въ  
знаменателяхъ, ибо изм^решн тЬхъ дЬлимыхъ, которыя дадутъ эти 
члены , не менйе изм’Ьреш я дЪлителя В, и, следовательно, показа
тели буквы х  ихъ первыхъ членовъ не менйе показателя буквы х  
въ первомъ член£ делителя В.

Означимъ буквою Q совокупность тЪхъ членовъ частнаго, кото
рые мы ваш ли до того момента, пока не получили отд’Ьльнаго д 4 -  
лимаго В , изм^реш е котораго мен$е измйрешя В  . В  есть остатокъг



который получится, если вычтемъ изъ А  последовательно произве- 
дешя дели теля В  на различные члены Q\ онъ равенъ, следова
тельно, A — B Q , такъ что

R  =  A  —  B Q .

Равенство это даетъ:

A  =  B Q + R .

Разделивъ  обе части этого равенства на число В,  найдемъ:

—  =  О 4 - — .
В  У ' В

Результатъ этотъ показываетъ, что частное ^  представлено въ  

той форме, какая назначена теоремою.

#  74. Т е о р е м а  I I .  Преобразоваше теоремы I  можетъ быть совер
шено только однимъ образомъ.

Положимъ наоборотъ, что, д е ля  А  на Д  мы получили съ  
одной стороны частное Q и остатокъ В , и съ другой— частное Q' и  
остатокъ R '.  R  и В ' суть многочлены, измерешя которыхъ м енее  
измереш я В.

Н а основанш предъидущаго получаемъ тождественно:

A  =  B Q  +  R , A = B Q '  +  R\  

отсюда заключаемъ, что

B Q  - f  R  =  B Q ' ^  R 1

тождественно.
Равенство это даетъ:

-  Q') =  R '  —  R

тождественно.
Такъ  какъ измереш я R ' и R  менее измереш я В , то разность  

R ' —  R  представляетъ многочленъ, измереш е котораго менгье изме- 
реш я В. Съ  другой стороны, произведете В  {Q— Q ') представляетъ  
многочленъ, и зм ер ет е  котораго не менгье измерешя В .  Мы увидимъ 
впоследствш, что два многочлена В  ( Q — Q ') и R ' — R  различныхъ  
измереш й не могутъ быть тождественно равны между собою.

АЛГЕВРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 5 5
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*  75. Примгьры. Предъидущая метода даетъ намъ:

. „ ж 5 — 2х3 + х  — 1 . А х  — 1
10* -- - - - - - - - - - - - - - - - - - = * + * + & = $

19 2_ 3 3
2°. 2ж* +  Зж2 — 5ж +  7 2 7 * 7 * +

7ж3 +  ж —  1 —  7 ж +  7Хз _|_ х _  1 ;

• * ’ / 4 + 3* - !  . / у , з* + 1 / т - т

Если  измйреше полинома А  менее изм-Ьрен'ш полинома В ,  то 
частное Q равно нулю и остатокъ В  равенъ самому делимому.

#  76. Зам1>чаше. Полиномъ Q называется цгьлымъ частнымъ при 
деленш  А  и В ;  полиномъ R  называется остаткомъ при этомъ 
д^леш и .

*  77. Случай, когда изменяется главная буква. Мы показали, 
что ц^лое частное и остатокъ при д о л е т и  полиномовъ А  и В ,  рас - 
подоженныхъ относительно одной и той-же буквы х, могутъ иметь 
только одну форму (7 4 ). Изменивъ-же главную букву, мы можемъ по
лучить иное целое частное и иной остатокъ. Разсмотримъ, напри
м еръ , дробь

X- +  У4 
а? -f- у3

Расположивъ числителя и знаменателя по букве х, получимъ въ 
частномъ х 2— у2 и въ остатке 2у4. Расположивъ же по букве у , мы 
найдемъ въ частномъ г/— х 2 и въ остатке 2х4. Имеемъ:

* + _ £  _  х * _  „2 -L _ Ж —  
я2 +  У1 *2 +  у2’
у4 +  2 2 ! 2Я4
у2 +  Ж2 ~~ У Ж +  у2 +  Ж2*

§ V. Различ1я п сходства между дЪлешемъ ариеметическныъ и д-Ьлешемъ
алгебрическимъ.

*  78. Полиномы, расположенные по степенямъ одной и той же. 
буквы, представляютъ сходство съ целыми числами, которое хорошо 
заметить. Ц елое  число, напримеръ 783214, выражаетъ сумму:

7 . 105 +  8 . 104 +  3 . 103 +  2 . 102 +  1 . 10 +  4
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и представляетъ частный случай полинома:

7 . хь -f- 8 . #4 -I- 3 . х3 - j-  2 . х2 -j-  1 • х -}- 4,

въ которомъ х =  10. Цифры числа суть коэффищенты членовъ 
полинома.

Отсюда однако нельзя заключить, что всяшй ариеметичесый во
просъ, относяпийся къ ц'Ьлымъ числамъ, представить вполне частный 
случай алгебрическаго вопроса, когда мы замънимъ числа соответ
ствующими полиномами.

Сравнимъ, напримеръ, два сл'Ьдующихъ вопроса:

• разд-Ьдить 783214 на 321 и
разделить 1хь-\-Ъх*-\-Ъх3-]г2х2-\-х-\-4 на За;2—}— {— 1.

Услов1я обеихъ задачъ настолько между собою различны, что 
нельзя первую разсматривать, какъ частный случай второй.

1°. Различныя цифры частнаго при ариеметическомъ деленш 
должны быть цЪлыя, между гЬмъ какъ частное при алгебрическомъ 
д'Ьленш можетъ быть полиномомъ, въ которомъ коэффищенты при 
степеняхъ х суть числа дробныя.

2°. Различныя цифры частнаго и остатка при деленш ариемети
ческомъ должны быть менее 10, между тЪмъ какъ ничто не огра
ничиваете величины коэффищентовъ различныхъ степеней х при де
ленш алгебрическомъ.

3°. При ариеметическомъ деленш остатокъ долженъ быть менее 
делителя, при алгебрическомъ же деленш онъ долженъ быть только 
меньшаго измерешя.

4°. Въ алгебре получаемые результаты имеютъ место при вся
комъ х\ не существуетъ аналогичнаго услов1я въ ариеметике. Заме- 
тимъ однако, что р а з д а е т е  двухъ ц'Ьлыхъ чиселъ можетъ бить вы
полнено методою дЪлешя многочленовъ, но только нисколько изменен
ное. Нояспимъ это на предъидущемъ примере, при чемъ разсуждеше 
будетъ общее. ДЬлимъ первый членъ делимаго 1хь на первый членъ

7
делителя Зх2, взявъ за первый членъ частнаго не ~̂ х3, какъ взяли 

бы въ Алгебр^, а 2 ^ ; остатокъ будетъ следуюпцй

хь -f- 4xi 4 -  х3 -}“ 2х* - j- х +  4 =  \4xi -{-x3 - j- 2a;2 -\-x-\- 4 (при ж=10).

Делимъ первый членъ остатка, т.-е. 14#4, на первый членъ дЪ-
14

лителя и беремъ за второй членъ частнаго не -g-я2, а 4#2; остатокъ
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будетъ: 2xl — 7#3— 2л:2- f - ж- j - 4; приводимъ его къ ариеметической 
форме: 12х3-\-8х*-\-х-}-4:; за третШ членъ частнаго могли бы взять 4ж, 
но тогда остатокъ получился бы отрицательный, а потому беремъ Зх, 
и остатокъ Зх3-\-2х'1— 2ж + 4 приводимъ къ ариеметической форме: 
31aj2-f-8a?-|—4; д-Ьлимъ первый членъ остатка на первый членъ дели
теля и получаемъ членъ частнаго, равный 9, и соответствующей оста
токъ, равный 4ж2 — Юж — 5; остатокъ этотъ преобразовываемъ въ 
форму: 2а;2+ 9# + 5 . Итакъ частное и остатокъ соответственно суть:

2х3 +  4я2 +  З д ;+ 9  =  2439 и 2x2 +  9^ +  5 =  295.

§ VI# Теоремы и приложения»

•ft 79. Теорема^ Остатокъ отъ диъленгя многочлена, расположеннаго 
по убывающимъ степенямъ буквы х, на двучленъ (х— а)  равенъ резуль
тату подстановки въ многочленъ вместо буквы х числа а#

Назовемъ данный многочленъ, расположенный по убывающимъ 
степенямъ буквы х, буквою X. Означумъ частное и остатокъ соответ
ственно буквами Q и В . Частное Q есть многочленъ, целый отно
сительно х~ Заметимъ, что остатокъ JR не зависитъ отъ буквы х, 
т.-е. н£ содержитъ ея. И въ самомъ деле, такъ какъ делитель х—а 
есть многочленъ перваго измерешя относительно буквы х, или, какъ 
говорятъ иногда, линейный относительно этой буквы, то мы можемъ 
продолжать делеше до техъ поръ, пока не получимъ остатка, не со
держ ащ ая буквы х.

Заметивъ это, напишемъ равенство:

X =  ( x - a ) Q  +  R .

Равенство это представляетъ тождество, т.-е. оно имеетъ место 
при всякомъ значенш буквы х , ибо, выполнивъ все действ1я, указан
ный въ правой части, мы непременно получимъ левую часть, т.-е. X, 
каково бы ни было х. Мы можемъ, следовательно, подставить въ это 
равенство вместо буквы х число а. Подстановка эта не изменить В , 
ибо В  не содержитъ х. Она обратить: многочленъ X  въ чйсло 
(Х)х=а, разность (х—а) въ нуль, а следовательно обратить въ нуль 
и произведете (х—a) Q. Отсюда следуетъ, что замена буквы х чи
сломъ а обращаетъ предъидущее тождество въ равенство:

В  =  (Х)х=а

I
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Равенство это мы и хотели доказать*

80^ Сл'Ьдств1я. 1°. Если (Х)*=а=0, то предъидущее равенство 
говорить, что Е = 0. Отсюда находимы если полиномъ X обращ ает ся  
въ нуль при х—а,, то онъ д ел ит ся  на х—at

делит ся  на х —а, то онъ обращ ает ся въ нуль при  х ^ а -
Значеше буквы х, обращающее * многочленъ X въ нуль, назы

вается корнемъ этого многочлена*
Следств1е (1) выражаетъ собою достаточное услов1е делимости 

полинома X  на двучленъ х—а\ следств)‘е же (2) представляетъ необхо
димое услов1е этой делимости^

Оба сл’Ьдств1я, разсматриваемыя совместно, говорятъ намъ:

1°. Для того, чтобы многочленъ, целый относительно х, делил ся  
на х—а, достаточно и  необходимо, чтобы число а  было корнемъ 
этого многочлена-

2°. Для того, чтобы число а было корнемъ многочлена, ц ел а го  
относительно буквы х, необходимо и  достаточно, чтобы многочленъ

*  81.| Последнее предложеше имеетъ большое значеше въ алгебре. 
Зная, въ самомъ деле, корень а многочлена, мы можемъ быть уве
рены, что многочленъ делится на (х—а) и, следовательно, разла
гается на множителей, изъ которыхъ одинъ есть (х —а), а другой 
представляетъ частное, получаемое при деленш многочлена на (ж—а). 
Разложеше же многочленовъ на множителей играетъ большую роль 
при алгебрическихъ вычислешяхъ.

Наоборотъ, зпая, какими бы то ни было путями, что многочленъ 
X делится на х—а, мы утверждаемъ, что число а  есть корень много
члена X. Нахождеше же корней многочленовъ играетъ также, какъ 
увидимъ впоследствш, большую роль въ алгебр^

Законъ частнаго при деленш  многочлена на (х —а). Мы 
уже нашли законъ, по которому определяется остатокъ при деленш 
многочлена на (х—а). Легко открыть законъ, по которому можно 
писать частное, не производя делешя. Представимъ многочленъ въ 
вид!:

'"'о*"^2°. Если 22=0, то (Х)*=в= 0 . Отсюда находимъ* если полиномъ X

АуХт “Ь Л,#”1-1 -\- Аях'"~2 -f- • . . 4 “ АтХ +  Ат+\
I

и начнемъ выполнять делете .
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Первый членъ частнаго равенъ 
Atxm ~ 1.

Умноживъ делителя на этотъ членъ 
и вычтя произведете изъ д^л имаго, 
получимъ остатокъ, первый членъ ко
тораго равенъ -J- Л2)хт ~ х, а 
остальные члены суть члены д^лимаго, 
следугоцЦе за вторымъ членомъ.

Второй членъ частнаго представ
ляется выражешемъ (Аха  +  Л2)хт ~ 2; 
для получешя перваго члена втораго 
остатка умножаемъ па а  второй членъ 
частнаго и прибавляемъ къ произ- 
ведешю третШ членъ дЬлимаго; полу-' 
чаеыъ такимъ образомъ А^а +
+  А3)хт~ 2.

Итакъ, третШ членъ частнаго ра
венъ (А:а2 - j- А2а  -f- А^)хт ~ 3. Продол- 

^  ^  жая поступать подобнымъ образомъ, мы
сд'Ьлаемъ очевиднымъ слй.туюшдй за- 

^  конъ:
4* ~Ь / Частное отъ д ел еш я  на (х  — а)
w ^  ~ ) полинома, щьлаго относительно х, и з-

^  ^  ^  ( меренЬя т, е ш ь  полиномъ, целы й от-
4~ 4" 4" / носительно х и зм ер еш я  (т — I ). Оно

; ; ; \ располож ено, подобно дгьликдщ , по
! убывающимъ степенямъ буквы х- Коэф- 
i фигйентъ перваго члена одинаковъ 

I | \ съ коэффлщгентомъ перваго члена д е -  
\  " е е  лимаго. Остальные коэффищенты  

^  ^  , определ яю т ся такимъ образомъ: коэф-
7----------- 4  " Ы -  фицгентъ w-aro члена равенъ предъ- 

s -----  /идущ ем у коэффицгенту, умноженному
*1 55 Ч /■ '^  \ на число а и сложенному съ коэф-

-|- -)- фищентомъ w-aro члена делимаго.
^  Если делимое не представляетъ пол-
^  наго полинома, viio ею  дополняютъ

/ недостающими членами, счит ая коэф-g  -ХЭО й-1 -100 Q-5 \  . *
\ фицгенты ихъ равными нулямъ.

€ 0  КНИГА I.
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Лримгъры:
1°. Найти частное и остатокъ придЬленш многочлена Зж5 — 4ж4 — 2ж2 - f  7 

на ж — 2 .
Пишемъ делимое такимъ образомъ:

Зж5 — 4ж4 +  Ох3 — 2ж2 +  Ох +  7

' и находимъ для частнаго Зж4 +  2ж3 +  4ж2 +  6ж + 1 2  н для остатка 31.
U jjo . Многочленъ ж5 — ж3 f-ж 2 — 1 обращается въ нуль при ж =  — 1 . За- 

^{лточаемъ, что онъ д^ н и «д -.на^г.^г 1 ), или на ж 1 . Частное “представ
ляется многочленомъ! jg4 — ж3 +  ж — 1 .Л

Отсюда слЬдуетъЗтомногМ л^Ёг^ж 5 — ж3 -J- ж2 — 1 представляется произ- 
ведешемъ двухъ множителей:

(ж -}-1 ) (ж4 — ж3 4- ж — 1 ).

Полученное частное обращается въ нуль при ж = 1 , а  потому делится 
на (ж — 1 ).

Новое частное рЬвно ж3 -f-1> такъ что

ж4 — ж3 +  ж — 1 =  (ж — 1 ) (ж3 - f - 1 ); 

а  потому данный многочленъ представляется въ вид4:

( ж + 1 ) ( ж - 1 )(ж 3 +  1 ).

Замечая, что многочленъ ж3 + 1  обращается въ нуль при ж =  — 1 , заклю
чаемъ, что онъ делится на ж + 1 , причемъ частное равно ж2 — ж +  1 . Отсюда 
слЬдуетъ, что

ж3 +  1 =  (ж +  1 )(ж 2 — х -\ - 1 ), 

и слЬдовательно данный многочленъ можетъ быть представленъ такъ :

(ж 1 ) (ж — 1 ) (ж -\-1 ) (ж2 — ж +  1 ).

Легко показать, что многочленъ ж2 — ж +  1 ни при какомъ ж не обра
щается въ нуль. И въ самомъ д^л-Ь, многочленъ этотъ можетъ написаться та
кимъ образомъ:

Первое слагаемое, ( ж ----- , представляя изъ себя квадратъ, есть число

положительное при всякомъ ж, а потому многочленъ, представляя сумму двухъ

( 1 \ 2 g
ж ----- и не можетъ быть нулемъ ни при

какомъ ж. Отсюда заключаемъ, что многочленъ ж2 — ж +  1 не делится ни на 
какого делителя, линейнаго относительно ж.

Многочленъ нашъ ж5— ж3-}-ж2— 1 можетъ представиться такимъ обраэомъ:

(ж -  1) (Ж +  I ) 2 (Ж2ё-.Л  +  1).
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Этотъ видъ многочлена показываетъ, что многочленъ обращается въ нуль 
при $ = 1 , х =  — 1 . Числа 1 и — 1 суть, слйдовательно, корни многочлена. 
Зам'Ьтимъ, что корень — 1 , которому соотвйтствуетъ линейный множитель' 
(х 4  1 ), возвышенный въ квадратъ, называется кратнымъ корнемъ 2-ю по
рядка даннаго многочлена. Т а форма, въ которой мы представили нашъ 
многочленъ, показываетъ, что многочленъ не обладаетъ иными корнями, кромй 
1 и — 1 . И въ самомъ д’Ьл’Ь, положимъ, па оборотъ, что онъ обладаетъ кор
немъ а, отличнымъ отъ 1 и — 1 .

Подставивъ вмЬсто х число а, мы должцы получить

(а— 1)(а + 1); (а2 -  а + 1) = 0.

Результатъ этотъ невозможенъ, ибо ни одинъ пзъ множителей не обра* 
щ ается въ нуль, а слйдовательно и произведете не можетъ быть равно нулю.

3°. Легко видЬть, что многочленъ х* 4  5ж2 4  4 не обращается въ нуль 
ни при какомъ х, а слЬдовательно недйлится нп на какого делителя, линей- 
наго относительно х. И въ самомъ дйлй, многочленъ этотъ можетъ бытьпред- 
ставленъ такимъ образомъ:

4- 5*2 4  -f-) — §- = (ж84  -j-J -  =  (^2 4 1) (*2 4  4).

Нн о д и н ъ  и зъ  множителей: (ж2 4  1 ) и (ж2 4 4!К ни прп какомъ х, не обра
щается въ нуль.

Разсматривая же нашъ многочленъ, какъ многочленъ, дйлый относительно 
я 2, т.-е. представляя его въ вид-Ь.

(ж2)2 4  5 (ж2) 4  4,

и вамйчал, что онъ обращается въ нуль и при ж2 =  — 1, и при х 1 =  — 4, за
ключаемъ, что онъ делится на множителей, линейныхъ относительно я 2, т.-е. 
на множителей (ж2 4  1 ) и (ж2 4  4 '

*  83. Укажемъ еще на некоторый слоистая, вытекаюгпдя изъ 
доказаннаго предложешя (79).

1° Полиномъ (хт — ат) обращается въ нуль при х — а  при-ка
комъ ни есть т, а потому делится на х — а.

Итакъ, разност ь одинаковыхъ ст епеней двухъ выраженгй делит ся  
безъ остатка на разност ь первыхъ ст епеней этихъ выраженгй.

Частное выражается многочленомъ (82):

хт-\ ахт- 2  а *хт-ъ _|_ # _ . ат~гх2 -f- ат~2х -f- ат~г.

Отсюда вытекаетъ, что всяюй двучленъ, представллющШ разность 
одинаковыхъ степеней двухъ выраженШ, разлагается на два множи
теля, изъ которыхъ одинъ есть разность первыхъ степеней этихъ 
выражен)й, а другой—частное, получаемое отъ дйлешя даннаго дву
члена на этого множителя.
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Примгьръ. Зам ечая, что выражеше 8 а 9 — 27а3Ь* есть разность третьихъ 
степеней выражеш й: 2а 3 и Заб2, заключаемъ что оно делится на 2а 3 — Заб3. 
Отсюда слЬдуетъ, что

8 а 9 — 27а 3Ь6 =  (2а 3 — ЗаЬ2) (4а° -j- 6 а ‘Ь2 -J- 9а264).

2° Полиномъ л;”* -f- а”1 не обращается въ нуль при х — а, а потому 
не делится на (ж — а). Отсюда сл'Ьдуетъ, что сумма одинаковыхъ ст е
п ен ей  двухъ выраж енш  не дгьлится на разност ь первыхъ ст епеней  
этихъ выражении

3° Полиномъ хт +  обращается въ нуль при х =  — а, если т  
/^четное, и не обращается въ нуль при этомъ х , если т  четное, и 

следовательно делится на (х +  а), если т  нечетное, и не делится 
на (х -f- а), если т  четное. Итакъ, сумма одинаковыхъ нечетныхъ 
ст еп ен ей  двухъ выраж енш  дгьлится на сумму первыхъ ст епеней  этихъ 
выраж енш . Сумма одинаковыхъ четныхъ ст епеней  двухъ выраженш  
не дгьлится на сумму первыхъ ст епеней  этихъ выраженш.

Частное выражается мпогочленомъ (82):

а?”*-1 — ахт ~2 -f- а2хш~3 — . . . - j-  ат~ъх2 — ат~2х -f- ат~х-

Отсюда вытекаетъ, что всякШ двучленъ, представляющш сумму 
одинаковыхъ нечетныхъ степеней двухъ выражешй, разлагается на 
два множителя, изъ которыхъ одинъ есть сумма первыхъ степеней 
этихъ выражешй, а другой частное, происходящее отъ дЪлешя дан
наго выражешя на этого множителя.

Примгьръ. Выражеше ж104 - я ,0> представляя сумму нятыхъ степеней вы
ражешй ж2 и а2, делится на ж2 +  а2 и можетъ быть представлено въ виде 
произведешя:

ж10 +  а10 =  (ж2 +  а 2) (ж8 — а 2ж° +  а4 ж4 — а г,ж2 -j- а 8).

4° Двучленъ хт — ат , обращаясь въ нуль при х =  — а, если т  
число четное, и не обращаясь въ нуль при х =  — а, если т  число 
нечетное, делится на (х -f- а), если т  четное, и не делится на 
(ж - j-a ) , если т  нечетное, т.-е. разност ь одинаковыхъ четныхъ ст е
пеней  двухъ выраж енш  дгьлится на сумму первыхъ ст епеней этихъ 
выраженш ; разност ь одинаковыхъ нечетныхъ ст епеней  двухъ выраже- 
нгй  не дгьлится на сумму первыхъ ст епеней  этихъ выражешй.

Частное при этомъ д^леши выражается многочленомъ (83):

t #m_l — ахт - 2 +  а 2хт- * — . . . — ат ~гх- +  ат ~2х — а т ~х.

Если выражеше представляетъ разность одинаковыхъ четныхъ 
степеней двухъ выражешй, то оно разлагается на два множителя,
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изъ которыхъ одинъ есть сумма первыхъ степеней этихъ выражешй, 
а другой частное, получаемое отъ д'Ьлешя даннаго выражешя на 
этого множителя.

Примгьръ. Двучленъ ж20 — а 20, представляя разность четвертыхъ степе
ней выражешй: ж5 и а 5, делится на сумму x s +  а ь и можетъ быть иэобра- 
женъ въ видЬ проиэведешя:

Х 20 _  а 20 =  (х* +  а5) (ж15 — а*ж10 +  а 10ж* — а1*).

Этотъ же двучленъ представляетъ разность квадратовъ выражен1й ж10 п 
а 10, а  потому, делясь на сумму ж10-|- а 10, можетъ быть напнсанъ такимъ 
образомъ:

ж20 — а 20 =  (ж*0 +  а 10) (ж10 — а {0).

*  84. Теорема. Если неравныя м еж ду собою числа а, Ъ, с  сут ь  
корни многочлена А, цгьлаго относительно х, то многочленъ этотъ 
д^ьлится на прои зведет е

(х — а) (х — Ь) (х — с).

Такъ какъ число а  есть корень многочлена А, то онъ делится 
(80) на (х — а). Обозначивъ частное, ц'Ьлое относительно х, буквою 
Q, найдемъ

А — (х — а) . Q.

Равенство это представляетъ тождество, а потому мы можемъ за- 
мйнить букву х числомъ Ъ. Обозначивъ буквою Qb значеше Q послЪ 
этой замены и принявъ во внимаше, что Ъ есть корень полинома А , 
найдемъ:

О — {Ъ — а) Qb-

Такъ какъ разность (6 — о), по условш, не равна нулю, то Qb =  0. 
Результата этотъ показываетъ, что полиномъ Q д-Ьлится (80) на 
(ж — Ь). Обозначивъ частное буквою Q', найдемъ:

Q =  (x — b)Q\

и, следовательно,

А =  (ж — а) (х — Ь) Q'.

Зам^нивъ въ этомъ тождеств^ букву х числомъ с, означивъ бук
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вою Q'e значеше Q' при этой замене и принявъ во внимаше, что с  
есть корень многочлена А , найдемъ:

О =  (с — а) (с — Ъ) Q'c.

Такъ какъ разности (с — а) и (с — Ь) не суть нули, то должно 
быть: Q'c =  О, т.-е. полиномъ Q' долженъ делиться на (х — с). Обоз- 
начивъ частное буквою Q'\ найдемъ:

Q' =  (х — с) Q",

а потому

А =  (х  — а) (х  — Ъ) (х  — с) Q".

Равенство это говорить, что полиномъ А  делится на произведете: 
(х — а) (х — Ъ) {х — с).

У н р а ж н е н 1 я .

I. Найти необходимое и достаточное услов1е делимости (&* — ат) на 
ж* — ап.
Необходимо и достаточно, чтобы т  делилось на п.

II. Показать, что многочленъ:

х ч у у +  У4 %г +  &  &  — х г уп  — у г яч — ZrX'I
Щ

делится на произведете: (х — у )  (х — е) (у  — z).

III. Показать, что многочленъ:

X P y iz r  -j- y v z i w  ZPX9yr — Xf ylZ P  — y rZ1XP — Z'X7yP

делится на то ж е произведете.
IV. Показать, что полиномъ:

(а +  Ъ +  с)т — ат — Ът — ст ,

при нечетномъ т ,  делится на (а -f- Ь) (а +  с) (Ь +  с).
Доказательство упражненШ II, III и IV основывается на теореме (84). 

V. Если коэффищенты многочлена, целаго относительно гг, суть числа це- 
лыя, и если многочленъ этотъ при х =  0 и при х =  1 принимаетъ не- 
четныя численныя значеш я, то онъ не имеетъ целыхъ корней.
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Алгебрическ1я дроби.

85. Опред'Ьлетя. Формула въ которой последнее д$йств1е

есть д^леше и въ которой А и В  суть два алгебричесшя выражешя, 
называется алгебрическою дробью . Делимое А есть числитель дроби, 
делитель В  есть ея знаменатель. Выражешя А и В  называются 
членами дроби.

Алгебрическая дробь имеетъ бол-fee обнцй смыслъ, ч4мъ дробь 
ариеметическая. Въ ариеметической дроби и числитель, и знаменатель 
суть числа ц'Ьлыя; въ дроби алгебрической члены ея суть кашя 
угодно числа. Докажемъ, что правила преобразованШ, относящихся 
къ дробямъ, одинаковы для обоихъ родовъ дробей.

§ I. Преобразоваше алгебрическихъ дробей.

86. Теорема. Значенье алгебрической дроби не и зм ен яет ся  отъ 
ум нож ет я обоихъ ея  членовъ на одно и то ж е количество.

Обозначимъ соответственно буквами q и т  значеше данной дроби
а
у  и значеше того множителя, на который умножаются числитель и

знаменатель.
По опред’Ьленш дроби получимъ:

а  =  bq.

Умноживъ равныя количества а  -и bq на одно и то же число т, 
вайдемъ:

am  =  bq%. т  =  (bm) . q.



Равенство это показываетъ, что количество q, т.-е. значеше дроби
<т . ,  атпредставляетъ также значеню дроби

Итакъ:

а _ат
Ъ Ът’

что и требовалось доказать.
Написавъ предъидущее равенство г.ъ видЪ:

а т _ а
Ът Ъ ’

найдемъ, что значеш е алгебрической дроби не и зм еняет ся  отъ раздгь- 
ленгя ея  членовъ на одно и  то ж е количество.

87. Сокращеше дробей. Сократить дробь значить ра здел ит ь  
оба ея  члена на одно и  то ж е К0личеств0‘

Если члены дроби суть д-Ьлые одночлены или дЬлые многочлены, 
содержащее общихъ дЬлыхъ множителей, то сокращеше дроби на 
этихъ множителей упрощ ает ъ  видъ дроби.

Легко найти этихъ множителей, когда числитель и знаменатель 
дроби суть одночлены.

тт , • 36а*Ъгс*йПусть, наирим-Ьръ, дана дробь: •

Обпцй паиболыпШ делитель коэффищентовъ равенъ 4; что же касается 
до общихъ буквенныхъ множителей, то внднмъ, что числитель и знаменатель 
содержать общими множителями: одного множителя а, трехъ множителей Ь, 
одного множителя с  и одного множителя d. Уничтоживъ ихъ, получимъ у про-

9 cftcщенную дробь: •

Если члены дроби суть многочлены, то непосредственно находимъ 
ихъ общихъ одночленныхъ множителей.

12а4Ь3_ 8я3Ь2Въ членахъ дроби: Qq замЬчаемъ общаго множителя 4а2Ь;

3a2fe2 — 2 аЪ
УНИЧТОЖИВЪ еГО, ПрИВОДИМЪ Дробь КЪ ВИДУ: — т -т —

4 а6 — 5 о3

Если числитель и знаменатель дроби суть дЬлые многочлены, со
держание дЬлыхъ многочленныхъ множителей, то нахождеше ихъ 
представляетъ вообще задачу трудную, относящуюся къ теорш 
общаго наибольшая алгебрическаго дйлйтеля, которая будетъ изло
жена впосл'Ъдствш. Но и теперь мы можемъ иногда открыть этихъ 
множителей.
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, n _ , а4 — 2а3 + 4а2 — 7 а -I- 4 
1». Дана дробь:---------а. +  5 а_ 6 -----•
Замечая, что числитель и знаменатель обращаются въ нули при а =  1, за*

ключаемъ, что оба они делятся на (а —1). Уничтоживъ этого множителя*
- а3 — а2 4- За — 4 приводимъ дробь къ виду:  -j—г------- .

(X - р  о  »

2°. Возьмемъ дробь:

8a2c2d3 — 72 b2c2d3

Примгъры:

6ac3d2 —18 bc3d2

Отделяя одночленныхъ множителей, найдемъ:

8c2d3(a2 — 9ft2) .
<6c3d2(a — 3b) ’

принимая во вннмаше, что множитель (а2 — 962), представляя разность квад
ратовъ выражешй: а и ЗЬ, делится на (а — 36), находимъ, что 2с2<Р(а — 36) 
представляетъ множителя, общаго обоимъ членамъ. Дробь приводится къ форм^

4d(a -\- ЗЬ)
Sc

3°. Дана дробь:

о10 4- 610 
а 4 — Ъ*

И числитель, и 8паменатель дроби делятся на а24-&2- Уничтоживъ этого- 
общаго множителя, приведемъ дробь въ виду:

а8 — а6Ь2 4- а*Ь* — а2Ь6 +  Ь8
а2 — Ъ2

88. П р и ведете  дробей къ одному знаменателю. Умноживъ 
числителя и знаменателя каж дой изъ дробей на прои зведет е знамена
телей остальныхъ дробей, мы приведемъ дроби къ общему знаменателю. 

Дроби:

а с _е_ g
Т ’ Т ’ f '  Т ’

при помощи этого преобразовашя, приводятся къ дробямъ:

adfh cbfh ebdh g b d f 
bdffi» bdfh' bdfk’ hdfli'

Предложенный дроби не изменили своихъ значенШ; он'Ь им'Ьютъ 
общимъ знамевателемъ произведете первоначальныхъ знаменателей.
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Иногда обшдй знаменатель получается въ более простомъ виде.
0  въ самомъ д е л е , если знаменатели суть целые одночлены, то за 
обшдй знаменатель можно взять общее наименьшее кратное знамена
телей, т.-е. произведете наивысшихъ степеней всехъ буквенныхъ  
сомножителей, изъ техъ  степеней, въ какихъ они, т.-е. сомножители, 
входятъ въ данные одночлены, умноженное на какого ни есть числоваго 
сомножителя; если коэффищенты знаменателей суть числа целы я, то за 
этотъ числовой сомножитель удобно взять общее наименьшее кратное 
коэффищентовъ.

Пусть даны дроби:

_А_ _ В _  _ С _ _
12а35с ’ 16а2£>4’ 1 babe*' ‘

с
Общее наименьшее кратное знаменателей есть одночленъ: 144а3Ь*с3. Част- 

ныя отъ делешя этого одночлена на знаменателей соответственно суть: 12Ь3с2, 
9ас3, 8а263.

Дроби приводятся къ следующими

А . 12 й3с2 В . 9ас3 С . 8а2Ь3 
144a3&V 1 144а364с3’ 144а864с8’

Если знаменатели суть целые многочлены, то нахож дете ихъ 
общаго наименьшаго кратнаго представляетъ задачу сложную.

Въ некоторыхъ частныхъ случаяхъ задача можетъ быть решена 
легко.

Даны, папримеръ, дроби:
К
2а а + Ъ а — Ь а3 2Ъ3
Ж  4а(а +  &)’ 9а2(а2— 2>2) ’

Мы видимъ, что выражеше 36a262(a2 — &2)*делится на каждаго изъ знаме
нателей, ибо а2 — Ь2 =  (а +  Ъ) (а — Ъ): Частиыя соответственно суть:

12a2(a2 — 62), 18a26(a +  Ь), 9аЪ\а — Ъ), №.
Дроби приводятся къ следующпмъ:

24a3(a2 — 62) 18a2b(a +  6)2 9 аЬ\а — Ъ? 4b2(a3-f-26s)
36a2̂ (a 2 — Ь2)’ 3tia2&2(a2— ft2)’ 36a2&2(a2— Ь2)1 36a2fc2(a2— 62) ’

S II. Действ1я надъ алгебрпческими дробями.

89. Сложеше. Сумма алгебрическихъ дробей, имгьющихъ одина
ковы е знаменателей, тождественна дроби, числитель которой есть
сумма числителей данныхъ дробей и знаменатель которой равенъ 
знаменателю данныхъ дробей.
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И въ самомъ д^лй,

ибо произведешя каждой части этого равенства на количество т  равны 
(85) выраженш {а +  Ь +  с -f- d).

Если знаменатели дробей различны, то приводить дроби къ одному 
знаменателю и прилагаютъ предъидущ ее правим .

90. Вычиташе. Разность дробей , имгъющихъ одинаковыхъ знаме
нателей, т ож дест венна дроби, числитель которой представляетъ 
ра зност ь м еж ду числителями уменьшаемой и вычитаемой дробей и 
знаменатель которой равенъ знаменателю данныхъ дробей. .

И въ самомъ д^лй,

ибо произведешя обйихъ частей этого равенства на количество т  
равны (а — Ъ).

Если знаменатели дробей различны, то приводятъ дроби къ общему 
знаменателю и прилагаютъ предъидущ ее правило.

91. Уэгаожен1е. П роизведете дробей тож дест венно дроби, числи
тель и знаменатель которой равны соотвптвтвенно произведенгямъ 
числителей и  знаменателей предложенныхъ дробей.

(х а'Положимъ, что даны дроби: - у -  и Означивъ буквами q и q' 
соответственно значешя этихъ дробей, найдемъ, по опред'Ьлешю,

Перемноживъ эти равенства по частямъ, получимъ: 

a a ’ =  bq . b 'q , или (33) аа' =ЪЪ' . qq'.

Равенство это, на основанш опред-Ьлешя дроби, показываетъ, что-

а Ь а — Ъ
т  т т

а  =  bq, а! =  b'q'.

I • * аа'qqг есть значеше дроби т.-е.

а а '_
ЬЬ' ~  Ъ • v

Это мы и хотели доказать.
И вообще, произведет е нгъсколькихъ дробей представляетъ дробь,



равную  произведенью числителей, ра здел енном у на произведет е зна
менателей, такъ что:

а а' а" а а 'а " ....
Ъ ' V ' 6 » • • • • " "  ЬЪ'Ъ"___ *

и, следовательно,
( а Л т  _  аГ  
\Ъ )  ~~ Ът '

92. Д4лен1е. Частное отъ р а зд ел ет я  двухъ дробей равно произведе
нью делимой дроби на обращенную  делящ ую .

Требуется разделить: у  на Положи въ:

а  =  bq, а' =  b'q'

и разделивъ эти равенства но частямъ, найдемъ:

а__ bq_
а' — b'q'’

' Ь'Умноживъ обе части на у ,  получимъ (91):

ab '_bqb'
~аЪ V ql'

или, упрощая правую часть,
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ab’_ Я.
; а'Ъ я!

а Ъ' а
Т ' а' Т

что и требовалось доказать.

§ III. Отрицательные показатели.

93. Опред^лете. Мы видели (58), что частное отъ разделешя 
ат на ап равно ат~п ; доказательство предполагало, что ж >  и. Если 
же, обратно, т  <  п, то частное можетъ написаться только въ виде
дроби: Уничтоживъ въ числителе и знаменателе этой дроби т  

множителей, равныхъ а, приведемъ дробь къ виду: — w_m.
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Съ другой стороны, если условимся прилагать правило показате
лей и къ этому случаю, то можемъ написать:

ат : ап =  am-n =

' Отсюда следуетъ, что правило показателей сохранить общность, 
если согласимся разсматривать выраженге а~р , какъ сгмволъ дроби 

1
ар '

Мы примемъ, какъ опред^лете, что буква съ показателемъ отри- 
цательнымъ выражаешь дробь, им еющ ую  числителемъ единицу, а зна- 
менашелемъ т у ж е букву, показатель которой равенъ модулю от ри
цательнаго показат еля .

Понят1е это позволяетъ обобщить некоторый теоремы.
Во первыхъ, равенство:

и ]

имевшее, по опредЪленш, м^сто для положительнаго w, остается 
справедливымъ и для т отрицательнаго. И въ самомъ д^лЪ, поло
жимъ, что т  есть отрицательное число, модуль котораго равенъ р  
такъ что ж  =  — р .  Такъ какъ р  есть число положительное, то 
можемъ писать:

1 1
~~ аГ*'

ар
отсюда , ,

п —т — ___ £ __  —  *
а-  (—щ) аж*

94:. Обобщеше правила показателей при умножен1и. Мы до
казали (33), для положительныхъ показателей, равенство:

ат . ап =  ат+п. [2 ]
/

Докажемъ, что равенство это остается справедливымъ и тогда, 
когда одинъ изъ показателей, или оба вм'Ьст'Ь, отрицательные. По
ложимъ сперва, что т  положительное и п  отрицательное, равное — п'\ 
получимъ:

1 атап> . а* =  ат . а~п =  ат . —; =  -гг  =  ат~п' =  aM+<-n'> =  a”*+n.a” ап

Предположимъ теперь, что т  и п  отрицательные, равные соответ
ственно: — т' и — п'\ будемъ им^ть:

ат . ап =  а~т' . а~п' =  ~  =  а -" 1'-*' =  а ^ ,ат а а
что и требовалось доказать.
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95. Обобщеше правила показателей при д'Ъленш. Мы имйли 
(93), для положительныхъ т и п , равенство:

ат : ап =  а ’п~п [3 ]

Оно остается справедливымъ и тогда, когда одинъ изъ показа
телей, или оба отрицательные.

Положимъ сперва, что т — — т' и п  положительное; будемъ имйть:

ат : ап =  а г т' : — \  : ап =  =  а~т ~п =  ат~п.
(X (X

Если, напротивъ, т  положительное и п  отрицательное, равное
— п\ то:

ат : ап =  ат : а~п‘ — ат : =  ат . ап' =  аы+п' =  ат~п.а

Если, наконецъ, т — — т ', п  =  — п\ то:

ат : ап =  а~т' : аГ п = ~  • ~  =  ап ~т‘ =  а т~п.

96. Обобщеше правила показателей при возвышенш въ сте
пень. Мы доказали, для положительныхъ т  и м, равенство:

(ат)п =  атп. ‘ [4]

Оно остается справедливымъ и тогда, когда одпо изъ чиселъ: 
т  иди п , или оба вместе, отрицательныя.

Положимъ сперва, что т  положительное и п  отрицательное, равное
— п\  будемъ им^ть:

(аГУ =  (а”)-* ' =  =  J L  _  =  _  а« »

Предположимъ теперь, что т ——т 1 и п  положительное; получимъ:

(ат)" =  {аГт')п =  1 -\ У =  4 ^  =  « _,п'м =' а * а

Пусть, наконецъ, т  =  — т\ п  =  — п'\ найдемъ:

(пт\п — (п~т')—п' — (— — __ -__ = ___-__=  о т'и' =  атп) — \а ) / М " 1 / М
\am'J V ’"”'/

Правило общее.
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§ IV. Теоремы.
,\

97. Теоремы. Дробь, числитель и знаменатель которой соот вет 
ственно равны  суммамъ числителей и  знаменателей равныхъ дробей, 
равна этимъ дробямъ.

Даны равныя дроби: - у ,  -Ц̂ -, . . . Обозначивъ буквою q

общее значеше этихъ дробей, найдемъ, по опред,Ьлен1ю,

а =  bq, a  = b 'q , a" =  b"q, . .

сложивъ эти равенства почленно и взявъ q за скобки, получимъ:

а  -|- a' -J- a" -J- . . . =  (b-\-b' -f- b" 4 * . . . )q .

Равенство это говорить, что

а-\-а'+а" +  . . - _  Г51
Ъ +  V +  Ъ" +  . . .  ® —  Ь • L° j

Это мы и хотели доказать.

Сл,Ьдств1я. 1°. Можно, до сложешя, умножить оба члена дроби 
на одно какое ни есть число. Пусть:

а___аХ а ^ _  аПУ
Ь — bV V ~ ~ W '  "*

Такъ какъ дроби не изменили своихъ значешй, то заключаемъ:

аХ +  а'Х' -f- a"W +  . . . _аХ__ а г
Ь\ 4  Ъ'Х' -j- г>"Х" 4  . . .  ЬХ Ъ '  L®J

*  2°. Положимъ, что дроби положительныя.
Возвысивъ каждую дробь въ квадратъ, найдемъ:

а2 а’2 а"2 аг +  а'2 +  а"2 +  ...
Ъ2 ~  Ь'2 ~  Ъ"2 ~  • '  * —  Ъ2 4  Ь'2 +  Ъ”2 +  . . .  ’ 

откуда, извлекая квадратный корень изъ о б ^ х ь  частей, получимъ:

а — °L —  2l. —  —  / а 2 +  а ,2 +  « ' ,2+  ••• Г71, —  —  л,, —  . . .  —  .----------------------- L1J) *• с..
0 0 0 у ь 2 +  ъ12 4- Ь"2 4  ...

К аж дая изъ равныхъ дробей равна корню квадратному изъ суммы 
квадратовъ числителей этихъ дробей, ра здел енном у на корень квад
ратный изъ суммы квадратовъ ихъ знаменателей.
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У  п р а ж н е н 1 я

I. Поварить равенство:

x2y 2z2 . (х2 — Ь2) (у 2 — Ь2) (г2 — Ь2) . (ж2 — с2) (г/ 2 — с2) (г2 — с2)
+  Ъ\Ъ2 — с2) с2(с2 — Ь2) —

=  +  У'2 +  *  — Ъ2 — с2.

И. Поварить равенство:

у У  (уа- Ь » ) ( г а -Ь » )  (у2 - с 2)О 2 — с2)
Vc2^  b2(b2 — с2) с2(с2 — Ь2) ~

III. Поварить равенство:

ж2̂ 2 . (ж2 — Ь2)(Ь2 — я2)#2 , (х2 — с2)(с2 — я2)#2__(у2 — х2)(у2 — z2)
Ъ2?  +  (у2 — Ъ2)Ь\с2 -  Ь2) +  (с2 — I/2)с2(с2 — Р ) ~  (у* -  Ь2) (у2 -  с2)'

IV. Поварить равенство:

_L_ = ___А__ r_L_|_ J _1 _i_____£__ r _ L j _ J _ l
р2?2 О +  г)2 L г>2 г2 J О» +  г)3 L р 2 1

V. Поварить равенство:

(а — Ь) (а — с)(ж - f  а) (Ь — а) (Ь — с) (ж +  Ъ) (с — а) (с — Ь) (ж +  <0
__________________________1 ____________________

- ( *  +  а)(*+Ь)(* +  с)*

VI. Упростить выражеше:

1 -  а2
(1 +  ах)2 — (a -J- х)2 ’

Находимъ: _ - ^2.

VII. Упростить выражете:

1
а +  Ь +  (1 +аЪ)хУ *
.1 -\-аЬ-\-(а-]-Ъ)х}

(1 +  а*0 [1 +  <*Ь +  (а Ь)ж] — (« +  Ь)[а +  Ъ +  (1 +  аЪ)х] 
[1 -j- аЪ —j— (<z —|— b)aj]2

Находимъ: -л—-—5.
J. ОС



УШ. Поварить пропорщю:

_с ______ с__ с
а  - ) — Ь а  —f -  2  Ъ ___ <х - j — Ь
_с______ с__ с
a-j-2b п -j- 3b и -}- ВЬ

IX. Показать, что выражеше:
х*п xv> 1 1

хп -  1 хп + 1  ж" -  1 +  хп + 1

есть полиномъ, ц^лый относительно х.
IX. Показать, что сумма:

- J r <а>+* “  «*>+ Ч г (W +  е' ~ а>)+Ч г (,,г+ с’ ~ ь' )

не содержитъ знаменателей.

76 ' , КНИГА I.



ГЛ АВА ПЯТАЯ.

Teopifl квадратовъ и квадратныхъ корней.

§ I. Некоторый свойства неравенствъ.

98. Определения. Если разность двухъ чиселъ а и Ъ, положитель- 
ныхъ или отрицательныхъ, есть число положительное, то говорятъ, 
что а  более Ъ.

99. Сл*дств1я. 1°. К аж дое положительное число бол ее каж даго 
отрииательнаго числа. Хакимъ образомъ: 1 >  — 8, ибо разность 
1 — (— 8), равная 9, положительна.

2°. Отрицательное число будетъ тгьмъ бол ее, чемъ его модуль 
м енее. Такимъ образомъ: — 7 >  — ‘20, ибо разность — 7 — (— 20), 
равная 13, положительна.

3°. Нуль можно разсматривать, какъ число, большее всякаго отри
иательнаго числа. Такимъ образомъ: 0 >  — 4, ибо разность 0 — (— 4), 
равная 4, положительна.

Отсюда слйдуетъ, что въ ряде чиселъ:

. . . .  у 4, 3, 2, 1» 0, 1, 2, 3, 4 , ...............

какое ни есть число более всякаго предшествующая числа и менее 
всякаго последующая.

Для обозначешя того, что числа а и Ъ суть соответственно поло
жительное и отрицательное числа, пишутъ: а  >  О, Ъ <  0.

100 . Свойство I .  М ожно, не наруш ая условш , вы раж аем ы е не- 
равенствомъ, увеличить или уменьшить о б е  его части на одно и то ж е
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число. И въ самомъ деле, неравенство: 'а >  Ь равносильно неравен
ству: а  — Ъ >  О. Но каково бы ни было ж, мы можемъ писать:

а — Ь=-а~\-т  — Ь — т =  (а т) — (6 +  т), 

следовательно,

(а  -j- ж) — (6 -f- т) >  О,

или, по определенш,

а +  »» >  Ь +  т.

101. Свойство II. М ожно умножать о б е  части неравенства на 
одно и  то ж е положительное число.

И въ самомъ дел'Ь, неравенство а  >  Ъ равносильно неравенству: 
а  — Ъ >  0. Умноживъ положительное число (а — Ъ) на положительнаго 
множителя т, мы получимъ положительное произведете:

(а  — Ъ)т >  0, или ат  — Ът >  О, 

т.-е., по определешю, ат  >  Ът.

М ожно умножить о б е  части неравенства на отрицательное число, 
изменивъ смыслъ неравенства. Ибо умноживъ положительное число 
а  — & на отрицательнаго множителя т, мы получимъ отрицательное 
произведете:

(а — Ъ)т <  0, или ат — Ът <  О,

т.-е.,' наконецъ,

ат  <  Ът.

Аналогичные результаты получаются и при д-Ьлети обоихъ частей 
неравенства на ж, ибо д^леше на т  приводится къ умножешю
на —, при чемъ знаки чиселъ т  и — одинаковы.т т

102. Свойство III. Если о б е  части неравенства сут ь числа по
ложительныя, то можно возвышать ихъ въ одну и т у ж е  степень, 
каковъ бы ни былъ ея  показатель, лишь бы онъ былъ положите льны мъ.

Такимъ образомъ неравенство: 7 >  3 даетъ: 74 >  З4.
Если одна изъ частей неравенства, или обе вместе, отрицатель

ный, то должно различать несколько_ случаевъ.
1°. Каковы бы ни были знаки обеихъ част ей, можно возвышать 

ихъ въ одну и т у ж е степень, если только показатель ея  т есть



ч
число нечетное. Ибо, после выполнешя действ1я, обе части сохранять 
знаки, а следовательно, сохранится исмыслъ неравенства.

Нанрии^ръ,

если 7 >  — 13, то 73 >  (— 13)3;
если - 7  >  — 13, то (— 7)3 >  (— 13).3.

2°. Если ж е  обгъ части неравенства возвышаются въ ст епень, по
казатель которой есть число чет ное, то:-

a ) Н еравенство изм еняеш ь смыслъ, когда обгъ части его отригщ- 
тельныя, ибо, после выполнешя дей сш я, обе части становятся 
положительными; напримеръ, неравенство:

— 7 >  — 13

даетъ последовательно:

13 >  7, 134 >  74, (— 13)4 > ' (— 7)4,

а потому

(— 7)4 < ( - 1 3 ) 4.

b)  Нельзя дать правила, когда обгъ части различныхъ знаковъ: 
неравенство можетъ изменить смыслъ, можетъ его не изменить 
и можетъ превратиться въ равенство; напримеръ:

7 >  — 3, 74 >  (— З)4.
7 >  — 13, 74 <  (— 13)4.
7 >  — 7, 74 =  (— 7)4.

103. Свойство 1Тч Отъ сложенъя по частямъ двухъ неравенствъ 
одного и того ж е смысла по.гучаемъ новое неравенство того ж е смысла. 

Даны два неравенства:

а  >  Ъ, с >  d ; 

они равносильны соответственно следующимъ:

а — b >  0, с  — d  >  0.

Такъ какъ сумма двухъ положительныхъ чиселъ есть число по
ложительное, то:

а  — Ь-\- с  — <Z >  О, 

или а  +  с >  Ъ -f- d.

АЛГЕБРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 7 9
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Если же смыслъ неравенствъ различенъ, то ыЬтъ правила. 
Им^емь, въ самомъ д^ле,

104. Свойство V. М ожно вычитать по частямъ неравенства р а з -  
личныхъ смысловъ; новое неравенство сущ ест вует ъ въ смысле перваго 
неравенства.

Пусть будутъ, въ самомъ д^лй, два неравенства:

105. Свойство VI. М ожно перемножать по частямъ два н ера
венства одного и  того ж е  смысла, если в с е  части неравенствъ 
положительныя; новое неравенство им еетъ смыслъ перем нож аем ы е 
неравенствъ.

Положимъ, что даны неравенства:

Такъ какъ с  и Ъ, по условш, положительные, то будемъ им4ть:

откуда а с  >  bd.
Если в с е  члены неравенствъ отрицательные, то смыслъ новаю  

неравенства прот ивополож ен  смыслу п р едл ож енны е. И въ самомъ 
д^лй, такъ какъ с и & отрицательный, то:

а  >  Ъ, с  >  cl.

а с  >  be, Ъс > bd,

и, следовательно,

а с  <  be, be <  bd, 

а с  <  bd.
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Не существуетъ общаго правила, когда не все члены положи
тельные или когда не вс̂  члены отрицательные. Ничего нельзя ска
зать также и тогда, когда смыслъ неравенствъ различенъ.

106. Свойство V II .  М ожно дгьлить по частямъ два неравенства 
различныхъ смысловъ, если всгъ части положительный; новое неравен
ство имгъетъ смыслъ перваго неравенства.

Положимъ, что дано: а  >  Ъ, c < d ;  можно писать: а >  Ъ, d >  с, 
и, сл4довательно, ad  >  Ьс\ разделивъ обе части этого неравенства
на cd , найдемъ: у  >  -j.

Если все  ̂части,,отрицательный, то..новое неравенство имеетъ 
смыслъ втораго неравенства, ибо, сделавъ перемножешеГ~найдемъ: 
adTK. 6с;^рйзделивъ^обе ~части этого неравенства на положительное

, а . Ъ'число cd , получимъ: — <  - j .
Нельзя дать общаго правила въ другихъ случаяхъ.

§ II. Теоремы, относяпияся къ квадратамъ.

107. Теорема I .  Цифра единицъ квадрата цгьлаго числа не мо
ж ет ъ быть ни 2, ни 3, mi 7, ни 8.

И въ самомъ деле, квадратъ целаго числа оканчивается на ту же 
цифру, на какую оканчивается и квадратъ цифры единицъ числа. Ка
кова бы ни была цифра единицъ числа, ея квадратъ есть одно изъ 
чиселъ: 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,49, 64, 81 и, следовательно, не имеетъ 
цифрою единицъ ни 2, ни 3, ни 7, ни 8.

108. Зам^чате. Если цифры единицъ чиселъ суть: 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, то цифры единицъ ихъ квадратовъ соответственно суть:
О, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1.

Отсюда вытекаетъ, наоборотъ, что число оканчивается 0 или 5, 
если его квадратъ оканчивается соответственно 0 или 5. Во всехъ 
остальныхъ случаяхъ, мы, зная цифру единицъ квадрата, можемъ 
сделать два возможпыхъ предположешя о цифре единицъ самаго 
числа: квадраты, оканчиваюпцеся на 1, 4, 9, 6, происходятъ со
ответственно отъ чиселъ, оканчивающихся на 1 или на 9, на 2 
или на 8, на 3 или на 7, на 4 или на 6.

109. Теорема II. Квадратъ цгьлаго числа не можетъ оканчи
ват ься нечетнымъ числомъ нулей. Для того, чтобы квадратъ числа 
оканчивался нулемъ, необходимо, чтобы само число также оканчива
лось нулемъ. Это число, следовательно, можетъ быть представлено

6
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формулою: А . 10п, где А и п  соответственно суть: целое число, не 
оканчивающееся нулемъ, и число нулей, сопровождающихъ А. Квад
ратъ этого числа, т.-е. А2 . 102м, оканчивается, очевидно, 2п  нулями. 
Теорема доказана, ибо число 2м есть число четное.

110. Теорема III. Для того, чтобы ц ел о е число было квадратомъ 
другаго цгьлаго числа, необходимо и  достаточно, чтобы показатели  
его простыхъ множителей были четные.

1°. Услов1е это необходимо. И въ самомъ деле, образуя квадратъ 
ц^лаго числа, разложеннаго на простыхъ множителей, мы удвоиваемъ 
его показателей, вследств1е чего они делаются четными.

2°. Услов1е это достаточно. И въ самомъ деле, если оно выпол
нено, то, раздйливъ на 2 показателей даннаго числа, мы образуемъ 
новое число, которое, будучи возвышено въ квадратъ, воспроизведешь 
данное число.

111. Зам^чаше. Целое число не можетъ быть квадратомъ, если, 
делясь на простаго делителя р , не делится па его квадратъ р 2. И 
въ самомъ деле, разложивъ число на простыхъ множителей, мы уви
димъ, что оно содержитъ множителя р  съ показателемъ нечетнымъ, 
равнымъ единиц .̂

* Напримйръ, квадратъ не можетъ делиться на 2, не делясь на 4; 
онъ не делится на 3, не делясь на 9; не делится на 5, не делясь на 25.

112. Теорема IV. Никакая дробь не им еетъ квадратомъ ц елаго  
числа•

Пусть -у- есть дробь, приведенная къ простейшей форме; квад-
я2 7 5ратъ ея равенъ такъ какъ а  есть число простое съ 6, то сг есть

О?"также простое съ Ъ'\ а потому невозможно, чтобы дробь у  была 

числомъ целымъ.
Ĝ2

113. Заяйчаше. Дробь неприводима, ибо ея члены а 2 и Ъ2
суть числа взаимно просты я. Но они суть квадраты, а потому квад
ратъ дроби, приведенный къ простейшей форме, имеетъ членами 
квадраты.

§ III. ОпредЬлеше квадратнаго корня.

114. Квадратнымъ корнемъ числа А называет ся такое число В, 
квадратъ котораго равенъ А.
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3 О
Примеры. 2 есть квадратный корень 4; -гг- есть квадратный корень — .

Квадратный корень числа А обозначается такимъ образомъ:

В  =  l/А, .

—  3 Г  9 
такъ что 2 =  |/4, - у  =  у  -gp

Заметимъ, что изъ понят1я о квадратномъ корне числа А 
вытекаетъ: если число В  есть квадратный корень числа А, то и 
число (—В) есть квадратный корень этого числа , ибо равенство 
В 2 =  А можетъ быть написано и такимъ образомъ: (— В )2 =  А.

Итакъ, напримеръ,

^ = - 2- / ! = - ! •

Понятсе о квадратномъ корне числа А требуетъ, чтобы число А 
было положительнымъ и представляло квадратх.

*  115. Если же положительное число А не есть квадратъ, то 
определеше поняия о его квадратномъ корне требуетъ развипй, ко- 
торыя мы сделаемъ ниже.

§ IV. Квадратный корень числа съ точностью до единицы.
1»

116. Разсмотримъ какое ни есть положительное число А, пред
ставляющее квадратъ или не представляющее его. Два целыхъ 
положительныхъ числа ж и я  +  1, удовлетворяющихъ неравенствамъ:

х2^  А <  (х -\ -1)2*

называются квадратными корнями числа А, съ точностью до еди 
ницы, при чемъ число х называет ся корнемъ съ недостаткомъ, число ж е  
(х +  1) называет ся корнемъ съ избыткомъ.

Написанныя неравенства говорятъ, что ж2 представляетъ наиболь- 
пйй д^лый квадратъ, содержащейся въ числе А. Следовательно, 
квадратный корень числа А, ’съ точностью до едингщы, съ недо-

6*
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статномъ, есть ц ел ое положительное число, равное квадратному корню 
наибольшаго щьлаго квадрата, заключеннаго въ чи сл е А.

Примеры. Если А =  5, то его корни, съ точностью до единицы, суть 5 и 6?
3 2если А =  27, то эти корни суть 5 и 6; если Л  = — , то они суть 3 и 4.

117. Теорема I .  Квадратные корни, съ точностью до единицы, 
числа нец елаго равны квадратнымъ корнямъ, съ точностью до еди 
ницы, его ц ел ой  части.

Положимъ, что число А не есть целое число и его целая часть 
равна N, такъ что 4̂. =  JV -f- а, где а положительное число, 
меньшее единицы. Квадратные корни, съ точностью до единицы, 
числа N  +  а удовлетворяютъ неравенствамъ:

(1) x * ^ N  +  ol, iV +  a < ( ж + 1 ) а. (2)

Первое неравенство говорить, что разность N  -(- а — ж2, равная 
сумме (N  — х2) -j- а, положительна; принимая же во внимаше, что въ 
этой сумме первое слагаемое есть число целое, а второе менее еди
ницы, заключаемъ, что первое слагаемое должно быть не менее нуля. 
Итакъ, х2 ^  N. Что касается до неравенства (2), то оно даетъ:

N < ( x + i y .

Имеемъ, следовательно,

х2 ^  N <  (х - f  I)2-

Неравенства эти говорятъ, что х и х +  1 суть квадратные корни, 
съ точностью до единицы, числа N.

118. Теорема И . Если ц ел о е число состоишь изъ 2п или 2п — 1 
цифръ, то его квадратный корень, съ точностью до единицы, съ недо- 
статкомъ, состоишь изъ п  цифръ.

Целое число А, изображенное 2п — 1 или 2п  цифрами, заключено 
между числомъ, изображеннымъ цифрою 1, сопровождаемою (2п  — 2) 
нулями, и числомъ, изображеннымъ цифрою 1, сопровождаемою 2п 
нулями, т.-е. это число А заключено между 102w~2 и 102л. Имеемъ, 
следовательно, два неравенства:

102п“2 <  А, А <  102м,

или же

(1СГ-1)2 ^  А, А < (10w)2.
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Назвавъ буквою х квадратный корень числа А, съ точвостью до 
единицы, съ недостаткомъ, и принявъ во внимаше, что х2 не более
А, найдемъ:

х2 <  (1 0 w)2, откуда х <  1 0 ”.

Принявъ далее  во внимаше, что х представляетъ квадратный 
корень наибольш ая цйлаго квадрата, заключеннаго въ числе А, ко
торый, какъ показываетъ первое неравенство (д), не менее числа 
( 1 0 п -1) 2* заключаемъ, что

(Ю"-1)2^ * 2, откуда 10п-1 ^  х.

Итакъ, следовательно,

I V " 1 X <  10м.

Эти неравенства и доказываютъ теорему.
' 119 . Заш йчаш е. Предъидущая теорема позволяетъ определить v 

число цифръ въ корне числа А по данному числу цифръ этого числа.
И въ самомъ д е л е , разобьемъ совокупность цифръ числа А на грани 
отъ правой руки къ левой по две цифры въ каждой грани, при чемъ 
последняя грань можетъ содержать одну цифру; если число граней 
равно п, то число цифръ въ числе А равно или 2п —  1, или 2щ  въ 
обоихъ случаяхъ число цифръ въ кормъ равно п, т.-е. равно числу 
граней.

12 0 . Если число не более 100 , то таблица умножешя непосред
ственно даетъ наиболышй квадратъ, въ немъ заключенный, и, сле
довательно, определяешь его квадратный корень, съ точностью до 
единицы, съ недостаткомъ.

Притъръ. Квадратный корепь 73, съ точностью до единицы, съ недостат
комъ, есть 8, ибо 64 есть наиболышй квадратъ, заключенный въ 73.

Если число превышаетъ 10 0 , то его квадратный корень, съ точ
ностью до единицы, съ недостаткомъ, содержитъ более одной цифры; 
метода его получешя основана на двухъ теоремахъ, которыя будутъ 
доказаны сейчасъ.

Для сокращешя речи въ нижеследующихъ параграфахъ (12 1 ,  
122 , 123, 124), условимся называть квадратный корень числа N, съ 
точностью до единицы, съ недостаткомъ, просто квадратнымъ корнемъ
числа N и обозначать его знакомь:

Примгьръ. 4 = 2, ^/б2 =  7, У  =  2 ‘
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Условимся обозначать наибольшее целое число, заключенное въ 
дроби - р  знакомъ E lf i%

О Ofi
Примлъръ. Е~% — О» Е  (13’ 4Т)= 13, Е  э- =  2 •

Условимся называть соответственно: числами десятковъ, сотенъ. 
тысячъ и т. д., заключенныхъ въ данномъ целомъ числе N, числа, 
получаемыя после откидывашя въ этомъ числе одной, двухъ, тре'хъ 
и т. д. цифръ справа.

Примгьръ. Числа десятковъ, сотенъ, тысячъ и десятковъ тысячъ числа 
34278 соответственно суть: 3427, 342, 34 и 3.

Условимся называть значешя цифръ числа просто цифрами числа.
121. Т еорем а III. Число десятковъ, заключенныхъ въ квадратномъ 

корть щълаго числа N, равно квадратному корню числа его сотенъ.
Назвавъ число десятковъ, заключенпыхъ въ E V ^ ,  буквою а, и

число сотенъ, заключенныхъ въ числе N, буквою А, получимъ:

N =  А . 1 0 3 -Ь-2/ - 1 0  4  

^J\/N =a  . 1 0 -4 -6 ,
<

гд е  у  и з  суть цифры десятковъ и единицъ числа N и Ъ цифра еди
ницъ числа EVN-

По определенш  числа EV N  (И 6), найдемъ:

(а . 10 +  h y ^ N <  (а  . 1 0 -H i)8.

где число Ъ1У равное Ъ 1, не превышаетъ 10; неравенства эти даютъ:

а2 . 1 0 2^ А  . Ю2 4 - у  . 10  +  ^ < ( а + 1 ) 2 . Ю2,

гд е  (у г 10 - И )  не превышаетъ 99. Разделивъ все части этихъ не- 
равенствъ на 1 0 2, найдемъ:

Неравенства эти говорятъ, что (116, 117)

« = Я / ( 7 - Р “ § ± * ) = #  v X

ч. и т. д.
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122. Теорема IV. Если вычтемъ изъ числа сотенъ даннаго цуълаго 
числа N квадратъ числа десятковъ его корня, къ ра зност и  прнптиемъ 
цифры десятковъ и единицъ числа N и число десятковъ образованнаго 
такимъ образомъ числа R  раздгълимъ на удвоенное число десятковъ 
корня, то получимъ въ частномъ число, щълая часть котораго болгье 
цифры единицъ .корня или равна ей.

Положимъ:

N =  А . 102 —j— . 10— С, JjJ\/N =  а . 10 —j— &,

гдй буквы означаютъ следующее: А и а соответственно суть числа 
сотенъ и десятковъ, заключенныхъ въ числе N  и его корне*, буква 
В  есть цифра десятковъ числа JV; буквы С и Ъ соответственно суть 
цифры единицъ числа N  и его корня.

По определенш числа JE V ^, получимъ (116):

(а  . 10 i - h Y ^ N ,  N < (a  . 10 +  Ь*)2,

где =  & + 1 .
Неравенства эти могутъ написаться такимъ образомъ:

а 2 . 102 +  2аЪ . 10 -j-  Ъ2 N, N  <  а2 . 102 +  2 аЬ, . 10 +  Ъ*.

Вычтя изъ обеихъ частей каждаго изъ этихъ неравенствъ число 
а2 . 102; принявъ далее во внимаше, что

N - a 2 . 102 =  (А — а 2)102 +  В  . 10 +  С =  [{А — а 2)10 +  В ]1 0 +  ■
+• С =  R,

причемъ (А — а 2)10 +  В  представляетъ число десятковъ числа: В , 
и, наконецъ, обозначивъ это число десятковъ черезъ К , найдемъ:

(г) 2аЪ . Ю- f  Ъ2^ К  . 1 0 +  С, К  . 1 0 + (7 < 2 а & 1 . Ю +  Ь,2 .

Первое изъ неравенствъ (i) даетъ:

2аЪ . Ю^-ЙГ . 10 + С;

это неравенство показываетъ, что разность: К  . 10 +  С — 2аЬ . 10, 
равная числу: 10 . ( К — 2аЪ) +  С, должна быть числомъ положитель
ным^ для этого необходимо и достаточно, чтобы целое число К — 2аЬ 
не было отрицательнымъ, т.-е. чтобы:
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отсюда

такъ какъ число Ъ есть число ц1>лое, не превышающее 9, то

Ъ< Е * а > Ь <  Ю .

Неравенства эти и доказываютъ теорему.
123. Зах^чаше. Для нолучешя точнаго значешя Ъ цифры еди* 

ницъ корня, беремъ для Ъ число

е Ь

если оно не бол^е 9, или беремъ 9, если оно бол^е 9, и составляемъ 
число:

2аЪ . 10 +  Ь2 =  (2а . 10 +  Ъ)Ъ,

т.-е. къ удвоенному числу десятковъ корня приписываемъ испы т уе
мую цифру и  образованное такимъ образомъ число умножаемъ на эт у  
испытуемую цифру; е ст  полученное прои зведет е не превысить числа
В , то удовлет ворят ся оба неравенст ва ( i) ,  ибо испытуемое число есть 
наибольшее значет е цифры Ь; если ж е это прои зведет е превысить 
число В, то уменыиаемъ это число на единицу и опять производимъ 
указанное испытанге.

Лримгьръ. N  — 6237. Число десятковъ числа E V N  равно числу

62, т.-е. равно 7 . Для нолучешя цифры единицъ числа j/ iV  посту-

паемъ такимъ образомъ: изъ числа сотень числа 6237, т.-е. изъ 62, вычитаемъ 
квадратъ числа десятковъ его корня, равный 49; къ  разности 13 приписы- 
ваемъ цифры десятковъ и единицъ числа N, т.-е. цифры 3 и 7, и число десяти 
ковъ полученнаго числа В  =  1337, т.-е. число 133, дФлимъ на удвоенное число 
десятковъ корня, т.-е. на число 14; целая часть этого частнаго, равная 8 , бу
детъ более цифры единицъ корня или равна ей. Испытываемъ эту целую часть; 
для этой цели приписываемъ къ удвоенному числу десятковъ корня, т.-е. къ 
14, испытуемое число 8 , и число 148 умножаемъ на испытуемое число 8 ; по- 
лучаемъ произведете: 148 . 8  =  1184, не большее R  =  1337; следователь но, ис
пытуемое число 8  представляетъ истинное значеше цифры единицъ корня, 
такъ что

Е  У6237 =  78.

И легко, действительно, видеть, что

782 < 6 2 37  < 7 9 2.
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§ V. Метода нзвлечешя квадратнаго корня, съ точностью до единицы, изъ
цЬлаго числа.

124. ДЬйств1е, при помощи котораго находится квадратный корень 
числа А, называется извлечешемъ квадратнаго корня изъ числа А.

Дадимъ методу извлечетя квадратнаго корня изъ числа А, съ 
точностью до единицы, съ недостаткомъ, при чемъ, на основанш 
предъидущаго, можемъ предполагать, что число А есть число 
цЬлое (117).

Метода эта, какъ увидимъ, основывается на предъидущихъ двухъ 
теоремахъ.

Данное целое положительное число разобьемъ на грани отъ правой 
руки къ левой по две цифры въ каждой грани; положимъ, что число 
граней равно р .

Назовемъ буквами:

NP, Np—i, Np~2 , Np—з, . . . , N „ N2, Nt (1)

соответственно само число и числа, которыя получимъ, отбрасывая
въ числ^ N  последовательно одну, две, т р и ,___ , р  — 3, р  — 2,
р  — 1 грани справа. Число Nt представить, следовательно, первую 
грань слева даннаго числа Np.

Значки у чиселъ означаютъ числа граней, заключенныхъ въ соответ- 
ственныхъ числахъ.

Очевидно, что каждое изъ чиселъ ряда (1 ), въ отношенш своего 
непосредственно предшествующаго, представляетъ число сот енъ , за
ключенныхъ въ этомъ предшествующемъ числе.

Разсмотримъ рядъ чиселъ:

EVK. E V n^ u EVW^, E\fS[. ЕУЖ (*>
и назовемъ числа десятковъ , заключенныхъ въ каждомъ изъ этихъ чи
селъ, соответственно буквами:

«1. ®з> • • • » &р—2, dp—1, 0 ; (3)

последнее число есть О, ибо Nt представляетъ двузначное число, 

следовательно число Jj]\/Nx есть число однозначное.

Назовемъ цифры  единицъ чиселъ ряда (2) соответственно буквами:

Хр, Хр—1, Хр—2, Хр—3, • • • > Х3 1 ^2» Ху.
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Теорема П1 даетъ намъ слйдующдй рядъ равенствъ:

Q =  Е  V'Np = а г 10 -{- #р, (1)
«1 =  |/ Np—i — я2 10-}-л:р_1, (2)
а2 =  Е  = «з 10 —{— .Гр—2 , (3)

dp —-3 =  Е  — а Р - 2 10 — , (р-2)
(Zp--i — Е  V -̂2 == ар-1 Ю-т-х’з, (р—1)
О р--1 = Е  =*,• (р—В)

СдЬлавъ посл^довательния подстановки, найдемъ:

Г _ __
ор_1 = E V  я  1 — х х 

Op-2= E V ^2 ~ Х1 • 10 +*2> 

ctp-3= E V N *  =% ! • 102 + ® 2 • 10 +*з>

) ......................................................................................................................

а 2 =]ij\/N P- i= x l . 10Р-3+ ж 2 . 10Р -Ч  . . .  + яР- 2,

a l =  E V N p - i = ® i  • 1 0Р—2-}-а?2 . 1 0 р_3+  . . .  + х р- 2  • 1 0 - j-X p —i ,

L Q =EV%  =jc1 . ЮР-Ч-а, . 10р_2+  . . .  +хр-2 • 10Чл?р_1 • 10+ %

Последнее изъ равенствъ говорить, что цифры: xt> х2, . . . , хр суть 
цифры числа 2 , т.-е. искомаго корня.

Изложимъ методу опред^лемя этихъ цифръ. Метода эта основана 
на равенствахъ (I), даваемыхъ теоремою III, и па теорем^ IV.

Мы увидимъ, что, прилагая теорему IY, должны будемъ составлять 
слйдуюпця разности:

= У х  -----жД Д2 =  ^ 2  ------  ( Х х • 10 +  Х2У ,

А, =  2Г3 — («! • Ю *+ х2 . 10 +  х3У, . . •
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т.-е. вычитать соответственно изъ чиселъ, образованныхъ первою гранью, 
двумя первыми гранями, тремя первыми гранями, и т. д., даннаго 
числа, квадраты чиселъ, образованныхъ: первою цифрою корня, двумя 
первыми цифрами корнями, тремя первыми цифрами корня, и т. д.

Вычиташя эти будемъ совершать следующимъ образомъ: первая 
разность получается непосредственно; вторая разность составляется 
такъ:

N2 — {xx . 10 +  х2У =  (Nt . 102-j- вторая грань) — (х^ . 102 +
-}-2хгх3 . 1 0 - j - х2 ) — • 102-f- вторая грань — х*  . 102 —

— (2^! . 10 +  х2)х2 =  [(JVi — я , 2) . 102 —}- вторая грань] —
— (2а;, . 10 +  a;2)a:2,

т.-е. къ первой разности приписывается вторая грань; получается число, 
которое мы называемъ черезъ изъ полученнаго числа вы
читается число (2 ж, . 10-\-х2)х2, образованное такимъ образомъ: къ 
удвоенной первой цифре корня приписывается вторая цифра корня и 
полученное число умножается на эту вторую цифру. Для образоватя 
третьей развости поступаемъ по тому же правилу, а именно: къ предъ- 
идушей разности приписываемъ следующую грань и изъ полученнаго 
числа R2 вычитаемъ число, образованное следующимъ образомъ: къ 
удвоенному числу, образованному первыми двумя цифрами корня, 
приписываемъ третью цифру корня и полученное число умножаемъ 
на эту третью цифру.

Итакъ, следовательно, если назовемъ:

(Nr — я ,2)102+  вторая грань =  К 1, 

то вторая разность:

Д2 =  R l — (2^i . 10 +  х2)х2;

если назовемъ:

Д2 . 102 —{“ третья грань =  R 2, 

то третья разность:

A3 =  JS2 — [2(я, • 10-f-a :,) . 10 —}-ж3] • х3,

и т. д.
Перейдемъ теперь къ изложент методы.
1°. Первая цифра ж, корня определяется непосредственно: она 

есть, какъ показываетъ последнее изъ равенствъ (I), квадратный ко
рень, съ точностью до единицы, съ недостаткомъ, числа Nit т .-е. 
числа, образованнаго первою гранью слгъва даннаго числа.



92 КНИГА I.

Примгьръ. iV4 =  8450649, Ni =  84508, =  845, Ny =  8. Первая цифра ̂  
корня раваа JjJ\/N ,=  j j j y  8 =2.

2°. Переходимъ теперь къ опред1злен1ю второй цифры искомаго 
корня, т.-е. къ опредЪленш х2. Она, какъ показываетъ равенство 
(р — 1)'°* изъ равенетвъ (I), представляетъ цифру единицъ корня

Е / К ,  число десятковъ котораго известно и равно хг
Для определетя этой цифры единицъ поступаемъ по теоремп> IV, 

а именно:
Для получеш я второй цифры корня вычитаемъ изъ числа со

тенъ, заключающихся въ чиелть JS2, т .-е. изъ числа Nu т .-е . изъ 
первой грани даннаго числа, квадратъ числа х1г т. е . ‘ квадратъ най
денной первой цифры корня , и къ полученной ра зност и  приписываемъ 
цифры десятковъ и единицъ числа JV,, т .-е . вторую грань предлож ен
ного числа; число десятковъ образованного такимъ образомъ числа -R, 
дгълимъ на удвоенную  цифру хх; принимаемъ цгьлую часть частнаго, 
если она не превышаетъ девяти, или принимаемъ 9, если эт а цгьлая 
часть превышаетъ 9, за  вторую цифру х2 корня и соспгавляемъ число: къ 
удвоенной первой цифр)ъ корня приписываемъ испытуемую вторую цифру 
х2 корня и  эт о число умножаемъ на х2; если прои зведет е н е превышаетъ 
числа By, то число х2 есть истинное значеш е второй цифры корня; 
въ противномъ случагъ уменьшаемъ его пост епенно на единицу и дп>- 
лаемъ указанныя испытанья до тгъхъ поръ, пока эти испытанья не 
опредгьлятъ истинного значенгя второй цифры корня.

Примгьръ. 2^ =  8450649. Изъ первой его грани, т.-е. изъ 8, вычитаемъ 
квадратъ первой цифры корня, т.-е. квадратъ 2, равный 4; къ полученной рев
ности, равной 4, приписываемъ следующую грань 45 и число десятковъ числа 
By =  445, т.-е. число 44, дйлимъ на удвоенную первую цифру корня, т.-е. на 4; 
цйлая часть частнаго равна 11; начинаемъ пспыташе съ 9, принимая х2 =  9; 
составляемъ для этой цйлп число: (2^10-|-жа)ж2 =  49 • 9 =  441; оно менЬе 
JR1 =  445, слйдовательно число 9 представляетъ истинное значеше второй
цифры числа У 8450649. такъ что ^1/8450649 =  2 • 103 9 . 102 -+■

-j-ж ,.  10-f-av

3°. Переходилъ къ опредйлент третьей цифры искомаго корня, 
т.-е. къ опредЪлетю х3. Она, какъ показываетъ равенство (р — 2 )'ое

изъ равенетвъ (I), представляетъ цифру единицъ корня J J j y N 3 , число

десятковъ котораго известно и равно ар -  а =  я х . 10 +  х2, т.-е. равно 
числу, образованному найденными двумя первыми цифрами искомаго 
корня.

Для получешя этой цифры поступаемъ по теоремп IV, а именно:
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Для получеш я третьей цифры корня вычитаемъ изъ числа сотенъ, 
заключающихся въ чиш ь  Na, т.-е. изъ числа N2, квадратъ числа д е 

сятковъ , заключенныхъ въ JS V x *  т .- е . квадратъ числа аг -  2 или
квадратъ числа {хг . 10 х2), т .-е. составляемъ разност ь  Д2, кото
р а я  получит ся, если изъ числа В х вычтемъ число (2xt . 10 -\-х^)х2\ 
эт а разност ь уж е образована нами при испьгташи цифры х2; къ по
лученной ра зност и  приписываемъ ели,дующую третью грань и число 
десятковъ опредгьленнаго такимъ образомъ числа В 2 дгълимъ на число 
2 ор_ 2, т.-е. на число 2(х1 . 10 — ж2), т.-е. на удвоенное число, обра
зованное первыми двумя цифрами корнями; принимаемъ за  третью  
цифру корня щьлую часть частнаго, если она не превышаетъ девяти, 
или принимаемъ за эт у цифру число 9, если эт а цньлая часть пре
вышаетъ 9, и составляемъ число:

(2 а р- 2  • 10 +  а;3)л;3 =  [2{а:1 . 1 0 - f x 2) . 10 +  .г3]гс3,

образованное такимъ образомъ: къ удвоенному числу, образованному 
первыми двумя цифрами корня , приписана третья цифра, и это число 
умножено на третью цифру; если прои зведет е не превысить числа В 2, 
то принят ое значет е третьей цифры корня представляетъ истинное 
значенье эт ой цифры; въ противномъ случагь уменьшаемъ его пост епенно 
на единицу и дгьлаемъ указанный испытанья до тгьхъ поръ, пока эти  
испытанья не опредгьлятъ истиннаго значенья третьей цифры корня.

Примгьръ. =  8450649. Изъ числа =  445 вычитаемъ число (2х^. 10 +  
-(- х2)х2 =  441, получаемъ Д2 =  4; приписываемъ къ числу 4 третью грань Об, 
и число десятковъ числа J?2 =  406, т.-е. число 40, дЬлимъ на удвоенное число, 
образованное двумя первыми цифрами корпя, т.-е. на 29 . 2 =  58; цЬлая часть 
частнаго =  0, и ясно, безъ испыташй, что третья цифра корня есть 0. Итакъ:

^1/8450649 =  290. 10 +

4°. Совершенно подобнымъ ж е образомъ, пользуясь равенствами  (I), 
и теоремою IV, опредгъляемъ остальныя цифры корня.

Примпръ. =  8450649. Изъ числа I i2 =  406 вычитаемъ число [2 (x t . 10 +  
+  ж2) . 10 — 0, получаемъ Да =  406; приписываемъ къ числу 406 сле
дующую и последнюю грань 49 и число десятковъ числа i ? ,  =  40649, т.-е. 
число 4064, дблпмъ на удвоенное число, образованное найденными тремя циф
рами корня, т.-е. Д'Ьлнмъ на 290 . 2 =  580; ц-Ьлая часть частнаго равна 7; 
испытываемъ 7, составляя число:

[2(хг . 10е +  • Ю 4  х3) . 10 4 - 7]7 =  (580 . 10 4  7)7 =  40649.
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Мы видимъ, что получилось число равное это показываетъ не только, 
что цифра 7 хороша, но еще, что данное число 8450649 представляетъ квад
ратъ своего корня, съ точностью до единицы, съ недостаткомъ, такъ  что:

29072 =  8450649 <  29082.

125. Теорема VI. Остатокъ, получаемый при извлечент  корня , 
никогда не превышаетъ удвоеннаго корня.

Положимъ, что N есть целое число и В  его квадратный корень, 
съ точностью до единицы, съ недостаткомъ. Остатокъ дМств1я есть 
разность N  — В 2; если бы этотъ остатокъ иревысилъ 2В , то N , по 
меньшей мере, было бы равно Д 2 +  2 Л + 1 ,  т.-е. ( i2 - f - l ) 2, и, сле
довательно, его корень, по меньшей мере, былъ бы равенъ JR — 1. 
Обратно, если квадратъ числа R  менее N, при чемъ разность N  — В 2 
не превышаетъ 2В , то число В  есть квадратный корень числа N, съ 
точностью до единицы, съ недостаткомъ.

И въ самомъ деле, такъ какъ N — В 2 менее 2В  +  1, то N  ме
нее В 2 -f- 2В  1, т.-е. менее ( .й - f - l ) 2- Отсюда следуетъ, что В 2 
есть наиболышй целый квадратъ, заключенный въ N.

126. Зазгйчаше. Случается иногда, что привычка въ вычислешяхъ 
позволяетъ сразу угадать, что испытуемая цифра велика, и, следо
вательно, позволяетъ уменьшить ее на одну или несколько единицъ. 
Если, после уменыпешя, цифра осталась еще слишкомъ большою, то 
мы убедимся въ этомъ непосредственно; если же мы уменьшили ее 
более, чемъ нужно, то предъидущая теорема покажетъ это, ибо со
ответствующей остатокъ непременно превысить удвоенное число, обра
зованное найденными уже цифрами корня.

§ VI. Расположеше дЬйств1я.

127. Возьмемъ еще для примера число 412234, къ которому прило- 
жимъ предъидущее правило:

412234 | 642
36___ |

522 124 . 4 
496

2634 1282 . 2 
2564
~ W
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1°. Разделяемъ число на грани по две цифры въ каждой грани; 
число граней равно 3, а потому корень состоитъ изъ трехъ цифръ.

2°. Квадратный корень последней грани 41 есть 6; 6 представ
ляетъ, следовательно, первую цифру корня.

3°. Вычитаемъ изъ 41 квадратъ 6, остатокъ равенъ 5. Направо 
отъ 5 пишемъ вторую грань 22 и делимъ 52, число десятковъ 522, 
на удвоенную цифру 6 корня т.-е. на 12. Частное 4 равно второй 
цифре корня или же более этой цифры.

4°. Для испыташя цифры 4 пишемъ ее направо отъ удвоенной 
первой цифры и умножаемъ образованное число 124 на 4. Такъ какъ 
произведете 496 можетъ вычитаться изъ 522 и даетъ въ остатке 26, 
то цифра 4 хороша.

5°. Направо отъ остатка 26 пишемъ третью грань предложеннаго 
числа и делимъ 263, число десятковъ образованнаго числа 2634, на 
удвоенное число, образованное найденными двумя цифрами корня, 
т.-е. на 128. Частное 2, получаемое при этомъ деленш, равно третьей 
цифре или же более ея.

6°. Для испыташя цифры 2 пишемъ ее направо отъ удвоеннаго 
числа, изображеннаго двумя первыми цифрами, и умножаемъ образо
ванное число 1282 на 2. Произведете 2564 можетъ вычитаться изъ 
2634, цифра 2 хороша, корень равенъ 642; остатокъ есть 70.

Примерь. Определить квадратный корень числа 285970396644.

28 . 59 . 70 . 39 . 66 . 44 534762
359 103 1064 10687 1 106946j j 1С69522
50 70 3 4 | 7 ; 6 2

8 14 39
66 30 66
2 13 90 44

Искомый корень равенъ 534762, при чемъ остатокъ равенъ нулю; 
это показываетъ, что данное число есть квадратъ корня.

§ VII. Квадратные корни съ данною точностью.

128. Две дроби и , съ одинаковымъ знаменателемъ п,71- ?</ •
числители которыхъ суть два последовательныхъ целыхъ числа, удов* 
летворяющихъ неравенствамъ:

( * ) ■ < * <  д а
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называются квадратными корнями числа А съ точностью до —■, при
чемъ первая дробь называется корнемъ съ недостаткомъ, вторая — 
корнемъ съ избыткомъ.

Найдемъ числа х и #-{-1, удовлетворяюпця предъидущимъ нера
венствамъ. Неравенства эти могутъ быть написаны такимъ образомъ:

£ ! <  А  < ( £ ± Л 2п2 55= Л  п , ■

Умноживъ всЬ части неравенствъ на положительное число п2, по
лучимъ равносильный неравенства:

х2^ А  . п 2 <{х +  \)\

Эти неравенства говорятъ намъ, что искомыя числа х и х +  1 \ 
суть квадратные корни числа Ап2 съ точностью до единицы, т.-е.» ' 
согласно съ обозначешями вышеданными,

Х==Е \ /Ап2, # -j-1 =  J^J\/An2-\- 1.

Мы, можемъ, следовательно, сказать:
Квадратные корни числа А, съ точностью до > сут ь квадрат

ные корни числа Ап2, съ точностью до единицы , ра здел енны е на п.

Извлечь квадратный корень изъ числа А, съ точностью до —> зна- 

читъ найти его квадратный корень, съ точностью до —, съ недо-гЬ
статкомъ.

Примгьръ I . Требуется извлечь квадратный корень изъ у  съ точностью 

1 73до у ;  умножаемъ у  на квадратъ 7, т.-е. на 49, и получаемъ произведете 

3577 - 2—г — пли 715 -д-; квадратный корень этого числа, съ точностью до единицы,

одпнаковъ съ квадратнымъ корнемъ, съ точностью до единицы, изъ числа

715 и равенъ, следовательно, 26. Итакъ, квадратные корни числа у ,  съ точ-

1 26 27 ностью ДО у ,  суть у  И у .

739Примгьръ I I .  Найдемъ квадратные корни пзъ - г -  съ точностью до
Э

5 1 v  73 17 289,^  - y j -  Умножаемъ у  на квадратъ —, т.-е. на число и получаемъ



2Ю97 97
произведете = 1 6 8  квадратные корни этого числа, съ точностью

до единицы, равны 1 2  и 13. Отсюда сл^дуетъ, что искомые корни равны

числамъ 12 и 13, раздЪленнымъ на ^ , т.-е. равны числомъ ^  и—. И въ са-
о 1 / 1 7

момъ Д'Ьл£:

АЛГЕВРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 9 7

129. ЗаэгЬчаше. Если знаменатель дроби есть точный квадратъ

Ъ2, то квадратные корни этой дроби, съ точностью до получаются

очень просто: достаточно извлечь квадратные корни, съ точностью 
до единицы, изъ числителя дроби и разделить ихъ на число Ъ. Это 
непосредственно вытекаетъ изъ предъидущаго привила, ибо для по-

лучешя корней изъ -р - ’ съ точностью до -g -, нужно умножить ~  на

&2, извлечь квадратные корни, съ точностью до единицы, изъ произ- 
ведешя а и полученные результаты разделить на Ъ.

При извлечены квадратнаго корня изъ дроби начинаютъ очень 
часто съ того, что д^лаготъ ея знаменателя точнымъ квадратомъ и 
затЬмъ пользуются предъидущимъ замЪчашемъ.

Для того, чтобы знаменатель превратился къ квадратъ, достаточно 
умножить оба члена дроби на знаменателя.

73Примгъръ. Требуется извлечь квадратный корень изъ Дробь эта равнаО
73 . 5 365

дроби или дроби — . Для получешя ея квадратныхъ корней, съ точ-

1
ностью до — 1 достаточно извлечь, съ точностью до единицы, квадратные корниО
изъ 365, что дастъ 19 н 20, и результаты разделить на 5; искомые корни

19 20 равпы: — и — .

130. Иногда знаменатель делается полнымъ квадратомъ лосред- 
ствомъ умножетя членовъ дроби на число, меньшее знаменателя. И 
въ самомъ д^лй, для того, чтобы число было полнымъ квадратомъ, 
достаточно, чтобы показатели всЬхъ его простыхъ множителей были 
четные; мы достигнемъ этого, если умножимъ число на произведете 
гЬхъ простыхъ множителей, которымъ присвоены нечетные показатели.

1275 1275Пусть, наиримеръ, дана дробь - щ -  или 3  ^  -г-2-

Умноживъ числителя и знаменателя на 3, приведемъ дробь къ виду: 

или къ виду -57^ ;  квадратные корни 3825, съ точностью до
З2 . 22 . 52 ’ J 302
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лп • 0040единицы, равны 61 и 62, а потому квадратные корвп -^qT i съ т° ч*

1  61 62 
ностью до равны т  и

131. Нахождеше квадратнаго корня съ точностью до По

ложимъ, что число N, квадратный корень котораго долженъ быть 
опред^лень, изображено десятичнымъ числомъ. Для получешя его

квадратныхъ корней, съ точностью до должно, во предъиду-щему

правилу, умножить число на 102w, извлечь квадратные корни, съ точ
ностью до едипицы, изъ произведешя и разделить результаты на 10п. 
Для того, чтобы умножить N  на 102п, переносимъ въ числЬ N  запятую 
на 2м знаковъ вправо и, для извлечен!я корней изъ полученнаго числа 
съ точностью до единицы, д'Ьйотвуемъ надъ его ц^лою частью. Отсюда

сл^дуетъ, что для опредгьленгя корней изъ числа , съ точностью до

достаточно знать 2w первыхъ десятичныхъ знака числа, выраженнаго 
десятичною дробью.

Примгьръ. Для извлечешя квадратныхъ корней и8ъ числа 3,7157248932,
1

съ точностью до достаточно сохранить первые четыре десятичныхъ

знака въ нредложенпомъ числе, т.-е. взять число 3,7157. Умпоживъ число 
это на 10000, получимъ число 37157, квадратные корни корни котораго, съ 
точностью до единицы, суть 193 и 194; разд-Ьливъ ихъ на 100, найдемъ числа
1,93 и 1,94, представляюпця квадратные корни нредложеннаго числа, съ точ-

1ностью до щ .

§ VIII. Квадратные корни алгебрическпхъ выражешй.

132. Квадратнымъ корнемъ алгебрическаго выражешя А называется 
такое выражеше В , которое, будучи возвышено въ квадратъ, вос- 
произведетъ А. Найти это выражеше В , значить извлечь квадратный 
корень изъ выражешя А . ЗамЪтимъ зд^сь, что если это выражеше В  
найдено, то выражеше — В  будетъ также квадратнымъ корнемъ вы- 
ражешя А, ибо

( ± В У  =  В 2 =  А\

итакъ,

]/ А =  +  В.
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Алгебрическое извлечете корней обаимаетъ два случая: 1° извле
ч е т е  корней изъ одночленовъ и 2° извлечете корней изъ много- 
членовъ.

133. Извлечете корней изъ одночленовъ. Мы видели (34), что 
для возвышетя ц^лаго одночлена во 2-ую степень должно возвысить во 
вторую степень его коэффищентъ и умножить па 2 всЬхъ показате
лей его буквъ. Отсюда слЬдуетъ, что если коэффицгенть даннаго одно
члена представляешь квадратъ, при чемъ показатели ею  буквъ д ел ят ся  
на 2, то для извлечения квадратнаго корня изъ этою  одночлена извле- 
каемъ квадратный корень изъ коэффициента и дгьтмъ на 2 всгьхь его 
показателей. Такимъ образомъ:

/ 25а2Ъ‘с~6 =  И= ЬаЪ2с~3, /36(а2 — са)2<Г =  q= 6(a2— c2)d2,

/ 2Ьа3Ь* _  5аЬ3 _  ЬаЬ\а — с)2
9с6(а — с)~* ~~ ~  3с3(а — с)~2 ~~~ Зс*

134. Извлечете корней изъ мпогочленовъ. Весьма редко слу
чается, чтобы можно было извлечь квадратный корень изъ полинома, 
т.-е. найти новый полиномъ, который, будучи возвытенъ въ квадратъ, 
воспроизвелъ бы данный полиномъ. Мы предположимъ, что данный по
линомъ есть полиномъ, расположенный по убывающимъ степенямъ 
-одной и той же буквы, и найдемъ, если возможно, корень въ видЬ 
полинома, расположеннаго такимъ же образомъ.

Выяснимъ методу на примере, при чемъ разсуждеше будетъ общее 
и приведетъ насъ къ общему правилу. Положимъ, что дапъ много- 
членъ:

16я4 +  16я3 — 36я2 — 20ж +  25.

Предиоложимъ, что искомый квадратный корень существуете. На- 
зовемъ его члены буквами А, В , С, . . . ,  такъ что корень будетъ 
4 -f-B -f- . По определению корня получимъ равенство:

If 1] 16а;4 +  16я3 — 36жа — 20я +  25 =  Л2 +  2 АВ +  В 2-\- 2АС +
+  2Б<7+С2 +  . . .

Мы знаемъ, что первый членъ квадрата равенъ квадрату перваго 
члена корня (54). Отсюда следуете, что

А 2 =  16х4, A  =  z t  =  —  4я2.

Результатъ этотъ показываетъ намъ, что первый членъ корня р а -  
венъ корню изъ перваго члена даннаго полинома. Если, следовательно,

7*
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этотъ первый членъ не представляетъ квадрата, то искомый корень, 
не существуетъ. Обратнаго заключешя мы не им-Ьемъ права делать.

Вычтя изъ обЪихъ частей равенства [1 ] равныя величины: 16ж4»  
А2, найдемъ:

[2] 16ж3 — Збаг — 20х-{- 25 — 2АВ  -}- В 2 -)- 2A C -f~ 2JВС -j- • • •

Для получешя втораго члена корня В , пишемъ тождество:

2 А ВВ  = 2Л

Зам^тивь, что первый членъ 2АВ  правой части равенства [2} 
не имеетъ себЪ подобныхъ и содержитъ букву х съ наивысшимъ по* 
казателемъ, заключаемъ, что

2АВ —  16я3,

а потому

В  — — — =~+~ 2х И 8х3 *

Отсюда заключаемъ, что второй членъ корня равенъ частному 
получаемому отъ раздпл енъя перваго члена остатка, полученнаго отъ 
вычитатя изъ даннаго полинома квадрата перваго члена корня, на 
удвоенный первый членъ корня.

Если, следовательно, показатель буквы х въ первомъ член^ остатка 
будетъ мен^е показателя буквы х въ первомъ членЬ корня, то иско
мый корень не существуетъ. Обратныхъ заключешй не имЪемъ права 
делать.

Найдя В , составляемъ:

2А В-\-В* =  {2А -\-В) . В  — (Ш 8х'2 =  2х) . ± 2 х  =  16х3-\-4х\

Вычтя изъ об'Ьихъ частей равенства [2 ] равныя количества: 
(16ж3 4а;2) и (2 А В  -f- В 2), получимъ:

[3] — 40х2— 20х —f- 25 =  2 А С -\ -2 В С -\ - ...............

Для опред^летя третья го члена корня С пишемъ тождество:
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Принимая во внимаше, что первый членъ 2АС правой части ра
венства [3 ] не имеетъ себе подобныхъ и содержитъ букву х съ наи* 
высшимъ показателемъ, заключаемъ, что

2АС =  — 40х\

а  потому

Итакъ, для получешя третьяго члена корня поступаемъ такимъ 
образомъ:

Удвоиваемъ первый ч.генъ корня; приписываемъ къ этому произве
д е н а  второй членъ корня съ тгъмъ знакомъ, съ какимъ онъ получился; 
полученный многочленъ умножаемъ на второй ч.генъ корня, произве
д ет е эт о вычитаемъ изъ перваго остатка и  первый членъ этого вто- 
ра го  ост атка дгьлимъ на удвоенный первый членъ корня.

Частное представить т рет ш  ч.генъ корня.
Отсюда слЪдуетъ, что если показатель буквы х въ этомъ члене 

будемъ менее показателя буквы х въ первомъ члене корня, то задача 
будетъ невозможна.

Обратныхъ заключешй не имеемъ права делать.
Продолжая поступать подобнымъ образомъ, мы определимъ по

следовательно все члены корня. Заметимъ, что показатели буквы х 
въ первыхъ членахъ остатковъ идутъ, убывая, ибо приведете по- 
добпыхъ членовъ уничтожаетъ, по крайней мере, одинъ членъ каж- 
даго остатка.

Отсюда следуетъ, что случится одно изъ двухъ:
1° или мы придемъ къ такому остатку, который будетъ равенъ 

нулю, и тогда полученный многочленъ:

Л +  Б  +  С -Ь

будетъ искомымъ корнемъ, ибо, поступая по аредъидущимъ прави- 
ламъ, мы вычтемъ последовательно изъ даннаго многочлена все члены 
квадрата многочлена:

А + В + С + . . . »

т.-е . вычтемъ квадратъ (А -)- В  -f- С -J- . . . )2;
2° или придемъ къ такому остатку, первый членъ котораго со-
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дёржитъ букву х съ показателемъ, меныпимъ того, съ какимъ она. 
входите въ первый членъ корня, и тогда задача будетъ невозможна.

Въ разсматриваемомъ нами примере, найдя С, образовываема
\

2 А С + 2 В С + С 2 =  (2А +  2 В + С ) . С =  ( i t  8х2 i t  4х =р 5). ц= 5 =
== — 40 х2 — 20ж +  5.

Вычтя эти равныя количества изъ обЪихъ частей равенства [3], 
получаемъ въ левой части нуль. Отсюда заключаемъ, что искомый 
корень существуетъ и равенъ:

=±4х2=±2хЩ5 =  ±  (4 х 2 +  2х — 5).

135. Зам'Ьчаше. Мы знаемъ, что если корень существуетъ, то пер
вый и последит члены даннаго полинома получаются безъ приведенш 
отъ возвышешя въ квадратъ перваго и последняго члена корня (54). 
Казалось бы, следовательно, что мы найдемъ непосредственно первый 
и последшй члены корня, извлекая квадратный корень изъ перваго 
и послед няго члена квадрата. Но поступи въ такимъ образомъ, мы 
можемъ впасть въ ошибку относительно знака. И въ самомъ деле, 
корень имеетъ два значешя, отличающаяся другъ отъ друга знаками; 
присвоивъ первому члену корня, напримеръ, знакъ -f“> мы не М0‘ 
жемъ, a p r io r i , решить, какой знакъ последняго члена корня соответ
ствуете принятому знаку (-{-) у перваго члена.

Въ предъидущемъ примере знаку (-}-) перваго члена соответ
ствуете знакъ (—) последняго члена, и наоборотъ.

Видимъ далее, что и первый, и последшй члены полинома должны 
быть положительные и представлять изъ себя квадраты для того,, 
чтобы возможно было существоваше корня.

186. ДМств1е располагается такимъ образомъ:

V lS x *  +  16.г3 — 36л2 — 20х +  25 =  i x 2 - f  2х — 5 
16х4

~ 1 6 х ^ 3 6 х 2 (8х2 4 - 2х)2х
16я34 - 4х2

-  40х2 -  20х 4  25 (8х* 4  *х  — 5) . — 5
— 40ж2 — '20х 4  25-«О_________1

О

137. Лримгьръ I I .  Требуется извлечь квадратный корень изъ многочлена::

а 3 ж4 4  2а2 х * — а 2 х 2 — 2а2 х +  а 2
— 2 аЪ - 2  Ь2 4 2  аЪ — 4 аЪ +  2 аЪ
+  Ь2 +  3 Ь2 - 2 Ь2 ' +  а 2
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Поступаемъ такимъ образомъ:
1 °. Первый членъ корпя равенъ квадратному корню И8Ъ перваго члена 

даннаго многочлена, т.*е. онъ равенъ (а  — Ъ)х2.
2°. Вычтя изъ многочлена квадратъ этого члена, получимъ первый оста

токъ, первый членъ котораго равенъ:

2 ( а 2 — 6 2)ж3.

3°. Д4лимъ этотъ первый членъ па удвоенный первый членъ корня, т .-е. 
на 2 (а  — Ъ)х2 ; находпмъ второй члепъ корня, равный (а  4  Ъ)х.

4°. Найдя второй членъ, приписываемъ его къ удвоенному первому члену 
н сумму умножаемъ на второй членъ, что даетъ:

[2(а -  Ь)х2 4  (а 4  Ъ)х](а + Ь)х =  (2а2 — 2Ь2)х* +  (а2 +  2аЬ 4  Ь2)я2.

5°. Вычтя произведете это изъ перваго остатка, найдемъ второй остатокъ.

— 2 а 2 

+  2',2

х * — 2 а 2

— 4аЬ
— 2 Ь2

х  -г  а ‘ 
-j- 2 аЪ

+  Ь2

6 °. РаздЪливъ первый членъ этого остатка, т.-е. — 2 (а 2 — Ь2)ж2, на удвоен
ный первый членъ корня, т.-е. па 2 (а  — Ь)х, найдемъ трейй членъ корня
— (а  +  Ь).

7°. Найдя третШ членъ, удвоиваемъ сумму первыхъ двухъ, къ результату 
приписываемъ треий членъ, полученный многочленъ умножаемъ на этотъ 
трелй  и произведете вычитаемъ изъ втораго остатка. Трет1й остатокъ ра
венъ нулю, и искомый корень равепъ:

■± [ ( а  — Ь)# 2 +  (а  4  Ъ)х — ( а  4  &)].

138. Извлечете корней изъ полнноиовъ, расположенныхъ 
по возрастающие степенямъ главной буквы. Если полиномъ 
расположенъ по возрастающимъ степенямъ главной буквы, то нахож- 
деше его корня можетъ быть совершено предъидущею методою. 
Если искомаго корня не существуетъ, то мы не придемъ къ остатку, 
равному нулю: показатели главной буквы въ первыхъ членахъ остат- 
ковъ будутъ идти, возрастая, и, следовательно, мы никогда не при
демъ къ остатку, первый членъ котораго не делился бы на удвоен
ный первый членъ корня; д4йств1е можетъ продолжаться неопре
деленно.

Мы можемъ дать признакъ невозможности, который позволить опре
делить тотъ моментъ, на которомъ должны остановиться. И въ самомъ 
деле, мы можемъ определить заранее показателя главной буквы въ 
последнемъ члене корня, извлекая квадратный корень изъ последняго
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члена даннаго полинома. Если, извлекая квадратный корень, мы при
демъ къ члену, содержащему главную букву съ показателемъ боль- 
шимъ заранее определенна™, то мы можемъ сказать, что искомый 
корень не существуетъ. Аналогичный признакъ имеетъ место и для 
полинома, расположеннаго по убывающимъ степенямъ главной буквы.

Прим>ьръ.

х2 — 2Х3 —■ Xх + 3#в -}- 2х7 +  4х8

X2

— 2хл — X4
— 2ж3 + х4

—2х4 + З.г6
— 2х4 +  2хь +  &

— 2хг> +  2хв +  2х7 +  ix 8
— 2х5 +  2хв +  2х7 +  я8

Зх8

3
X 2 —  X -  —  X х - )-  -g - X ' .

(2х -  х2) . — л-2 

(2х — 2х2 — х ъ) . — х3 

(2х — 2х2 — 2х3 — х*). 

2х — 2х2 — 2х* — 2х4

—  х 4

Прилагая къ этому примеру предъидущую методу, мы иолучаемъ въ корне 
членъ, содержащш букву х  съ пока8ателемъ 7, а  между т1>мъ наивысшш 
показатель буквы х  въ корне долженъ быть равенъ 4. Заключаемъ отсюда, 
что искомый корепь не существуетъ.

У п p a ж н e н i я .

I. Веяшй нечетный квадратъ, при деленш на 8 , даетъ въ остатке еди
ницу.

II. Если, ири извлеченш квадратнаго корня ивъ числа N , мы получили 
остатокъ, не превышающШ корня, то корень этотъ есть квадратный

лг 1корень числа N  съ точностью до

7Z —“  1 1
III. Квадратный корень числа —— , съ точностью до — , равенъ самому

^ J
ч и с л у --------. Единственное ли это число, которое равно своему корню

YI

1 осъ точностью до — гп
IV. Если четное число представляетъ сумму двухъ квадратовъ, то поло

вина числа такж е равна сумме двухъ квадратовъ.

V. Если а  и Ь представляютъ два числа взаимно простыхъ, при чемъ 
одно изъ нихъ четное, другое нечетное, то разность ихъ квадратовъ 
можетъ быть квадратомъ только тогда, когда а  +  Ь п а  — Ъ суть 
квадраты.



VI. Доказать, при помощи предъидущей теоремы, что все квадраты , равные 
сумме двухъ другихъ квадратовъ, заключены въ формуле:
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где х  и у  означають каш я ни есть целыя числа.
VII. Если а, Ь, с суть трп неравныхъ числа, то a  -f- Ъ -(- с менее

]/з (а2 +  ¥ +  с2).

VIII. а , Ъ, а, р суть к а ы я  ни есть четыре числа; (аа  +  Ь^ )2 менее проиэ- 
ведеш я ( а 2 -}-Ь2) (а 2 - j - р2).

Равенство возможно въ одномъ только случае. Въ какомъ именно?



ГЛАВА Ш ЕСТАЯ.

Teopia кубовъ ж кубическихъ корней.

§ I. Н екоторая теоремы, относяпцяся къ кубамъ.

139. Теорема I. Кубъ ц елаго числа и  кубъ цифры ею  единиць 
оканчиваются одною и  тою ж е цифрою. И въ самомъ деле, цифра 
единицъ произведешя двухъ цЬлыхъ чиселъ зависитъ только отъ по- 
сл'Ьднихъ цифръ этихъ чиселъ.

Замечан1е. Кубы девяти первыхъ чиселъ суть: 1, 8, 27, 64, 125> 
216, 343, 512, 729. ВсЬ они оканчиваются различными цифрами. 
Отсюда сл^дуетъ, что простой взглядъ на кубъ числа покажетъ, на 
какую цифру оканчивается это число.

Если кубъ оканчивается одною изъ цифръ: 0, 1, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 
8, 9, то само число оканчивается на: 0, 1, 8, 7, 4, 5, 6, 3, 2, 9.

140. Теорема II. Если кубъ цгълаго числа оканчивает ся нулями, 
то число нулей д ел ит ся  на 3.

Для того, чтобы кубъ числа оканчивался нулемъ, необходимо, 
чтобы само число оканчивалось также нулемъ (131). Число это мо
жетъ быть, следовательно, представлено въ виде А . 10п, где А 
есть целое число, не оканчивающееся нулемъ, п  число нулей, сле- 
дующихъ за А.

Кубъ этого числа, равный А . 103п, очевидно, оканчивается 3» 
нулями; такъ какъ 3п  делится на три, то теорема доказана.

141. Теорема III. Для тою, чтобы ц ел о е число было кубомъ 
другаго ц елаго числа, необходимо и  достаточно, чтобы показатели  
ею  простыхъ множителей делились на три.
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1°. У ш ш е это необходимо: для образовашя куба числа, представ- 
леанаго въ виде произведешя степеней простыхъ множителей, доста
точно утроить его показателей.

2°. Услов1е это достаточно: если оно выполнено, то, раздаливъ по
казателей на 3, образуемъ новое число, которое, будучи 'возвышено 
въ кубъ, воспроизведетъ данное число.

Зам^чаше. Если число, обладая простымъ д'Ьлителемъ р , не д е 
лится на его кубъ р\  то оно не есть кубъ. И въ самомъ деле, раз- 
ложивъ его на простыхъ множителей, мы найдемъ, что множитель р  
войдетъ съ показателями 1 или 2, которые не делятся на 3.

НапримЪръ, кубъ не можетъ делиться на 2, не делясь на 8, а 
следовательно, и на 4; не делится на 3, не делясь на 27, а следо
вательно, и на 9.

142. Теорема IV. Кубъ дроби не есть цгьлое число. Дана дробь у ,
О?приведенная къ простейшему виду. Кубъ ея равенъ Такъ какъ

а  простое съ &, то и а3 простое съ 63, а потому а 3 не можетъ де
литься на Ъг.

ЗаагЬчаше. Такъ какъ а3 простое съ &\ то дробь неприво

дима. Отсюда вытекаетъ, что члены куба дроби, нриведеннаго къ 
простейшему виду, суть кубы.

§ II. ОиредЬлете кубпческаго корня.

143. Кубическимъ корнемъ числа А называет ся такое число В , 
кубъ которого равенъ А.

3
Прилтры. 2 есть кубнческШ корень 4; — есть кубическШ ко-О

27речь

Кубичесюй корень числа А обозначается такимъ образомъ:

В  =  \/Т,
такъ что
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§ III. Кубичесшй корень изъ положительнаго числа, съ точностью до
единицы.

144'. Разсмотримъ положительное число А, представляющее кубъ или 
яе  представляющее его. Два целыхъ положительныхъ числа х и 
л  +  1, удовлетвори ющихъ неравенствамъ:

хъ ^  А <  {х -j- 1 )3,

называются: число х — кубическимъ корнемъ числа А, съ точностью до 
единицы , съ недостаткомъ; число (х-\- I ) — кубическимъ корнемъ числа 
А, съ точностью до единицы , съ избъгткомъ.

Написанныя неравенства говорятъ, что хг представляетъ изъ себя 
наиболышй целый кубъ, содержащейся въ числе А. Следовательно, 
кубическш  корень числа А, съ точностью до единицы, съ недостаткомъ, 
ест ь цгълое положительное число, равное кубическому корню наиболь- 
гиаго щълаго куба, заключеннаго въ числгъ А.

Примеры. Если А — 5, то его корни, съ точностью до единицы, суть
1271 и 2; если -4 =  27, то его корни суть 3 и 4; если -4 = -^ - , то его корни 

суть 3 и 4.

145. Теорема I .  Кубическге корни, съ точностью до единицы, 
числа нещьлаго равны кубическимъ корнямъ, съ точностью до единицы, 
его щьлой части.

Положимъ, что число А не есть целое число, и его целая часть 
равна N, такъ что А =  N - { - где а положительное число, меньшее 
■единицы. Кубичесше корни, съ точностью до единицы, числа N - |-а 
удовлетворяютъ неравенствамъ:

<1) < ( л ; + 1 ) 3. (2)

Первое неравенство говорить, что разность N -\- а — х3, равная 
-сумме (N — ж2) +  а, есть положительное число; принимая же во вни
маше, что въ этой сумме первое слагаемое есть число целое, а вто
рое менее единицы, заключаемъ, что для положительности этой суммы 
необходимо и достаточно, чтобы первое слагаемое было не менее 
нуля. Итакъ, х3 ^  N. Что касается до неравенства (2), то оно 
даетъ:

N <  ( я + 1 ) 3.



Имеемъ, следовательно,

x3^ N < ( x  +  l )\

Неравенства эти говорясь, что числа х и х 1 суть кубичесюе 
корни числа N, съ точностью до единицы. -

146. Теорема П. Если ц ел о е число В  состоитъ изъ Ъп, или Ъп—\ у 
или Ъп — 2 цифръ, то его кубическш  корень, съ точностью до еди 
ницы, съ недостаткомъ, состоишь изъ п цифръ.

По услов1ю теоремы данное цЪлое число В  заключено между наи- 
меньшимъ числомъ, состоящемъ изъ (3п  — 2) цифръ, и наименыпимъ 
числомъ, состоящемъ изъ (3^ 4-1) цифръ. Эти числа соответственно 
суть: 103п_3 и 108п. Имеемъ, следовательно, два неравенства:

103п_3 г=£ А, А <  103м,
или же

(1) (10м-1)3 А, А <  (10п)3. (2)

Назвавъ буквою х кубичесшй корень числа А, съ точностью до 
единицы, съ недостаткомъ, и принявъ во внимаше, что х3 не более А, 
найдемъ, при помощи неравенства (2),

х8 <  (10н)3, откуда х <  10й.

Принявъ далее во внимаше, что х представляетъ кубичесшй ко
рень изъ наиболыпаго целаго куба, заключеннаго въ числе А, кото
рый, какъ показываетъ неравенство (1), не менее числа (10й -1)*, за
ключаемъ, что

(10я-1)3 ^  х3, откуда 10n-1 sS х.

Итакъ, следовательно,

10"-1 <  10м.

Эти неравенства и доказываюсь теорему.
147. Зам^чаше. Предъидущая теорема позволяетъ определить число 

цифръ въ искомомъ корне даннаго числа А по числу цифръ этого 
числа. И въ самомъ деле, разобьемъ совокупность цифръ числа А 
на грани отъ правой руки къ левой по три цифры въ каждой грани, 
при чемъ последняя грань слева можетъ содержать одну цифру или 
две*, если число граней равно п, то число цифръ въ числе А равно
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или 3п  — 2, или 3п — 1, или Ъп\ во всЪхъ случаяхъ число цифръ въ 
корнгъ равно п, т .-е. равно числу граней.

148. Зная наизусть кубы нервыхъ девяти чиселъ, а именно:

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729,

мы можемъ непосредственно находить кубичесюе корни, съ точностью 
до единицы, чиселъ, не превышающихъ тысячи.

Лримгьръ. Кубичесше корни, съ точностью до единицы, числа 613, равны
8 и 9, ибо наиболышй цЬлый кубъ, заключенный въ 613, есть 512.

,  £

Если данное число более 1000, то его кубическш корень, съ точ
ностью до единицы, имеетъ более одной цифры. Метода его нахож- 
детя основана на слйдующихъ двухъ теоремахъ [здЬсь сд'Ьлаемъ 
те же соглашешя, которыя были сделаны въ (120)].

149. Теорема Ш . Число десятковъ, заключенньгхъ въ кубическомъ 
корнгъ щълаго числа N, равно кубическому корню числа его тысячъ.

Пусть

N =  А . 103 +  х • Ю2 +  у  . 10 + * ,

£  j / N = a  . 1 0  +  6,

где А и а  соответственно суть: число тысячъ, содержащихся въ 
числе N, и число десятковъ, содержащихся въ кубическомъ корне
числа N. По определешю числа имеемъ:

(а . 10 +  6)3^ iY < ( a  . Ю +  гО3, где Ь1 =  6 +  1, 

или подавно:

а3 . 1035= :^  . 103 +  я  . 102+ у  . 10 +  * < ( a + I ) 3 . 103,

где число: х . 105 +  У • 1 0 + я не превышаетъ 999. Разделивъ все 
части отихъ неравенствъ на 10\ получимъ:

я. < А  +  ^ ° 1 ± У 1.1о + £ < (а + 1).,
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Неравенства эти говорить, что (145)

« =  Е  V  ( Г + С Т ^ р Ш *)= Е  П ,

ч. и. т. д.
150. Теорема IV . Если вычтемъ изъ числа тысячъ даннаго цгьлаю 

числа N кубъ числа десятковъ его корня, къ ра зност и  припишемъ цифры 
сотенъ, десятковъ и  единицъ корня и число сотенъ образованнаго т а
кимъ образомъ числа В  раздгълимъ на утроенный квадратъ числа д е
сятковъ корня, то получимъ въ частномъ число, цгълая часть котораго 
бомъе цифры единицъ корня или равна ей.

Положимъ:

N = A  . 103+ Б  . 102-)- С . 10 +  Д  E \/N = a . 1 0 +  Ь,

здесь А, В , С, В  означаютъ соответственно: число тысячъ заключен- 
ныхъ въ данномъ числе N и цифры его сотенъ, десятковъ и единицъ.

По определешю числа E V ^ ,  получимъ:

{д) (а  . 1 0 -\г Ъ)3^  N, N <  (а  . 1 0 -f-Ьх)3, где ЪХ= Ъ - f -1.  

Неравенства эти могутъ написаться такимъ образомъ:

а 3 . 103 +  За2Ъ . 103 -f- ЗаЬ2 . 10 -\-b3 ^  N,
N  <  а3 . 103 —j— 3cta&1 . 102 —)— Sabj2 • 10-|- &18.

Вычтя изъ обеихъ частей каждаго изъ этихъ неравенствъ число 
а 3 . 103; принявъ во внимаше, что

N - a 3 . 10* =  ( 4  — а3)103 +  Б  . Ю* +  0 .  10 +  Я  =
=  [(А  — а3)10 -f- I?]102 -j- С . 10 +  Л  =  Д,

причемъ число (А — а3)10 +  В представляетъ число сотенъ числа В , 
и обозначивъ это число черезъ К , получимъ:

(г) 3а2Ь . 102 +  3аЪ2 . 10 +  Ъ1^ К . 102 +  С . Ю +  Ж З а ’б, . 102
-Ь 3аЪ 2 • 10 —

Первое изъ равенствъ (г) даетъ:

За2& . 102 К  . 103 +  С . 10 +  В
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и показываетъ, что разность:

К .  Ю2 +  С . 1 0 +  D — За2Ъ . 102 =  102 . (К  — За'Ъ) -(- С . 10 +  2}

должна быть положительною; для этого необходимо и достаточно, 
чтобы цЬлое положительное число (К  — 3а 2Ъ) не было отрицатель
ным^ т.-е. чтобы:

3а2Ь ^  К .

Принявъ во впиман1е, что Ъ есть число целое, не превышающее 9> 
изъ посл^дняго неравенства получимъ:

10. (h) 

Неравенства эти и доказываютъ теорему.
151. Зам^чаше. Для получешя точпаго значен1я цифры единицъ 

корня нужно испытать последовательно наибольшее значеше, полу
чаемое для этой цифры изъ неравенствъ (h), и числа объ одной цифре, 
менышя этого наиболыпаго значешя. Испыташя эти должны состоять, 
какъ показываютъ неравенства (д ), въ образованы куба памеченнаго 
корня; если этотъ кубъ не превысить даннаго числа N, т.-е. если удов
летворится первое изъ неравенствъ (д) ,  то удовлетворится и второе 
изъ этихъ неравенствъ, ибо испытывается значеше, не меньшее цифры 
единицъ; и тогда испытуемое значеше представить истинное зна
чеше цифры единицъ; если же кубъ намеченнаго корня превысить 
данное число, то уменыпаемь наибольшее значеше на единицу и 
опять производимъ испыташе.

Примгъръ. N  =  637231. Число десятковъ числа ] j ]  \/N  равно ] j ]  \/№ 7=  8 .

Для получешя цифры единицъ образовываемъ число i ?  =  (637 — 512)103 -f- 231, 
и число его сотенъ, равное 1252, делимъ на утроепный квадратъ числа десят
ковъ корня, т.-е. на 3 . 8 2 =  192; ц^лая часть частнаго, равная 6 , будетъ бол^е 
цифры единицъ корпя или же равна ей; испытываемъ 6 , составляя:

8 6 3 =  636056 <  Ny

следовательно число 6 представляетъ истинное значеше цифры единицъ корня, 
такъ  что:

^ 1 / 6 3 7 2 3 1  =  8 6 .

И легко, действительно, видеть, что

S6 3 <  637231 < 87* .
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§ IV. Метода извлечешя кубическаго корня, съ точностью до едивоцы, изъ
ц^лаго числа.

152. Д гъйспте, при помощи котораго находит ся кубическш  корень 
числа А, называет ся извлеченгемъ кубическаго корня изъ числа А.

Дадимъ методу извлечешя кубическаго кория изъ числа А, съ точ- 
аостью до единицы, съ недостаткомъ, при чемъ, на основанш предъ- 
идущаго, можемъ предполагать, что число А есть число целое (145). 
Метода эта, какъ увидимъ, основывается на предъидущихъ двухъ 
теоремахъ.

Данное целое положительное число А разобьемъ на грани отъ 
правой руки къ левой по три  цифры въ каждой грани; положимъ, 
•что число граней равно р .

Назовемъ буквами:

Np, Np—1, Np—a, . . . , Nv  N2, Nt ( l )

соответственно само число и числа, которыя получимъ, отбрасывая 
въ числе Np последовательно одну, две, три, . . . , р  — 3, р  -  2, 
р  — 1 грань, такъ что число Nt представитъ первую грань слева 
даннаго числа Np. Значки у чиселъ означаютъ числа граней, заключен- 
ныхъ въ соответственныхъ числахъ. Очевидно, что каждое изъ чиселъ 
ряда (1), въ отношенш своего непосредственно предшествующаго, пред
ставить число тысячъ, заключенныхъ въ этомъ предшествующемъ 
■числе.

Разсмотримъ рядъ чиселъ:

E V % , E V ^ * ..........Е Р Ж , Е $ Ж >  Е уЖ  (з)

и назовемъ числа десятковъ , заключенныхъ въ каждомъ изъ этихъ 
чиселъ, соответственно буквами:

®i > > • • • > в?—2, ар—1, 0. (2)

Последнее число есть 0, ибо Nt представляетъ трехзначное число, 

следовательно число: E p N x есть число однозначное.
Назовемъ цифры единицъ чиселъ ряда (2) соответственно буквами:

Хр , Хр—1 , Хр—2 ) * • • , X g , X jj  X^t

8



d p — l  

d p —  2

dp—3

d2

«1

Q

Теорема I I I  даетъ памъ слЪдуюпцй рядъ равенетвъ:

2  =  E V - ^ p =  d j • 1 0  - j - жр, 

ах —  E V N p -i =  а2 . 10 -j- Хр~ \,
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(

(I)

а 2 — Е  |/Np - 2  — а г . lO-j-л^—2 f

dp-8 =  ] j j  \ / N 3 =  dp-2 . 10 -{- #3 > 

dp—2 —  E  ]/-^2 =  1 • 10 “b  x 2 , 

Op—i —  E  V  N i —  Д/j, •

СдЬлавъ последовательная подстановки, найдемъ:]

= Е У Ж  = ^ «

=  E V n I  = ^ * ю  + * 2 ,

=  ^ =Хг. ю2 +ж2 • 10 +ж3,

(1)

(2>

(3)

(р—2) 

(р-1) 

(Р)

=  Е  \/Nv-2 = x, • 1 0 р" 3+ ж 2 • 1 0 р- 4+ ж 3 • Ю " -5+ . . .  + ж я -2 ,

=  Е  1 / ^ = * 1  • 1 0 р -2 + ж 2 • 3+ ^ 3  • 1Qp 3+  . . . + ® я - 2 • Ю + ж я -1, 

=  Е  =*1  • Ю я _ 1+ Ж 2 • 1 0 р- 2+ ж ,  • 1 0 p_8+ . . .  +ЖР-2  • Ю 2+ЖР_1 • 1 0 + а *

Последнее изъ этихъ равенетвъ показываетъ, что цифры #п ж3, 
ж3, . . .  , Жр_ь Хр суть цифры искомаго корня 2 .

Изложимъ методу определешя этихъ цифръ; для этого будутъ 
служить равенства (I), даваемыя теоремою III, и теорема IV.

Мы увидимъ, что, прилагая теорему IV , должны будемъ состав
лять сл'Ьдуюшдя разности:

д ^ д у - с » , . Ю + ж 2)3,
Д, =  •»; —  (*, • 10» +  *, . 10 +  Жз)1,
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и будемъ должны приписывать къ этимъ разностямъ соответственно: 
вторую грань даннаго числа, третью грань даннаго числа и т. д .; обра
зованный такимъ образомъ числа назовемъ соответственно буквами:

Л п В 2, -R3, . . .

Перейдемъ теперь къ изложешю методы.
1°. Первая цифра хх корня определяется непосредственно; она 

ест ь , какъ показываетъ последнее изъ равенствъ (I), кубическт  ко
рень, съ точностью до единицы, съ недостаткомъ, числа Niy т.-е. 
числа, образованнаго первою гранью, слгьва, даннаго числа

Лримгьръ. N3 =  22906304, Nz =  22906, Nt =  22; первая цифра искомаго 
корня равна числу /22, т.-е. равна 2, такъ что

E V %  =  2 .  Ю2 +  я2. 10 +  ж3.

2°. Переходимъ теперь къ определешю второй цифры х2 искомаго 
корня. Она, какъ показываетъ равенство (р — l ) -06 изъ равенствъ (I),

представляетъ цифру единицъ корня: J j} p N 2, число десятковъ ко-

тораго известно и равно хх.
Для определешя этой цифры единицъ поступаемъ по т еореш ъ IV, 

а именно:
Для получет я второй цифры корня вычитаемъ изъ числа тысячъ, 

заключающихся въ чи сл е N2, т .-е. изъ числа Nlt т .-е. изъ первой грани 
даннаго числа, квадратъ числа х1У т .-е. квадратъ найденной первой цифры 
корня; къ полученной разност и , т.-е. къ Дx= N x— хх2, приписываемъ 
вторую грань предложеннаго числа; число сотенъ образованнаго такимъ 
образомъ числа, т.-е. число R lt делимъ на утроенный квадратъ п ер 
вой цифры корня; принимаемъ ц ел ую  часть частнаго, если она не пре- 
вышаетъ 9, или принимаемъ 9, если эт а ц ел а я  часть превышаешь 9, 
за  вторую цифру х2 корня и составляемъ кубъ числа, образованнаго 
первыми двумя цифрами; если этотъ кубъ не превышаешь числа N2, 
то число х2 есть истинное значенье второй цифры искомаго корня; 
въ противномъ сл уч а е уменыиаемъ ею  пост епенно на единицу и д е -  
лаемъ указанныя испытанья до т езсъ поръ, пока эти испы т ат я не 
определят ь истиннаго значенья второй цифры корня.

Примпръ. N3 =  22906304, N2 =  22906, =  22, xt =  2. Составляемъ число: 
N1 — x13 =  22 — 8 =  14; приписываем ь следующую грань числа N3, т.-е- 
число 906; сотни образовавшагося числ" 14906, т.-е. число 149, делимъ на 
утроенный квадратъ первой цифры корня, т.-е. на число 22 . 3 =  12; ц^лая

8*
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часть частнаго равна 14, т.-е. более 9; испытываемъ 9, составляя число: 
293 =  24389; это число более jV2; следовательно, цш|ра 9 не годится;, испк- 
тываемъ 8, составляя число 283 =  21952; это число менее N*,, а потому цифра
8 хороша, и,' следовательно,

_ \
£* У 22906304 =  2 . 102 +  8 . 10 +  #3-

3°. Переходимъ къ определенно третьей цифры искомаго корня, 
т.-е. къ определешю х3. Она, какъ показываетъ равенство ( р  — 2)'ое
изъ равенствъ (I), представляетъ цифру единицъ корня: E V N z,

число десятковъ котораго известно и равно а Р - 2  =  я, . 10 +  ж2, т.-е. 
равно числу, образованному найденными двумя первыми цифрами 
искомаго корня.

Для получешя третьей цифры корня поступаемъ по теореме IV 
такимъ образомъ: вычитаемъ изъ числа тысячъ, заключающихся въ 
чи сл е N j ,  т.-е. изъ числа JV2, кубъ числа десятковъ , заключенныхъ въ

3  ______

т.-е. кубъ числа {хх . 10 +  х2), образованнаго найденными
двумя цифрами корня; къ полученной ра зност и  A 2=-N 2— {хх . 10 +  
+  ̂ 2) 3 приписываемъ третью грань даннаго числа и число сотенъ обра
зованнаго такимъ образомъ числа i?2 дплимъ на утроенный квадратъ 
числа, образованнаго первыми двумя цифрами корня, т .-е. на число: 
3(хх . 10 -г-г2)2; принимаемъ ц ел ую  часть частнаго, если она не пре
вышаешь 9, или принимаемъ 9, если и/гьлая часть частнаго превы
шаешь 9, за  третью цифру х3 корня и составляемъ число: (ж1 . 102 +  

х2 . 10 + Яд)8; если эт о число н е превысить N3, то число х3 пр ед 
ставить истинное значенье третьей цифры корня; въ противномъ 
случагь уменьшаемъ это число пост епенно на единицу и  дп>лаемъ ука- 
занныя испы т ат я до тгъхъ поръ, пока эти испытанья не определят ь  
истиннаго значенья третьей цифры корня.

Примпръ. N 3 — 22906304, iV2 =  22906, x t =  2, ;r2 =  8. Составляемъ: Д2 =  
=  N3 — 283 =  954, В 2 =  954304.

Принимаемъ: хЛ =  Е ~ ^~ ^~ Е $^->  =  4 и составляемъ число: 284*;оно

равно 22906304, т.-е. равно числу N3. Это показываетъ не только, что цифра 4 
хороша, но еще, что данное число N3 есть кубъ своего корня, т.-е. числа 284. 
И въ самомъ деле,

2843 =  22906304 < 28 5 3.

4°. Совершенно подобнымъ ж е образомъ, пользуясь равенствами  (I) и 
теоремою IY, о/пределяемъ осталтыя цифры искомаго корня.
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*  153. Теорема. Остатокъ, получаемый при извлеченги кубическаю  
корня, не превышаешь никогда утроеннаго квадрата корня, сложеннаго 
съ утроеннымъ корнемъ.

Пусть, въ самомъ деле, N и В  представляютъ соответственно цЬ- 
лое число и его куби четй  корень, съ точностью до единицы, съ не
достаткомъ. Остатокъ д М сгая  есть разность N — JR3. Разность эта 
менее 3it!2-f- 322 + ибо если бы эта разность была не менее 
3jR2 +  3i? +  l ,  то N было бы не менее i23-|-3J?2 +  3R  - f  1, т.-е. не 
менее (R - j - 1)3, и тогда кубическШ корень N  былъ бы не менее jR-J- 1.

Замечан1е. Случается иногда, что привычка въ вычислешяхъ 
позволяетъ предвидеть, что испытуемая цифра слишкомъ велика; 
уменыпаемъ ее непосредственно на одну или несколько единицъ. 
Испытывая ее после уменыпешя, мы можемъ убедиться, велика она 
или нетъ. Если она слишкомъ мала, то соответствующей остатокъ 
превысить утроенный квадратъ числа, образованнаго найденными уже 
цифрами корня, сложеннаго съ утроеннымъ числомъ.

§ У. Расположетя действ!я.

I
154. Возьмемъ для примера число 439496045227 и приложимъ къ 

нему предъидущее правило.
Вычислешя располагаются обыкновенно такимъ образомъ:

439496045227| 7603 
96496 Т 4 7

520045 17328 
520045227 1732800

О

1°. Разбиваемъ число на грани по три цифры въ каждой грани; 
число граней равно 4, а потому корень состоитъ изъ четырехъ цифръ.

2°. КубическШ корень последней грани, т.*е. 439, съ точностью 
до единицы, съ недостаткомъ, есть 7; 7 представляетъ, следовательно, 
первую цифру корня.

3°. Вычитаемъ изъ первой грани кубъ первой цифры корня, т.-е. 
343, къ остатку 96 приписываемъ следующую грань 496 и число сотенъ 
образовавшагося числа, т.-е. 964, делимъ на утроенный квадратъ 
первой цифры корня, т.-е. на 147. Частное 6 равно второй цифре 
корня или же более ея.
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4°. Для испыташя цифры 6 пишемъ ее направо отъ первой 
цифры и составляемъ кубъ числа 76. Такъ какъ этотъ кубъ, рав
ный 438976, можетъ вычитаться изъ числа, образованнаго первыми 
двумя гранями, т.-е. изъ числа 439496, и даетъ въ остатке 520, то 
цифра б хороша.

5°. Къ остатку 520 цриписываемъ справа третью грань, т.-е. 045,. 
и делимъ число сотенъ образованнаго числа, т.-е число 5200, на 
утроенный квадратъ числа, образованнаго найденными двумя цифрами 
корня, т.-е. на число 17328; целая часть частнаго равна нулю, и, 
слЬдовательно, третья цифра корня есть 0.

6°. Вычитаемъ изъ числа, образованнаго первыми тремя гранями 
слева, т.-е. изъ числа 439496045, кубъ числа, образованиаго первыми 
тремя цифрами корня, т.-е. кубъ числа 760, равный 438976000; къ по
лученному остатку приписываемъ справа последнюю грань, т.-е. 227. 
и число сотенъ образованнаго такимъ образомъ числа, т.-е. число 
5200452, делимъ на утроенный квадратъ числа, образованнаго первыми 
тремя цифрами корня, т.-е. на число 1732800. Целая часть частнаго 3 
равна четвертой цифре корня или же более ея.

7°. Для испыташя цифры 3 пишемъ ее направо отъ числа, обра
зованнаго первыми тремя цифрами корня, и составляемъ кубъ числа 
7603. Такъ какъ этотъ кубъ равенъ 439496045227, т.-е. равенъ са
мому числу, то цифра 3 хороша. Искомый корень есть, следовательно, 
число 7603. Остатокъ, равный нулю, показываетъ, что данное числ>' 
представляетъ кубъ корня.

§ VI. Кубичесие корпи съ дайною точностью.

X X 1155. Две дроби и — , съ одинаковымъ знаменателемъ п, чи

слители которыхъ суть два последовательныхъ целыхъ числа, удо
влетворяют^ хъ неравенствамъ:

называются кубическими корнями числа А съ точностью до при 

чемъ первая дробь называется корнемъ съ недостаткомъ вторая — кор- 
немъ съ избыткомъ.
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Найдемъ числа х и х + 1 ,  удовлетворяющая иредъидущимъ не- 
равенствамъ, или, что то же, неравенствамъ:

* ! <  л (ж +  1)3
П 3 п 3 '

Умноживъ обе части каждаго изъ этихъ неравенствъ на положи
тельное число и3, получаемъ равносильная неравенства:

х3 ^  Л  . п3 <  (ж 1)3.

Эти неравенства говорятъ наыъ, что искомая цЪлыя числа: х и 
{х-\-1) суть кубичесше корни числа съ точностью до 1, т.-е., 
согласно съ вишеданными обозначешями,

х =  E ' f y  Ап*, х +  1 =  Е  \/ Л п3 +  1.

Мы можемъ, следовательно, сказать:

Кубическъе корни числа А, съ точностью до —, суть кубическъе7Ь
корни числа А п3, съ точностью до единицы, разделенные на п. Извлечь 

кубическШ корень съ точностью до ~  изъ числа А  значить найти

его кубическШ корень, съ точностью до — , съ недостаткомъ.УЬ

73Примгьръ. Требуется извлечь кубическШ корень изъ — съ точностьюО
1 73 4до — . Умножаемъ —  на 343, т.-е. на кубъ 7; произведете равно 5067

кубическш корень его, съ т о ч н о с т ь ю  д о  единица, съ недостаткомъ, равенъ 17.

Отсюда сл^дуетъ, что кубическШ корепь у ,  съ точностью до съ недо-

17
статкомъ, есть -у.

156. ЗазгЬчаше. Если знаменатель дроби есть полнай кубъ bz, 

то, для получешя ея кубическаго корня съ точностью до до

статочно извлечь кубическШ корень съ точностью до единицы изъ 
числителя и разделить результатъ на знаменателя Ъ. И въ самомъ

Д'Ьле, для извлечен!я кубическаго корня съ точностью до -у- изъ дроби

-ур должно (155) умножить ~  на Ъ3, извлечь кубическШ корень

изъ произведешя а, съ точностью до единицы, и разделить резуль
тата на Ъ.
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/
Если степень приближешя не назначена, то, для извлечешя ку

бическаго корня изъ дроби, очень часто приводятъ знаменателя к ъ  
полному кубу и пользуются загЬмъ предъидущимъ замйчатемъ. Для 
этого приведешя достаточно умножить оба члена дроби на квадратъ 
знаменателя.

Примгъръ. Дана дробь Прпводимъ ее къ виду =  куби-О О 1̂ 0
1 1 2  ■ ческш корень ея, съ точностью до -г-, съ недостаткомъ, равенъО о

Иногда знаменатель приводится къ кубу умножешемъ членовъ 
дроби на число, меньшее квадрата знаменателя. И въ самомъ Д'Ьл'Ь, 
достаточно умножить знаменателя на такое число, чтобы его простые 
множители получили показателей, делящихся на 3; мы достигнемъ 
этого, если умножимъ знаменателя на произведете простыхъ множи
телей, показатели которыхъ им-Ьготъ форму Зп +  2, и на квадратъ \

4 произведешя гЬхъ простыхъ мпожителей, показатели которыхъ им'Ьютъ 
форму Зм -f- 1.

197 197Примгъръ. Дава дробь =  ;
360 23 . З2 . 5

Приведемъ знаменателя къ полному кубу, если умножимъ оба 

члена дроби на 3 . 52. Дробь обратится въ =  щ р

Для получешя ея кубическаго корня, съ точностью до 
извлекаемъ кубичешй корень, съ точностью до единицы, изъ чи
слителя, 14775, и результатъ, 24, дЬлимъ на знаменателя 30, что 

24
дастъ gQ#

157. Вычисление кубическаго корня съ точностью до ^ » .

Положимъ, что число N, кубичесюй корень котораго вычисляетсяг 
выражено десятичною дробью.

Для извлечешя корня, съ точностью до должно умножить

число N  на 10зп, извлечь, съ точностью до единицы, кубичесшй корень 
изъ произведешя и результатъ разделить на 10”. Для того, чтобы 
умножить N  на 10зи, переносимъ запятую на Зп знаковъ вправо, 
а для получешя корня, съ точностью до единицы, извлекаемъ ко
рень изъ ц£лой части. Итакъ, для определенъя кубическаго корня

числа N , съ точностью до достаточно знать Зп первыхъ де

сятичныхъ знака числа N , представленного въ виде десятичной 
дроби.
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У пражне н i я.

I. Дано ц^лое число. Какпмъ образомъ можно убедиться въ томъ, что 
число это представляетъ разность двухъ иосл'Ьдовательныхъ кубовъ, и 
найти эти кубы?

I I .  о и Ъ означаютъ два какихъ нп есть числа. Вонросъ состоять въ 
сл'Ьдующемъ: число Ь8 -f- а*Ь2 +  а2Ь4 Ъ6 6o.rfee или мен^е куба числа

I I I .  Сумма кубовъ иосл'Ьдовательныхъ цЬлыхъ чиселъ, пачиная съ еди
ницы, равна квадрату суммы этихъ чиселъ.

IV . Если два ц'Ьлыхъ числа А и Б  обладаютъ однимь и гЪмъ же числомъ. 
цифръ, при чемъ бол^е половины цпфръ сл^ва общихъ, то

(а2 +  Ь2)?

У . Поварить равенство:
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Основашя учеш я о предйлахъ. Ирращональныя числа. 
Непрерывныя дроби.

§ 1. Понятие о предал!.. ПримЬры. Теоремы.

158. Ращональныя числа. Ращональными числами называются 
числа ц'Ьлня, включая сюда и нуль, и дроби, числители и знамена
тели которыхъ суть ц£лыя числа; рацюнальное число можетъ быть 
иоложительнымъ и отрицательными

Действ1я сложешя, вычиташя, умножешя, делешя и возвышешя 
въ целую степень, производимыя надъ числами ращональными, при- 
водятъ всегда къ числамъ ращональнымъ и не требуютъ, сле
довательно, никакихъ новыхъ представлешй о числе. Извлечете 
же корня етговой степени изъ рацшнальнаго числа А , т.-е. нахожде- 
Hie такого числа, ж 'овая степень котораго равнялась бы числу А , 
потребуете иногда отъ насъ новыхъ представленш о числе. И въ са
момъ деле, если заданное положительное число А  представляетъ изъ 
себя ш-°вую степень числа В , то корень т 'оьой степени изъ числа А  
представляется именно числомъ В .  т.*е. входите въ категорш рацю- 
нальныхъ чиселъ. Если же число А  не представляетъ изъ себя т ' ой сте
пени никакого рацшнальнаго числа, то корень долженъ быть разсмат- 
риваемъ, какъ число бсобой природы. Это число входитъ въ ка- 
Teropiro такъ называеыыхъ иррацгональныхг чиселъ. Представлеше 
объ иррацюнальномъ числе составляется при помощи поня^я о 
пределе.
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151) Понят1е о пред'Ьл'Ь. Разсмотримъ неограниченный рядъ ра- 
цюнальныхъ чиселъ:

( 1 )  t # 3  , • • • > Хпу  . . . .  Хп-\-р 1 . . . ,

следующихъ другъ за другомъ по некоторому определенному закону, 
такъ что мы можемъ вычислить каждое число этого ряда, если бу- 
демъ знать нумеръ места, занимаемаго этимъ числомъ въ ряде.

Положимъ, что X  означаешь каждое изъ чиселъ этого ряда; X  
называется переменнымъ числомъ, при чемъ числа ряда называются 
значешями этого переменнаго числа, и та последовательность, въ ко
торой числа ряда (1) следуютъ другъ за другомъ, указываетъ на после
довательность изменешй, претерпеваемыхъ переменнымъ числомъ X . 
Если мы въ числе хп ряда будемъ понимать подъ знакомъ п целое, 
положительное число, принимающее значешя: 1, 2, 3, 4, . . . , то 
можемъ писать:

X  =  Хп.

Возьмемъ какое-нибудь определенное рацюнальное число L  и 
разсмотримъ разность:

L  — xn.

Если для всякаго положительнаго числа г, какъ бы оно ни было мало, 
можно указать такое целое положительное число а, что , для значенгя 
значка п, равнаго а, и для значетя значка п, большаю а, модуль раз
ности ( L  — Хп) будетъ менгье г ,’ то  говорятъ, что переменное число 
хп стремится къ пределу, при чемъ число L  называютъ пределомъ 
переменнаго числа.

Это же определеше выражаютъ иногда такимъ образомъ:
Если модуль разности ( L  — ж„), начиная съ некотораго п, стано

вится и продолжаетъ быть менее всякаго заданнаю положительнаго 
числа е, какъ бы оно ни было мало, то переменное число хп стремится 
къ пределу, при чемъ число L  называютъ пределомъ переменнаго 
числа.

Вместо того, чтобы говорить, что число х» стремится къ пределу, 
равному L ,  часто пишутъ:

lim  (жп)п—оо — L ,
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где знакъ lim означаете три начальный буквы слова limite (пред'блъ), 
а значекъ п =  оо означаетъ, что въ разности L  — Хп число п за
меняется последовательно числами ряда:

1. 2, 3, 4, 5, . . .

Если для даннаго ряда (1) не существуетъ никакого числа, обла
дающая указаннымъ свойствомъ, то говорить, что переменное число 
Хп не стремится къ пределу.

Вместо того, чтобы говорить: число хп стремится къ пределу, 
говорятъ иногда условно: рядъ (1) имеетъ пред^лъ.

Если число L  =  О, то говорятъ, что переменное число хп безко
нечно мало. Въ  этомъ случае разность:

L  —  хп \

обращается въ (— хп), и, следовательно, ея модуль обращается въ мо
дуль числа Хп, такъ что мы можемъ сказать, что переменное число 
Хп есть число безконечно малое, если модуль его становится и продол
жаетъ быть менее всякаго заданнаго положительнаю числа е, какъ 
бы оно ни было мало.

Если переменное число хп таково, что модуль его становится и 
продолжаетъ быть более всякаго заданнаго положительнаго числа о>, 
какъ бы это число ни было велико, то говорятъ, что число хп есть 
безконечно большое число.

С /

160. Примеры:

1°. Положимъ, что рядъ (1) есть:

’ 2 ' 3 » • • • ♦ * *  я  +  1* ‘ * •

Здесь Хп —  ^г, и очевидно, что Ит(хп)п = <х> =  0.7Ь
2°. Разсмотримъ рядъ:

( « 1  —  « а ) ,  ( « 1  —  а 2) +  К  —  а з)> ( « 1  —  а г )  +  ( « 2  —  а з) +  ( а з  —  ,

при чемъ: Zm(an)« = со =  0.
Очевидно, что этотъ рядъ имеетъ пределомъ ап ибо переменная 

разность a j— хп принимаетъ значешя:

®2 ■ * . » » • • • >  • • ,
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т.-е. модуль ея становится и продолжаетъ быть менее всякаго поло
жительна™ числа, какъ бы оно ни было мало.

СдЪлавъ въ предъидущемъ рядЬ:

1 1 1 1 
ai 1» аз “  2 ? Яз 3 ’ ’ ' * ’ — ~п~’ ’ ’ ’

придемъ къ заключенш, что переменное число хн, принимающее 
значешя:

1 1 . 1  1 . 1 , 1 ,  1
1 . 2’ 1 . 2  1 2 . 3»  * * ’ 1 . 2  ‘ 2 . 3 ' 3 . 4 ‘ * * ф + 1 ) Т .  •• •

стремится къ пределу, равному единице.
Положи въ:

_J_ _  1 „ _  1 _  1
ai —  2 ’ ** —  2 . 3» “ 3 ”  2 . 5’ • * * ’ —  2(2»»—i) ’ * * '  ’

придемъ къ заключенш, что рядъ:

J _  - L  +  J _  J _ _ | _ _ L _ l _ _ L
5 > Я I 1R > * * * » Я  Г  i s  T  ад1 5 ’ * ’ ' ’ 3 1 15 1 35 1 • ' ’ 1 (2n-i)(2n+x) ’ ‘ * • ’

стремится къ пределу, равному

3°. Переменное число хп, принимающее значешя:

X- (х+х)’ (х + х + х)> (х + х + х+х)’ • • • ’
если число безконечно большое.

И въ самомъ д*ле, идя, по этому ряду, отъ левой руки къ пра
вой, мы будемъ встречать числа;

х + (х + х)’ х+(х+х)+(х+х+х+х)> • • • ’
каждое слагаемое которыхъ будетъ не менее - j- , при чемъ число

слагаемыхъ будетъ неопределенно возрастать, такъ что числа нашего 
ряда превзойдутъ всякое напередъ заданное число, какъ бы оно ни 
было велико.



' А4°. Разсмотримъ дробь -р, числитель и знаменатель которой суть

переменный числа, принимающ1я соответственно значешя:

1̂ 1 *̂ 2J 3̂ > • • • > > • • •

2/i* У2 * Ун • • • * 2/*»» • * •

Сама дробь представить переменное число, принимающее зна
чешя:

*̂ 2 ^3
2/1 ’ ^2 ’ ^3 * * * * ’ Уп ’ ’ ‘ *

N
Если Ж зй(жп)<а, начиная съ некотораго м, где а определенное 

число, при чемъ Mod(yn) безконечно малъ, то легко показать, что,-
( х \ 1-2- . >  Ш, где О) СКОЛЬ угодно б0ЛЬШ0е 

Уп J

положительное число. И въ самомъ деле, неравенство: Mod (— ) > ш
\ Уп /

последовательно даетъ следующая неравенства:

>  МоЛ^  >  ш • ® • w w  <  л ы ы >  

л м м  <

или, наконецъ,

Л Ы (у .)  <  -2-.

Это же неравенство удовлетворяется, начиная съ некотораго и. 

Итакъ, переменное число { ^ - j  безконечно велико.

Говорятъ иногда условно, что частное стремится къ безконеч- 

Аности, и пишутъ: — = о о .

5°. Рядъ:

1, 1 —  1, 1 —  1 + 1 ,  1 —  1 +  1 —  1. . .  .

не стремится ни къ какому пределу.
6°. Разсмотримъ рядъ:
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где В  и у суть данныя числа, при чемъ Mod (у) более единицы. 
Легко показать, что переменное число

хп =  В у п

безконечно велико, т.-е., его модуль, начиная съ некотораго п, стано
вится и продолжаетъ быть более всякаго положительнаго числа и>. 
какъ бы оно ни было велико.

Докажемъ это. Положимъ, что

Mod у —  1 -(-8,

где 8 положительное число. Напишемъ следующее тождество:

а ± ^ -  =  ^ Щ ^ Г 1 =  ( 1 + 8 ) " - , +  (1 +  8)”- ! '+  . . . +

+  0 + » )  +  1.

Такъ какъ число слагаемыхъ въ сумме, помещенной во второй 
части равенства, равно п, при чемъ каждое слагаемое более единицы,, 
за исключешемъ последняго, которое равно единице, то сумма эта 
более п, и, следовательно,

— ^ ----- - >  и, откуда (1 -f- 8)и >  1 -j-wS, т.-е.

M od(BijH) >  (1 +  пЬ) . M od(B).

Взявъ для п целое и положительное число, удовлетворяющее нера
венству:

— ------ 1
(1 +  пЬ) . Mod [В )  >  «>, т.-е. п >  ----- ,

мы увидимъ, что для этого значешя п и для веехъ значешй, еле- 
дующихъ за нимъ, будетъ иметь место неравенство:

M od(Byn) >  и),
ч. и т. д.

7°. Разсмотримъ рядъ:

Сх, Сх2, Сх?, . . . , Схп, . . . ,

где С и х суть данныя числа, при чемъ Mod(x) мепее единицы. 
Покажемъ, что переменное число Схп безконечно мало, т.-е. его
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модуль становится и продолжаетъ быть менее всякаго положитель- 
наго е, какъ бы оно ни было мало.

0  въ самомъ д^лй, положимъ, что Modx =  где M od(y)>\y

-отсюда

Мы доказали, что, начиная съ некотораго п, всегда можно удовле* 
творить неравенству:

M od{Byn) >  — , или щ >Щ (Щ  >  7 -, откуда Mod(Cxn) <  г, 

ч . и т. д.

8°. Разсмотримъ рядъ:

а(1 — х) а(1 — х2) а( 1 — а”)
^  =  .........................  ..........

или, что то же, рядъ:

.# != «, ж2=а-|-ая;, = « —{— . . . ,  хп=а-\-ах-\- . . .  - f -ахп~г, . . . ,

где а и х суть данныя числа.
Покажемъ, что если Mod{x) <  1, то рядъ стремится къ пределу,

аравному -1~ - , т.-е. покажемъ, что

1 - Я  L 1 — Ж Jn =  oo

Для доказательства напишемъ тождество:

Ч ^ - ^ - М р з 1 4

Мы сейчасъ доказали, что если Mod{x) <  1, то #nj ,

при неопределенномъ возрастали и, стремится къ нулю; отсюда, на 
основанш понятся о пределе, заключаемъ, что постоянное число

2~£ .з  есть пределъ переменнаго числа а ^-~ ^   ̂ при ю =  «э.

128 кн и га  i .
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Нредъидущш прянЪръ позволяешь намъ разсматривать всякое 
заданное рацгональное число Р, какъ предель некотораго перемни- 
наго радюнальнаго числа. И въ самомъ дЬя^, нанишемъ равенство:

Р  =  —1 — х

и возьмемъ для х какое ни есть радюнальное значеше, лишь бы 
только Modx <  1. Лредъидущее равенство намъ дастъ:

а =  Р(1 — х),

Р  =  =  Um р 7 = р ] .  = „  = lim  [ Р <* -  * ’ > ]„=„•

Взявъ, паиримЬръ, Р =  2 и х = ~ ,  найдемъ, что число 2 есть предЬлъ 

ряда рапдональныхъ чиселъ:

2̂  1_ 15
1, з 1 4 , 8 , • • •

Взявъ для х другое значеше, мы получимъ иной рядъ чиселъ, который, 
однако, будетъ опять таки стремиться къ 2.

Предъидушди примЬръ имеетъ npnMtHeuic при обращенш перюдическихъ 
дробей въ обыкновенныя. Пусть, въ самомъ д̂ лй, дана простая перюдиче- 
ская дробь

О, ЬЬЬ . . . ,

гд-Ь буква Ь означаетъ перюдъ, состояшдй изъ р цифръ.
Эта дробь можетъ быть разематрпваема, какъ предЬлъ чиселъ ряда:

Ь Ь , Ъ Ъ . Ъ . Ъ 
*Т* 1А2Р I1 ( ) Р >  1 0 Р  |  1 0 2 Р >  1 0 Я  1 1 Q 2 P  Т  Ю З Р  * ‘  * '

СдЬлавъ въ предъидущихъ формулах!»: а =  ^  и х =  — найдемъ для пре

дала нашего ряда число:

_А_
10р 6

Итакъ

. ___1_ 1()Р — 1*
КУ

о, ъьъ . . . = 1(jpbzri-

Этотъ же резулыатъ получается п въ ариометпк'Ь.
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161. П о н я т  о предал’!), данное выше, позволить теперь рас
ширить наши представлешя о числ^. Для этой цели докажемъ сле
дующую теорему.

Теорема. Если переменное рацгональное число X , принимая,-при 
своемъ изменети, неограниченный рядъ значенш:

х\ I %2> ) • . . ) ОСп j . . . , Хн-\-р, • • . ,

стремится къ пределу L ,  то модуль разности

З ' П + Р -----Х п )

при неопределснномъ возрастанш п и при всякомъ целомъ и поло- 
жительномъ р, стремится къ нулю.

По условш теоремы и изъ п о н я т ' о пределЬ имеемъ, что 
M o d (L — Жи), начиная съ некотораго п, становится и продолжаетъ

быть менее ГД'Ь е сколь угодно малое положительное число. Итакъ,

при достаточно болыпомъ п и при всякомъ р, получимъ слЬдующихъ 
два неравенства:

Mod(L — хп) <  , M od(L — х п+Р) <

Хп-)- Х п  = =  ( L  —  J'n) —  ( I j —  Хп-\-р) ,

следовательно

Mod(xu+r — хп) ^  M od(L — Хп-\ р) -f- M od{L — #„), 

а потому, при достаточно болыпомъ п и при всякомъ р, будемъ иметь:

Mod(xn+ r —■ хп) <  е.

Неравенство это и доказываетъ теорему.

162. Предъидущая теорема даетъ намъ необходимое услов1е суще- 
ствовашя предела для переменнаго числа X  при назначенномъ за
коне изменешй.

Достаточность этого услов!я мы примемъ, какъ постулатъ, какъ 
допущете, какъ принципъ, какъ акстму.
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Донущенш. Если переменное рацгональное число X , изменяясь, 
принимаетъ неограниченный рядъ такихъ значенш:

стремится къ нулю при неопределенномъ возрастании п и при вся
комъ целомъ положительномъ р, то  это число стремится къ пределу.

103. Для того, чтобы получить ясное представлеше о смысл-Ь 
предъидущаго допущешя, разсмотримъ нйкоторыя свойства чиселъ 
ряда:

удовлетворяющихъ условш, по которому модуль разности {хп + г — х»), 
съ неопред$леннымъ возрасташемъ п, при всякомъ целомъ и положи
тельномъ р, стремится къ нулю.

104:. Докажемъ, во первыхъ, что модули чисслъ этого ряда не воз- 
растаютъ неопределенно, т.-е остаются жнее некотораго рацгональ- 
наю положительнаго числа А.

И въ самомъ д4лй, по условш имеемъ:

при всякомъ значенш е, начиная съ некотораго п и при всякомъ 
ц'Ьломъ и положительномъ р.

Если разность (a;n+ P — хп) положительная, то

(1 )

при которыхъ модуль разности:

Хп-{~р Хп

Mod(xn+p — #п) <  е,

откуда

Хп  —  е Хп-\-р '‘С Хп £ • (а)

Если же разность (xn+j. — х п) отрицательная, то
ч

(а)



Неравенства (а) говорить намъ, что все числа ряда, начи
ная съ хп , заключены между двумя ращональными числами

хп — е и хп -\-в, разность между которыми равна 2е ^напримеръ, 

положимъ, что назначено е =  -^-и пусть M od(x„+p— на

чиная съ »  =  3 1 , -т.-е. начиная съ числа х31, которое, положимъ, 
равно 15; тогда все числа ж31, хи , х23, . . . заключены между 15 —

1 I 1— 2q и 1 5 + 2 0 »  т *’е* заключены межДУ Двумя числами, разность между 

которыми равна .

Очевидно, что модуль каждаго изъ чиселъ нашего ряда не пре
вышаешь радюнальнаго положительнаго числа А, где А  есть наи- 
болышй изъ модулей чиселъ:

*̂ i 1 2̂ J *3, • . . , Хп — 11 Хп, Хп —— £ •

165. Докажемъ, во вторыхъ, что если рядъ:

t ^2» * * * > *̂ П» • • • » Я»+Р 5 • • •

не имеетъ пределомъ нуля, то  числа ряда, начиная съ некотораго, 
принимаютъ одинъ и тотъ же знакъ, т.-е. или все становятся поло
жительными или все становятся отрицательными, при чемъ модули 
ихъ остаются более некотораго положительнаго числа.

Мы им^ли неравенства:

(а) хп —  е <  Хп+р <  хп +  г.

Они говорятъ, что если два числа: хп — е и #п +  & прюбр1>таютъ 
одинъ и тотъ же знакъ при некоторомъ е и при соответствующемъ 
ему хп, то очевидно, что числа:

ОСн j 1 j • • • ) f • • •

суть или числа положительныя, или числа отрицателышя, при чемъ каж- 
дый изъ модулей этихъ чиселъ будетъ более некотораго положительпаго

числа. £ Напримеръ, если при е =  ^  соответствующей ему членъ есть 

ж500, равный, положимъ, — то
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10 20 ^  500+р̂  10 ' 20»
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т.-е . число #500 и все следующш за нимъ будутъ отрица

тельный

Но положимъ, что, при безпред'Ьльномъ уменыпеши г, числа хп— е 
и хп -\-е остаются различныхъ знаковъ, такъ что:

Хп +  е >  0, х п —  е <  О,

тогда

—  е <  хп <  е. (Ъ)

Неравепства (а), при помощи неравенствъ (&), могутъ написаться 
такимъ образомъ:

2 6 Xn-\-j> ^  2 е ,

т.-е.

Mod(xn+P) <  2 е; . -

это неравенство говорить, что Mod(xn+ p) стремится къ нулю, что 
противоречить услов1ю.

166. Доказанный теоремы (164, 165) достаточно выясняютъ наше 
допущеше (162).

И въ самомъ д^ е , теорема (165) показываетъ намъ, что все числа 
разсматриваемаго ряда, начиная съ некотораго, становятся и про- 
должаютъ быть или все положительными, или все отрицательными; 
теорема же (164) говорить, что все числа нашего ряда, начиная съ 
некотораго п, заключены между двумя конечными числами, разность 
между которыми можетъ быть сделана сколь угодно малою.

Эти две теоремы позволяютъ интерпретировать наше допущеше 
геометрически.

И въ самомъ деле, разсмотримъ нашъ рядъ съ того числа, съ 
котораго все числа становятся одного и того же знака; отнесемъ 
каждое изъ чиселъ къ какой-нибуь единице линейной меры и вообра- 
зимъ каждое изъ нихъ отложеннымъ па неопределенной прямой отъ 
некоторой определенной точки; концы всехъ длинъ, начиная съ не
которой, упадутъ между концами двухъ конечныхъ длинъ, при чемъ 
концы этихъ двухъ последнихъ длинъ могутъ быть приближены другъ 
къ другу сколь угодно близко. Это показываетъ, что концы всехъ длинъ 
нашего ряда стремятся къ некоторой вполне определенной точке, 
лежащей на конечномъ разстоянш отъ начала. Отрезокъ примой, 
заключенный между началомъ и этою определенною точкою, и есть 
пределъ, къ которому стремнтсй длины нашего рнда.
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167. Положительное и отрицательное ирращональеое число.
Если рядъ (1) удовлетворяетъ необходимому и достаточному усло- 
вш существовала предала, но ращональнаго предала не существуетъ, 
то пред$лъ разсматривается, какъ число особой природы, входящее 
въ категорш такъ называемыхъ ирращональныхъ чиселъ. Числу 
этому можетъ быть присвоиваемъ въ каждомъ частномъ случай при
личествующей знакъ. Число это называется положительным*, если 
числа ряда (1) становятся и продолжаютъ быть более некотораго 
определенная положительная ращональнаго числа Л ; оно назы
вается отридательнымъ, если числа этого ряда становятся и продол
жаютъ быть менее некотораго определенная отрицательная ращо* 
нальнаго числа В .  Если рядъ (1) не имеетъ пределомъ нуля, то 
одно изъ этихъ обстоятельствъ непременно случится (165).

168. Равный и неравныя нрращональныя числа. Прежде чемъ 
пристунимъ къ производству действШ надъ числами ирращойальпыми, 
условимся, что мы будемъ понимать подъ равными и неравными ирра- 
цхоналъными числами.

Положимъ, что два числа I  и I  определены соответственно, 
какъ пределы рядовъ ращональныхъ чиселъ:

у > а2 у • • • j tin ? • • • у &п-\-р 1 • • •

&1, ь„ Ъ3, . . • , Ьп, . • • , Ъп+р, • . .

Заметимъ, что рядъ: 

а̂  j  а2 2̂1 . . . , an , • . • , an-\-v " , • • . 

стремится къ пределу; и въ самомъ деле,

(®п+Я ((In Ьп) («п+р ■" (In) &«);

по, начиная съ некотораго п,

Mod (an -f- р (in) <  ~2 > Mod(bn -j-р Ьп) ^  тг»

где е сколь угодно малое число; следовательпо, начиная съ некото
раго п и при всякомъ р ,

( L )

(М )

Mod\_{an + ji —  Ъп + р) —  (ап — &„)] <  е.
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Будемъ называть:

1°. Числа L  и М  равными тогда и только тогда, когда пределъ 
числа (ап —  Ъп) есть нуль.

2°. Число L  большимъ числа М  тогда и только тогда, когда 
пределъ числа (ап —  Ъп) положителенъ (167).

3°. Число L  меньшимъ числа М  тогда и только тогда, когда 
пределъ числа (ап — Ъп) отрицателенъ.

169. Зам Ьчашя. 1°. Заметимъ, что если числа L  и Ж  суть числа 
рацюнальныя, то, при L  =  Ж, разность (а„ —  Ъп\ съ возрасташемъ п 
до безконечности, действительно стремится къ нулю, и обратно.

И въ самомъ д'ЬлЪ, имеемъ, при условш L  =  М,

Д — йп Ъп — (Ъ Т— hn) ( L  ««); 

но, начиная съ некотораго п,

I
M o d{M —  Ъп) < ^ ,  M od(L  — ап) <  -J ,

где е сколь угодно малое положительное число; следовательно., и 
подавно:

M o d A < ~ - \ - ^ ,  т.-е. M o d b < z .

Обратно,

L  —  M = ( L  —  «») — (М  — Ъп) -J- (а» —  Ъп) ; 

но, начиная съ некотораго п,

Mod(M Ън) ^  "g * j M o d(L ( in )  , Mod(ап Ъп) ?

следовательно, и подавно:

M o d ( L ~ M ) < - ^ - \ - ~ - { - ~ ,  т.-е. M o d {L —  M ) < e .

Такъ какъ M o d (L  — М ) есть число постоянное, то последнее не
равенство требуетъ, чтобы этотъ модуль былъ равенъ нулю, т.-е. тре* 
буетъ, чтобы L  =  М .
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2°. ЗамЪтимъ во вторыхъ, что если числа L  и М  суть числа 
рацюнальныя, то, при L  >  М , разность (а„ —  Ъп), при достаточно 
болыпомъ п, действительно становится и продолжаетъ быть более 
одного и того же положительнаго числа, и обратно. И въ самомъ 
деле, положимъ, что L  >  М , такъ что

L  =  M + k ,

где /с некоторое положительное число.

Имеемъ:

Д — ( in  bn — (-М" Ъп) —-• (L  №») ~{— 1с j 

но, пачиная съ некотораго ю,

Жой(М—  Ь«) <  у ,  -  а*) <  у ,

следовательно,

Жо<*[(Ж —  Ьи) — (X  — On)] <  1с,

т.-е. Д, при достаточно болыпомъ м, становится и продолжаетъ быть 
бол^е одного и того же положительнаго числа.

Обратно,

L  — M = ( L  — On) — ( М — Ъп) +  (а» -  ЪпУ,

g
но, начиная съ некотораго п, ап — Ъп >  Р, той ( L  —  а„) <  

mod(M—  Ьп) гдъ Р положительное число; следовательпо, L  — М

становится и продолжаетъ быть более одного и того же положитель
наго числа, т.-е. L  —  М , какъ постоянное число, есть число поло
жительное.

3°. Заметимъ въ третьихъ, что разсуждешями, аналогичными 
предъидущимъ, покажемъ, что если числа L  и Ы  суть числа рацю
нальныя, то, при L  <  М , разность (а* — Ъ„), при достаточно боль- 
шомъ п, действительно становится и продолжаетъ быть менее одного 
и того же отрицательнаго числа, и обратно.

Эти три замечашя показываютъ намъ, что те еоглатпешя, которыя 
мы сделали отпосительпо равепства и неравенства чиселъ L  и М, не
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противоречат поштямъ о равенстве и неравенстве рацюнальныхъ 
чиселъ.

170. Устаповивъ предъидутщя понят1я о равенстве и неравенстве 
двухъ ирращональныхъ чиселъ, докажемъ следующую теорему.

Теорема. Если ряды:

> * ‘  •  У » •  •  •  > & * - \ - р  » •  • •  »

1̂ » 2̂ » • • • » • • • » Н̂+Р » • • ■

таковы, что первый изъ нихъ стремится къ пределу L , vem 
lim (ап — &п)м _  ^ = 0 ,  то  второй рядъ стремится къ тому же пре

делу L  и не стремится ни къ какому другому.

По условш теоремы имеемъ:

Ыт(ап-\-р Яп)п—оо —- 0, Ит(оп)п—со —  L ,  lim(bn ~~ Яп)п=оо — 0. ,

Докажемъ сперва, что lim(6w)» = oo существуетъ, т.-е. докажемъ, 
что модуль разности (&И+Р — Ьп) стремится къ нулю при неопреде- 
ленномъ возрастанш п и при всякомъ р  (102). Это имеетъ место. 
И въ самомъ деле,

Ъп-\~р Ъ п  —— (bn-\-p Оп-{-р)  - j -  ( a n  b n ) " j -  (.Оп-\-р —  Я л ) ;

но, начиная съ некотораго ю,

Mod(bn+p Я п -j-p) ~g" f Jbtod ion ----  b n) “C  "g" , ]\Tod(an-\-p Ли) * 4  "g” ,

где e сколь угодно малое положительное число, а потому:

Mod(bn+p —  bn) <  -J- +  у  -f- у ,  или Mod(bn+p — bn) <  е.

Неравенство это говорить, что число В  стремится къ некоторому 
пределу Ж.

Принимая теперь во внимаше услов1е: lim(bn — аи)п = о о = 0  и 
то соглашеше (168), которое мы сделали относительно равенства чи
селъ, определенннхъ, какъ пределы, заключаемъ, что L  =  M .

CUi^CTBie. Если два псрсменныхъ числа таковы, что соответ- 
ственныя значенгя, принимаемыя ими, постоянно равны между собою, 
то этч числа не могутъ стремиться къ различнымъ пределамъ.
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171. Дадимъ теперь две теоремы, . позволяющая вычислять ирра- 
щональныя числа, т.-е. заменять эти числа числами ращональными 
съ недостаткомъ или съ избыткомъ и съ такою погрешностью, которая 
можетъ быть определена.

Теорема I .  Если неограниченный рядъ положительныхъ чиселъ:

(1) X} , Х%, Xз, . . . , Хп, . . . , Хп-\-р, . . . ,

есть рядъ чиселъ возрастающие и остающихся жнее некотораго 
числа L ,  то  переменное число хп стремится къ пределу, при не
определенно мъ возрастанги п.

И въ самомъ деле, обратимъ каждое изъ чиселъ ряда (1) въ де
сятичную дробь (пекоторыя изъ этихъ дробей могутъ быть перюди- 
чесшя). Очевидно, что, идя по ряду (1) отъ левой руки къ правой, 
мы встретимъ такое число, которое и все следующая за которымъ 
имеютъ одну и ту же целую часть, ибо, въ нротивоположномъ случае, 
числа эти, возрастая по условш, возрастали бы неопределенно, а они 
должны оставаться менее L .  Положимъ, что это число хт \ оно удов
летворяетъ, следовательно, неравенству:

Хт-\-р ~~~ Хт ^  1

при всякомъ р.
И вообще, очевидно, что, идя по ряду (1) отъ левой руки къ 

правой, мы встретимъ такое число, которое и все следующая за ко
торымъ будутъ иметь общую целую часть и обнце первые q деся- 
тичныхъ знаковъ, какъ бы ни было велико q, ибо числа:

f l ' )  х х . 107, х2 . 107, х3 . 107, . . . , хп . 107, . . . , Хп+р . Ю7, . . . ,

возрастаютъ, оставаясь менее L  . Ю9; следовательно, идя по этому 
ряду отъ левой руки къ правой, мы встретимъ такое число, которое 
и все следуянщя за которымъ будутъ иметь общую целую часть; 
разделивъ каждое изъ эгихъ чиселъ на 10? и, следовательио, при
ведя рядъ (1') къ ряду (1), мы увидимъ, что получимъ то, что 
хотели получить, т.*е. увидимъ, что все числа ряда (1), начиная 
съ некотораго, имеютъ общими целую часть и первые q десятичныхъ 
знаковъ.

Положимъ, что первое изъ этихъ чиселъ есть хп. Число это 
удовлетворить неравенству:
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Видимъ, следовательно, что числа ряда (1) удовлетворяютъ до
статочному условш существовашя предала.

Этотъ предЬлъ, будетъ ли опъ ращоналенъ, или иррадюналенъ, 
представляетъ, на основанш предъидущаго (168), число, большее каж
даго изъ чиселъ ряда (1).

Всл,Ьдств1е этого каждое изъ чиселъ ряда можетъ быть названо 
приближеннымъ значенгемъ предгьла съ недостаткомъ, при чемъ ц'Ьлая 
часть того числа, начиная съ котораго вей числа имЪютъ общую дгЬ- 
лую часть, называется приближеннымъ значенгемъ предгьла, съ недо
статкомъ, съ точностью до единицы; и вообще, десятичная дробь, обра
зованная д^лою частью и q первыми десятичными знаками того числа, 
начиная съ котораго вей числа имЪютъ одинаковыми дЬлую часть и эти 
первыхъ q десятичныхъ знаковъ, можетъ быть названа приближеннымъ

значенгемъ предела, съ недостаткомъ, съ точностью до — .

И въ самомъ д^лЪ, представимъ, для большей ясности, эту де
сятичную дробь такимъ образомъ:

9
С, CjC2C3 . . . C q,

гдй С есть д^лая часть, сх, с3, с3, . . . сч суть десятичные знаки. 
Очевидно, что каждое изъ чиселъ ряда (1) будетъ мен’Ье числа:

С, С]С2Сз, . . . { fiq  | 1 ) ,

въ которомъ посл’Ьдшй десятичный знакъ есть (с? - j-  1).
Нашъ пред^лъ L  представляетъ, на основанш предъидущаго, 

число, меньшее этого числа, такъ что мы можемъ писать:

С ,  СуСуС^ • . . . Cq ^  L  ^  О , с^СуС^ . . . .  ( Cq - f - 1 ) ,

т.-е. нагаъ предЬлъ заключенъ между двумя радюнальными числами, 

разность между которыми равна

Разсуждешями, подобными предъидущимъ, можно доказать сле
дующую теорему.

Теорема I I .  Если переменное рацгональное число X  принимаетъ 
неограниченный рядъ положительныхъ значешй:

(2) У\, Уч, ул, . . . , уп, . . . , Уп-\-Р> • • • >

убывающихь и остающихся более определеннаю числа L ,  то это 
переменное число стремится къ пределу.
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Пределъ этотъ, будетъ ли онъ рацшнальный или иррацшнальный, 
представляетъ, на основанш предъидущаго (168), число, меньшее каж- 
даго изъ чиселъ ряда (2).

Каждое изъ чиселъ этого ряда можетъ быть названо приближен
нымъ значетемъ предела съ избыткомъ, при чемъ ц'Ьлая часть того 
числа, начиная съ котораго все числа имеютъ общую целую часть, 
увеличенная на единицу, можетъ быть названа приближеннымъ зна
четемъ предела, съ избыткомъ, съ точностью до единицы; и вообще, 
десятичная дробь, образованная целою частью и q первыми десятич
ными знаками того числа, начиная съ котораго все числа имеютъ 
одинаковыми целую часть и эти q первыхъ десятичныхъ знаковъ, 
въ которой только последшй десятичный знакъ увеличенъ на еди
ницу, можетъ быть названа приближеннымъ значетемъ предела, съ

избыткомъ, съ точностью до ^  и т. д.

Лримгьръ. Данъ рядъ убывающихъ значенш:

О, 7; 0, 67; 0, 667; 0, 6667; 0, 66667; . . .

Вс-Ь числа, начиная со втораго числа, имеютъ общую цифру десятыхъ, 
равпую 6; отсюда заключаетъ, что 0,7 представляетъ значеше предела съ

избыткомъ съ точностью до ^ ; все числа, начиная съ четвертаго, имеютъ 

общими нервыхъ три десятичныхъ знака; отсюда заключаемъ, что 0,667 пред

ставляетъ значеше предела съ избыткомъ съ точностью до 11 т- Д*

§ I I .  Поняие о корне г -овой степени числа. Ирращональные корни.

/
172. Корень г-080* степени числа. Если данное положительное 

число А  представляетъ изъ себя г*ов*ю степень рацшнальнаго поло
жительная числа В ,  то число В  называется корнсмъ г 'овой степени 
числа А  и обозначается такимъ образомъ:

в = у/Т.
Число г  называется показателемъ корня.

Легко показать, что число А  не можетъ иметь более одпого по
ложительная) корня. И въ самомъ деле, если

А =  Jlr , А  =  О',
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где В  и С суть или оба положительный числа, или оба отрицатель
ный, то В г —  Сг —  0, или (83):

( В  —  C )(B r~1 -f- B r~2G-\- . . . + В С г-  +  С '- 1) =  0;

второй сомножитель левой части представляетъ изъ себя или сумму 
чиселъ положительныхъ, или сумму чиселъ отрицательныхъ, следо
вательно не равенъ нулю (за исключешемъ случая В  —  С —  0, когда 
теорема поверяется), а потому первый сомножитель В  —  С долженъ 
быть равенъ нулю, т.-е. В  — С.

Примгъры: 1/16 =  2, [/8 =  2, — ^ =  — у -

173. Теорема. Для того, чтобы целое число представляло г 'овую сте
пень другаго целаго числа, необходимо и достаточно, чтобы показа
тели ею простыхъ множителей делились на г.

1°. Услов1е это необходимо. И въ самомъ деле, образуя Г'овую 
степень целаго числа, разложеннаго на простыхъ множителей, мы 
умножаемъ его показателей на г, вследсше чего они делаются 
кратными г.

2°. Услов1е это достаточно, й  въ самомъ деле, если оно выпол
нено, то, раздЬливъ па г  показателей даннаго числа, образуемъ 
новое число, которое, будучи возвышено въ г 'оьую стенень, воспроиз
ведешь данное число.

Зам^чаше. Целое число не можетъ быть г 'овою степенью, если, 
делясь на простаго делителя р, не делится на рг. И въ самомъ 
деле, разложивъ число на простыхъ сомножителей, увидимъ, что оно 
содержитъ простаго множителя р съ показателемъ, меныпимъ р.

Напримеръ, пятая степень не можетъ делиться на 2, не делясь 
на 32; не делится на 3, не делясь на 243.

174. Теорема. Никакое целое число не есть степень дроби. Дана 

дробь у ,  приведенная къ простейшей форме. Е я  г ' оваЕ степень равна 

а Тj t S  такъ какъ а и Ъ суть числа взаимно простыл, то аг и Ъг суть

также взаимно простыя числа, а потому дробь не есть целое 
число.

175. Корень г 'ово* степени съ точностью до единицы. Разсмот
римъ какое ни есть положительное рацюнальное число.А , предста
вляющее или же не представляющее г"овой степени рацшнальнаго числа.
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Корнями у 0,,ий степени положительнаго числа А  съ точностью до 
единицы называются два целыхъ положительныхъ числа х и х  +  1, 
удовлетворяюгцихъ неравенствамъ:

при чемъ числа х и х -\- 1 называются соответственно корнемъ съ недо
статкомъ и корнемъ съ избыткомъ. Отсюда вытекаетъ, что хг есть 
наибольшая целая r 'ouae степень, содержащаяся въ числе А. Следо
вательно, корень г ' (,вой степени числа А, съ точностью до единицы, 
съ недостаткомъ, есть целое число, равное корню г'° степени изъ 
наибольшей целой г 'юоА степени, заключ чной въ числе А.

Число х обозначается такимъ образомъ:

176. Теорема. Корень г " )В0Й степени, съ точностью до единицы, съ 
недостаткомъ, нецелаго числа равенъ корню г ‘опой степени, съ точ
ностью до единицы, изъ его целой части.

Положимъ, что =  где N  есть число целое, а есть по
ложительное число, меньшее единицы. Корни числа А , съ точностью 
до единицы, удовлетворяютъ следующимъ неравенствамъ:

Первое изъ этихъ неравенствъ говорить, что -f- а) — хг =  
=  (N  —  хг) -}- а есть положительное число; следовательно, целое число 
(N  — хг) должно быть не менее нуля, и нредъидушдя неравенства 
приводятся къ следующимъ:

( 1 ) х г ^ А ,  (ж +  1)г >  А,

Х =  Е Ул.

< 0 z - | - l) r .

я? ^ N < ( x - \ - l ) r,

доказывающимъ теорему.

Примеры: 1°. 16 =  2; и въ самомъ д Ьл'Ь, 2* =  1 6 < 3 4.

2°. Е у Г 2 ^  =  Е \ / Г т 1 ^  =  Е  ^1211 =  4 ;

и, действительно, 45< 1 2 1 1 < 5 5.

177. Вернемся къ неравенствамъ:

( 1 ) хг ^  А, {х-\- 1)г >  А.
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Оии говорятъ:
1°. Если число А  положительное и г  четное, то вместе съ нера

венствами (1) существуютъ и тамя неравенства:

(2) ( - s ) r =Cvl, [ - ( х +  ! ) ] ' >  А.

Мы будемъ называть целый числа: — х , — (ж + 1 )  отрицатель
ными корнями съ точностью до единицы.

2°. Если число А  есть число положительное и г  нечетное, то 
неравенства (2) совместно не существуютъ, и, следовательно, число А  
не имеетъ отрицательныхъ корней, съ точностью до единицы.

3°. Если число А  есть число отрицательное и г  четное, то не 
существуютъ и неравенства (1) совместно, и неравенства (2) со
вместно, и, следовательно, ни положйтельныхъ, ни отрицательныхъ 
корней, съ точностью до единицы, не существуетъ.

4°. Если число А  отрицательное и г  нечетное,.то существуютъ 
неравенства:

( - х ) г ^ А ,  [ - ( я + 1  ) ] ' < А ,

и числа (— х) и — ( я - j - l )  называются отрицательными корнями 
числа А  съ точностью до единицы.

Примгьръ. Е У  — 9 =  —- 2, ибо (— 2)3>  — 9 >  (— З)3.

178. Корень г  овой степени числа съ данною точностью. Кор
нями г"овой степени положительнаго числа А , съ данною точностью

1 ос ос I 1
до —, называются двгъ дроби —• и —~—, имгьюгцгя общимъ знаме

нателемъ данное число s, числители которыхъ суть щълыя цисла: 
х и х-\- 1, отличаюгцгяся на единицу и удовлетворяющая неравен
ствамъ:

Дроби ~  и ——  называются соответственно корнемъ съ недо-

статкомъ и корнемъ съ избыткомъ, при чемъ знаменатель s назы
вается знаменателемъ точности.

Для определешя числителей ж и ж -|-1  обратимся къ предъиду- 
щимъ неравенствамъ; они даютъ:

sS  A sr <  (х +  1)г



144 КНИГА I .

и показываютъ, что цЬлыя числа: х и (х -J -1) суть корни г овой 
стенени, съ точностью до единицы, числа Asr (175), такъ что

х —  £  I/A sr ,

и искомыя дроби будутъ таковы:

х _Е\/А? x + 1_E{/aJ' + 1

Итакъ, корни г овой степени числа А, съ точностью до у ,  суть

корни г овий степени числа -4sr съ точностью до единицы, разделен
ные на s.

127 1Примеры. 1°. Корень четвертой степени числа съ точностью до у ,

съ недостаткомъ, равенъ:

4 Г \И м F i /E } f  f - 5* Е у  26458 }  Е\/ШЬ% и
5 ~  5 — 5 —  5 ’

и действительно,

№ < ¥ < № ■

27 3 12°. Корень четвертой степени числа съ точпостью до -̂ - =  —, съ не

достаткомъ, равенъ: 3

Е / т  E V  W  E f r Z . E f i *  з 9
Ь_ — j> 5̂  5 “  А  ~  5 ’
3 3 8 3 3

4 12корень съ нзбыткомъ равняется — =  —. И въ самомъ д̂ л-Ь:5 5

179. Корень г овой степени числа А. Если положительное число А  
не представляетъ г 'овой степени рацюнальнаго числа, то оно не имеетъ



рацюнальнаго корня г 'ово* степени, т.-е. не существуетъ ращональ- 
наго числа, которое, будучи возвышено въ г ‘овую степень, дало бы 
число А  л

Говорятъ, что оно имеетъ тогда ирращоналъный корень г 'овой сте
пени. Постараемся составить представленге объ этомъ корне. 

Разсмотримъ ращональное число:

Е {/А?
1— ’ (1)

названное нами (178) корнемъ г 'овой степени числа А , съ точностью до — ,

съ недостаткомъ. Дадимъ знаменателю s точности неограниченный 
рядъ неопределенно возрастаюшихъ, по определенному закону, зна
чешй:

$ 1  У ^ 2  » « » ,  • •  •  У У •  •  •  )

и определимъ соответствующая значен1я:

^ 1  У ^ 2  > ^ 3  у •  • •  У t n  У • • •  >

числителя выражешя (1); тогда получимъ рядъ чиселъ:
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2

Я_
3  О *

Назовемъ корнемъ г-°во4 степени положительнаго числа А  пре- 

д^лъ, къ которому стремится переменное число — при неопреде*

ленномъ возрастанш щ будетъ означать это число знакомъ: у  А- 
Итакъ

|? A = l m f e )
\ Sn/n —

Для того, чтобы определеше это имело смыслъ, нужно показать,
что этотъ предгълъ существуетъ и не зависитъ отъ того закона, по 
которому знаменатель sn неопределенно возрастаешь.

Докажемъ сперва, что число #„ =  — стремится къ пределу, при

неопределенномъ возрастанш п\ для этого достаточно показать, что 
разность:
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съ возрасташемъ и, при всякомъ р, стремится къ нулю. Покажемъ 

это. Число — удовлетворяетъ сл^дующимъ неравенствамъ (178):

Изъ этихъ неравенствъ вытекаетъ, что

° < М ! ) '< ( Ч г М £ ) г-
Разложивъ правую часть этого неравенства на два сомножителя, 

представимъ ее въ виде (83):

—  . Q,
sn

где Q есть переменная сумма положйтельныхъ слагаемыхъ, число 
которыхъ равно данному числу г  и изъ которыхъ каждое не превы
шаете некотораго определенная числа. Назвавъ буквою Ж  наи
большее значеше этой суммы, изъ предъидущихъ неравенствъ получимъ:

ш о а [ л - $ ' ] < £ .

Но sn неопределенно растетъ, следовательно А  есть пределъ,

къ которому стремится переменное ращональное число , когда п

неопределенно растете, т.-е., другими словами, А  есть пределъ ряда 
чиселъ:

(3) * = ( £ ) ' , ...........=

Мы же знаемъ (161), что если числа ряда (3) стремятся къ пре
делу, то разность:

съ возрасташемъ п , при всякомъ р, стремится къ нулю.
Разлагая эту разность на два сомножителя (83), получимъ:

2Л.+Р -  V  =  ~  Т, ) ■К  =  -  **>■К ’
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где К  есть переменная сумма г  положительныхъ слагаемыхъ, боль
шая нуля. Назвавъ наименьшее значеше этой суммы буквою Я ,  
найдемъ

Mod (х.
Mod{ynĴ  — yn)

—  Х п )  < ----------- j f . ----------П— р JstlJ \

Принимая теперь во внимаше, что числитель: Mod(yn- P — уп) 
стремится къ нулю, при чемъ знаменатель не есть нуль, заклю
чаемъ, что

Mod {хп+р — Хп),

съ возрасташемъ п и при всякомъ р , стремится къ нулю. Итакъ, 
мы доказали, что переменное число X  стремится къ пределу.

180. Покажемъ, что этотъ пределъ не зависитъ отъ того закона, 
по которому число s неопределенно возрастаетъ.

И въ самомъ деле, возьмемъ вместо ряда (2), рядъ:

Покажемъ, подобно предъидущему, что переменное число ) Г> 

съ возрасташемъ п, стремится къ А ; следовательно, модуль разности:

стремится къ нулю (168). Разлагая эту разность на сомножителей (83), 
получимъ:

\Sn Оп/

где <i> есть переменная сумма г положительныхъ слагаемыхъ, большая 
нуля. Назвавъ буквою К  наименьшее значеше этой суммы, которое 
неравно нулю, получимъ:

Здесь числитель Л  стремится къ нулю, при чемъ знаменатель К  
не равенъ нулю; следовательно, модуль разности:
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съ возрасташемъ п , стремится къ нулю, т.-е. числа рядовъ (2) и (2') 
. Стремятся къ одному и тому же пределу (170).

181. Легко показать, что переменное число

1 +  Е
Y — -------------- .

представляющее корень r - OBOfl степени числа А , съ точностью до у ,  

съ избыткомъ, стремится къ тому же пределу, къ какому стремится и 

X , т.-е. стремится къ \/А.
И въ самомъ деле, модуль переменной разности:

х - у = 4 -

стремится къ нулю при неопределенномъ возрастали s, следовательно 
переменныя числа X  и Y  стремятся къ одному и тому же пределу (170). 

Итакъ, ряды:

(п\ 2̂ tn
S4 ’ S2 » S3 * • • • » Sn » * * •

(A\ H~ 1 h -|- 1 t3 -j- 1 -f-1
\*/ с * с ’ о » • • • I e » • • •s2 г>з an

стремятся къ одному и тому же пределу.

182. Ирращональное число Л  представляетъ изъ себя число, боль- 
. шее каждаго изъ чиселъ ряда (2) и меньшее каждаго изъ чиселъ 
ряда (4).

И въ самомъ деле, возьмемъ два какихъ-нибудь онределенныхъ со- 

ответственныхъ числа и tk j " -1 въ рядахъ (2) и (4), которыя
bfc Sfc

могутъ быть разсматриваемы, какъ пределы самихъ себя. Такъ какъ

( D '< '< ( W
то разности:

начиная съ некотораго п, становятся и продолжаютъ быть более 
некотораго положительнаго числа (169).



Разности эти могутъ быть представлены такимъ образомъ (83):

\8п Sk)  * 1 \ Sk Sn J ’

где 2  и ш суть суммы г  положительныхъ слагаемыхъ. Равенства эти 
даютъ:

tn  t k ___ A t k +  1 t n + 1 ___
Sn S k 2  ’ Sk Sn ш

и показываютъ, что разности, помещенный въ лЬвыхъ частяхъ этихъ 
равенетвъ, становятся и продолжаютъ быть более некотораго поло
жительнаго числа; следовательно,

~л ^  h  +  1
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* < П < Sk

при всякомъ &, ч. и т. д.
183. Изъ рядовъ, аналогичныхъ рядамъ (2) и (4), заслуживаютъ 

особаго внимашя ряды:

/1\ h 2̂ tn
К ’  а/л’ аК2' ' ' * ’ ох» ’ * ‘ •

(А 1̂ +  1 ^2+1 *п +  1
{ а,л ’ а>* ’ • * ‘ ’ аКп ’ * * ’ ’

где а есть целое положительное число, а показатели:

1̂1 2̂» • • • » ^и

суть целыя, положительныя числа, безпредЬльно возрастающая.
Ряды эти замечательны тЬмъ, что первый изъ нихъ есть рядъ 

возрастающей, второй же рядъ есть рядъ убывающШ. И въ самомъ 
д^ле, самый способъ образовашя чиселъ этихъ рядовъ показываешь, 
что каждое число втораго ряда более каждаго изъ чиселъ перваго 
ряда, а потому мы можемъ писать:

>  “ Ь  0ТКУда <2 +  1 >  *i • «Ь  ” >Л*

или

*2— *lab - xl>  -  1.
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Такъ какъ число, помещенное въ левой части неравенства, есть 
число ц^лое, то неравенство это требуетъ, чтобы это число было 
равно 0, или 1, или 2, и т . д., т.-е. требуетъ, чтобы

Неравенство это говоритъ, что рядъ (Ъ) есть рядъ возрастающей. 
Далее, мы можемъ писать такое неравенство:

^ 7 г  > 4 ^ »  откудаaA2~ Xl (  ̂+  1 ) > ^ 2; 
а/л аА2

неравенство это даетъ:

Такъ какъ число, помещенное въ левой части неравенства, есть 
число целое, то неравенство это требуетъ, чтобы это число было 
равно или 1, или 2, или З и т .  д., т.-е. требуетъ, чтобы оно было 
не менее 1. Итакъ,

(<, +  l ) - < s 2 »  1, откуда

т.-е. рядъ (с) есть рядъ убывающей.
, Заметимъ однако, что хотя числа ряда (Ъ) идутъ, возрастая, но 

они остаются менее некотораго числа; напримеръ, менее А , 
когда -4 >  1, и менее 1, когда А <  1. Подобнымъ же образомъ, хотя 
числа ряда (с) идутъ, убывая, но они остаются более некотораго 
числа; напримеръ, более 1, когда А > 1 ,  и более А, когда J .< 1 :

Если знаменатель sn не имеетъ формы аЛп, то ряды (Ъ) и (с) 
могутъ быть то возрастающее, то убываюпце.

Примгьры.

1°. Положимъ, что А  =  2; его квадратные корни съ точностями:-^-,10 1UU
Щ ф , . . . образуютъ ряды:

1,4; 1,41; 1,414; . . ,

1,5; 1,42; 1,415; . . .

иэъ которыхъ верхшй есть рядъ воэрастающш, нижшй—убывающШ.
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2°. Возьмемъ то же число 2. Его  квадратные корни съ точностями: —
\ 2

j ,  - j  • • • будутъ:

2 4 5 7 8
2 1 3 1 Т ’ 5 ’ 6

3 5 6 8 9
2 ’ а 1 4 ’ 5 ’ 6

Оба ряда суть ряды то возрастаюхще, то убывакмще. 

184. Разсматривая переменное число:

мы предполагали, что число А  есть число положительное, что число 
s неопределенно возрастаете, принимая значешя положительныя, и

что есть положительное число.

Не будемъ делать этихъ ограничешй и посмотримъ, къ какому 
пределу будетъ стремиться это число, если только оно будетъ стре
миться къ пределу.

Разсмотримъ здесь несколько случаевъ:

Случай I .  г  есть число четное, А  положительное.
Въ этомъ случае число A snr, помещенное подъ знакомь корня 

въ числителе, представляегь изъ себя всегда число положительное, 
будетъ ли 5 изменяться, принимая значешя положительныя или отри
цательный.

Числитель: £  у  A snr представляетъ одинаково хорошо и число

положительное, и число отрицательное, ибо если целое положительное 
число х удовлетворяетъ неравенствамъ:

xr <  A sr <  (ж -f-  1)г,

то и число (— х ) удовлетворяетъ темъ же неравенствамъ:

(— х)" <  A sr <  (—  х —  1)г.

Отсюда следуетъ, что всякому ряду положительныхъ значешй пе- 
ременнаго числа X :
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соответствуете рядъ отрицательныхъ значешй того же числа:

/ .V t<2 in  wt-|—р
W  т »  •••5  Г ) • • • » «Г ’ * * * * ~ ~ « I • • • >61 *2 а" и+я

и обратно, при чемъ число —̂ j - j ,  при неопредЬленномъ возра

стали п, стремится къ пределу, ибо

Такъ какъ

М Ч ; ) -■*“ (£)•
то предЬлъ, къ которому стремится переменное число ^ м о 

жетъ быть изображенъ сумволомъ —  у/~А.

F { / A s ~Итакъ, перемЬнное число * " при стремлеши sn къ без-

конечности черезъ положительныя значешя и при стремлеши sn къ 
безконечности черезъ отрицательный значешя по какимъ ни есть за- 
законамъ, стремится соответственно къ двумъ пределамъ: -{-

И -  {/ а -

Означая тотъ и другой пределы безразлично черезъ (у/~А), по

лучимъ:

( V a ) = . t h V a .

Случай 2. г  есть число четное, А  отрицательное. Въ этомъ 

случае числитель Е  \/Asnr теряетъ смыслъ и при sn положитель

ному и при Sn отрицательномъ, ибо тогда подкоренное число A snr 
есть число отрицательное, и, следовательно, не существуетъ никакого 
числа ж, ни положительнаго, ни отрицательнаго, которое удовле
творяло бы неравенству:

<  As„r .

Результата этотъ выражаютъ, говоря, что корень четной степени 
изъ отрицательнаго числа не существуетъ.
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*  Впоследствш, когда мы расширимъ наши представлешя о числе, 
увидимъ, что корень четной степени изъ отридательнаго числа 
выражается особаго рода числами, называемыми комплексными.

Случай 3. г  есть число нечетное, А  положительное.
Ес ли  sn есть число положительное, то подкоренное число A s4r бу

детъ положительнымъ, и Е  ]/ A snr представляетъ только число поло

жительное, ибо не существуетъ, при еечетномъ г ,  такого отридательнаго 

числа (—  х), которое удовлетворяло бы совместно обоимъ неравенствамъ:

(— x)r <  Asnr < ( — х —  1)г.

Если s есть число отрицательное, то подкоренное число Asnr бу

детъ отрицательнымъ, и Е  \/As,ir представляетъ только число отри

цательное, ибо не существуетъ такого положительнаго числа, которое 
удовлетворяло бы неравенствамъ:

яг < 4 $ „ ' < ( ж - Ь  1)г.

Итакъ, переменное число хп, оставаясь постоянно положитель
нымъ, стремится ли sn къ безконечности черезъ значешя положитель
ныя, или значешя отрицательныя, имеетъ вполне определенный 
положительный пределъ, названный нами j/^[~

Результатъ этотъ выражаютъ, говоря, что имгъемъ одно вполнгь 

определенное положительное значенге.
*  Впоследствш, когда наши представлешя о числе расширятся, мы 

увидимъ, что У~А, кроме определенная положительнаго значешя, 
имеетъ еще (г —  1) значешй, которыя выражаются комплексными 
числами.

Случай 4. г  есть число нечетное, А  отрицательное.
Если sn есть число положительное, то A snr есть число отрица

тельное, и Е { / а  Sn представляетъ только число отрицательное, ибо

не существуетъ такого положительнаго х, которое удовлетворяло бы 
обоимъ неравенствамъ:

xr <  Asn < ( x +  1)'.

Если же sn есть число отрицательное, то A snr есть, при нечетномъ 

г, число положительное, и Е }/Asnr представляетъ только число по



154 КНИГА I .

ложительное, ибо не существуетъ, при нечетномъ г, такого отрица
тельная числа (— ж), которое удовлетворяло бы обоимъ неравенствамъ:

(— x)r <  A snr < { —  х —  l ) r .

Итакъ, переменное число Хп, оставаясь постоянно отрицательнымъ, 
стремится ли къ безконечности черезъ значешя положительныя 
или черезъ значешя отрицательныя, имеетъ вполне определенный 

отрицательный пределъ, названный нами / 2 7  
Принявъ во внимаше, что переменное число

E V - A . s nT„ I__________

где (— А ) есть число положительное, стремится къ определенному 
положительному пределу /  — j_ ,  и замечая, что переменныя числа 
хп и х'п отличаются только знаками, такъ что модули ихъ пределовъ 
равны, заключаемъ, что

Итхп  =  ]/ А  =  —  ]/—  А .

Напримеръ, / — з== — / з .

Результатъ этомъ выражаютъ, говоря, что / ^  им,Ьет,ь вполне 
определенное отрицательное значеше.

§ I I I .  Дейстя надъ числами, определенными какъ пределы.

Перейдемъ теперь къ дейсшямъ надъ числами ирращональными, 
приводя эти дейсшя къ соответственнымъ действ!ямъ надъ числами 
ращональными.

185. Сложете. Суммою двухъ чиселъ L  и М , определенныхъ, 
соответственно, какъ пределы двухъ рядовъ ращональныхъ чиселъ:

( 1 )  . й ц  Я 2 , Я 3 , . . . , t t » ,  • . . , dn-\-p 1 • • •

(2) Ъц Ъ3, . . . j Ъп, • • • » Ъп—р 1 • • • > 

называется пределъ ряда ращональныхъ чиселъ:

( 3 )  а х - f -  & ! ,  а 2 - f -  6 2 , .  .  .  ,  Оп - j -  Ъ п ,  .  .  .  ,  а « + р  - J -  Ъ п + р  ,  ,
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изъ которыхъ каждое равно сумме соотв’Ьтствующихъ значешй рядовъ
(1) и (2).

Для того, чтобы опре делете это имело смыслъ, достаточно пока
зать, что число (ап -\-Ьп), при неопред’Ьлеиномъ возрастанш w, стре
мится къ определенному пределу.

Что оно стремится къ пределу, это видно изъ того, что модуль 
разности:

Д =  (ап+г - f -  Ьп+р) —  (а„ - f -  Ъп) =  (яп-н> —  а») +  (&*Ч-я —

при неопределенномъ возрастанш п и при всякомъ р, стремится къ 
пулю, ибо, по условш, имеемъ:

Mod{an+P —  си) <  у , Mod(bn+p —  &») <  у » 

где е сколь угодно малое положительное число, а потому 

Mod к <  y - j - y ,  или Modk <  е.

Это неравенство и показываетъ, то числа ряда (3) стремятся къ пре
делу (159). Определенность же предала вытекаетъ изъ следств1я (170).

Итакъ, мы можемъ писать:

L-\- M = lim ( a , i  -{-&«), или П т (а») 1ш{Ьп) =  lim(an -j-  bn).

Зазг&чате I .  Если числа L  и М  не суть нули, т.-е. если ап и Ъ» 
не стремятся къ нулю, а пред^лъ переменная числа ап-\-Ьп есть 
нуль, то числа одного изъ рядовъ (1) и (2) становятся и продол- 
жаютъ быть положительными, а числа другаго ряда становятся и 
продолжаютъ быть отрицательными (165), ибо, въ противоположномъ 
случай, число (Оп-\-Ьп) не стремилось бы къ нулю; отсюда следуетъ, 
что одно изъ чиселъ, напр. L , есть число положительное, а другое 
отрицательное. Такъ какъ число:

an - j-  Ъп —  ап — (— bn) =  ап —  Mod(bn),

по условш, стремится къ нулю, то ап и Mod (Ъп) стремятся къ одному 
и тому же пределу (170), и именно къ L .  Но пределъ Mod{bn) есть 
Mod (Ж) (167), следовательно,

Mod М  =  L  =  Mod L .



Итакъ, если два числа L  и М , не равныя нулю, таковы, что ихъ 
сумма L - \ - M  равна нумо, то  одно изъ этихъ чиселъ есть число по
ложительное, а другое отрицательное, при чемъ модули этихъ чиселъ 
равны между собою.

Замечаы1е 2. Если числа L  и Ж  суть числа рацюнальныя, такъ 
что понят1е о сумме L - \ - M  есть ариеметическое поняпе, то дей
ствительно L - \ - M  есть пределъ ряда (3). И въ самомъ деле:

\ = ( L  +  M ) —  (an-{-bn) =  ( L  —  a n ) + ( M - b n ) ,

но

M od(L -  ап) < ~ ,  M o d (M - b n) < Y ‘>

следовательно,

Mod Aj <  4 +  -5-» т --е* Mod by <  s.

Отсюда мы видимъ, что то поняйе о сумме, которое мы ввели, 
не противоречить понятш объ аривметической сумме двухъ рацю- 
нальныхъ чиселъ, и это последнее поняйе заключается въ нашемъ 
обобщенпомъ, какъ частный случай.

186. Вычиташе. Разностью чиселъ L  и Ж  называется пределъ 
ряда рацюнальныхъ чиселъ:

(4) ах by, а<2 b2 у • . . , On Ьп, * . • , ап-\-р Ьп-\~р. • • • ,

изъ которыхъ каждое равно разности соответствующихъ значешй ря
довъ (1) и (2).

Для того, чтобы определеше это имело смыслъ, достаточно пока
зать, что число (ап — Ъп), при неопределенномъ возрастали п , стре
мится къ определенному пределу, т.-е. достаточно показать (162), что 
модуль разности:

А —  (о н -fp  bn-\-p) (a n  b n )  —  (cin-\-p а п )  ( Ъп-\-р Ь п ) ,

съ возрасташемъ п, при всякомъ р, стремится къ пулю.
Это имеетъ место. И въ самомъ деле, по условш имеемъ:

Mod(оп+р —  ап) <  у ,  Mod(bn+p —  b n) <  у , 

следовательно,

Mod А +  т.-е. Modb <  е.
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Это неравенство и показываетъ, что числа ряда (4) стремятся къ  
пределу. Итакъ, мы можемъ писать:

L  — Ж  —  Нт(ап — Ъп\ или Ит(ап) — Ит(Ъп) =  П т(а п —  Ъп).

Зам^чаше. Предъидущее понят1е о разности не противоречить 
ариеметическому понятш  о разности, при чемъ последнее заключается 
въ первомъ, какъ частный случай.

И въ самомъ деле, если L  и М  суть числа ращональныя, то 
разность L  — Ж  есть действительно иределъ чиселъ ряда (4), ибо

Д! =  ( L  — Ж ) —  (ап — Ъп) — ( L  —  ап) —  (Ж  — Ъп),

но

ЖосЦЬ -  ап) <  ЖосЦЖ -  Ъп) <  | ;

следовательно,

Modb.^ <1 — 1— , т.-е. M odДх <  е.

187. Умножен1е. Произведенгемъ двухъ чиселъ L  и М  называется 
пределъ ряда ращональныхъ чиселъ:

(5) ахbj, а^Ъу, я 3Ь3, • • • , anbnt . . . , an-\-pbn-\-p, . . . ,

изъ которыхъ каждое представляетъ произведете соответствующихъ 
значешй рядовъ (1) и (2).

Для того, чтобы определеше это имело смыслъ, достаточно пока
зать, что число апЪп, при неопределенномъ возрасташи п, стремится 
къ определенному пределу, т.-е. достаточно показать (162), что мо
дуль разности:

Д — {апг̂ -рЪп+р ап Ъп) —■ Un-\-p{bn-\~р Ъп) Ъп^ап-^

съ возрасташемъ п , при всякомъ р, стремится къ  нулю.
Это имеетъ место, ибо, назвавъ наиболыпихъ модулей чиселъ 

рядовъ (1) и (2) соответственно буквами а и ?, найдемъ, что

Mod[ttn̂ .p(b)i~̂ -p —  Ьм)] <С ® • Mod(bn+p bn)i 
Mod\Ъп(ап̂ -р ®»)J ^  ? • Mod(an+p n̂),
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Mod(Ъп-\-р — Ъ п)  <C > Mad(an-\-p On) ^  >
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при достаточно болыпомъ п  и при всякомъ следовательно и по
давно:

JH.od\_(Xn-\-f{}>n—р я̂)] ® • 2̂ , M.od[Ъп{ап-\-р an)] Р • 2р i 

а потому

Ж с * г Д < у  +  у ,  т.-е. Modb <  е.

Это неравенство и показываетъ, что числа ряда (5) стремятся къ 
пределу. Итакъ, мы можемъ писать:

L M = l im ( a nbn), или lim ап . lim Ьп —■ П т  (апЪп)-

Зам'кчате. То поняие о произведены, которое мы дали, не про
тиворечить ариеметическому п о н ятт о произведены, при чемъ по
следнее заключается въ первомъ, какъ частный случай.

И въ самомъ деле, если L  и М  суть числа ращональныя, то 
произведете L M  есть действительно пределъ чиселъ ряда (5), ибо

Дг =  L M  — апЪп =  И М  — Ъп) -f- Ъп(L  — а,,).

Назвавъ буквою р наиболышй изъ модулей чиселъ ряда (2), най
демъ, что

Mod[bn( L  —  а«)] <  Р • M o d (L  —  о«); 

но, при достаточно болыпомъ п,

M od(L  — а») <  -щ, M o d (M — bn) <  , 

следовательно, и подавно:

M o d [L(M  -  &„)] <  L  . 2^ , Mod[bn{ L  — а,,)] <  р . щ , 

а потому

Mod^y <С. L  . • ‘ор» 0ЛИ Жо(?Д1 <  е.

188. Возвышеше въ  степень. Целою и положительною степенью 
числа L ,  определеннаго какъ пределъ, называется пределъ ряда 
ращональныхъ чиселъ:
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Для того, чтобы опред^лете это имело смыслъ, достаточно пока
зать, что число апт, при неопред'Ьленномъ возрастати п , стремится къ 
определенному пределу, т.-е. достаточно показать (162), что модуль 
разности:

. я »  т (  т—1 , т —2 , . т—2 . гп—1\ /  \
А =  а , — а =  ( а , т е  , a« " " r  ••• т й  , а ~\~п )(а , — а ),п-\-р п \ п-\-р 1 я -f-p » * n-fp п • п А  я + р  » / ’

съ возрасташемъ и, при всякомъ стремится къ нулю.
Это имеетъ место. И въ самомъ деле, назвавъ буквою а наиболь- 

пгШ изъ модулей чиселъ ряда (1), пол)чимъ:

Mod к <жа™ 1 . Mod(an+p —  а),

Mod (ftn-f-p о.п) <С ’m i

при достаточно большомъ п и при всякомъ р; следовательно, и по
давно:

Modb. < ж « ’м  . — — 7, т.-е. Modh <  г. 
т  а

Это неравенство и показываешь, что числа ряда (6) стремятся къ 
пределу. Итакъ, мы можемъ писать:

(7) L m =  lirn (A m), или (liman)m:= lim ( a nm).

Зам^чате. Предъидущее понятсе о степени не противоречить 
ариеметическому п о н ятт о ней, при чемъ последнее заключается 
въ первомъ, какъ частный случай. И въ самомъ деле, если L  есть 
число радюнальное, то L m есть действительно пределъ переменнаго 
числа апт . И въ самомъ деле:

- т  » т /  т —1 . т *п—2 , , то—2 . т—1 \ / г  \
\  =  L  - a „  =  ( i  + L  e , +  . . . + £ e „  + « „  ) ( £ - « „ ) •  

Назвавъ наибольшаго изъ модулей чиселъ:
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черезъ X и обозначивъ буквою а наиболышй изъ модулей чиселъ

Мы назвали (179) пределъ этого переменнаго числа корнемъ г-°в°* сте-

т.-е. корень г-°вой степени изъ числа В  есть такое число, г-°ваа степень ко
тораго равна В.

Докажемъ, что не существуетъ другаго числа, ни ращональнаго, ни 

ирращоналънаго, кроме ^B~, г 'овая степень котораго равнялась бы В .
Разсмотримъ, въ самомъ деле, положительное или отрицательное 

число С, г ‘овая степень котораго равнялась бы В .
Положимъ, что С представляетъ пределъ положительнаго или 

отрицательная переменная числа X ,  принимающая соответственно 
неограниченный рядъ положйтельныхъ или отрицательныхъ ращональ
ныхъ значешй:

ряда (1), получимъ:

M o d ^  <  Х(1 -j- а +  ос2 +  . . . +  а”*"1) . M od(L -  о.).

Но, начиная съ некоторая п,

M o d {L  — ап) <
е

X (1 — ос - j-  a2 -f- . . • ат

следовательно, и подавно:

MoclA1 <  Х(1 —J— а —f- . . . -f-a m *) . -
Х(1 +  а +  . . . -Ьа”1- 1) ’

е

т.-е. ModA j <  е.

189. Лримгьръ. В&зьмемъ разсмотренное нами переменное число:

Sn

пени изъ числа В  и обозначали его с у м в о л о м ъ :  V  В. Мы видели, что пре
делъ переменнаго числа Аг равенъ В.

Переписавъ теперь равенство (7) такимъ образомъ:

L r - l im {A r)

и подставивъ вместо L  число V  В ,  найдемъ:
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По услов1ю имеемъ:

(а) 1гт(хп)п-со =  В ;

врзьмемъ какой-нибудь рядъ корней съ недостаткомъ, положитель- 
ныхъ или отрицательныхъ,

Q,  , 0 2 , й з )  . • . , От, • • • ,

стремящихся къ V В  \ имеемъ:

(Ь) lim(an)n=oo= В .

Нанишемъ тождество:

Хп —  Опг =  (хп —  «п) (#»г-1 - j-  Х п ~ 2ап хпапг~* +  апг~1.

Оно дастъ:

, ч x l — а:
(с) Хп —  (In ■

Можно предположить, что хп и ап совместно не стремятся къ 
нулю, ибо тогда (хп — ап) стремилось бы къ нулю, и мы имели бы, что

lim хп =  И т а п, т.-е. С —  V В  =  О,

т.-е. имели бы то, что хотели иметь.
Предположивъ, следовательно, это, утверждаемъ, что переменный 

знаменатель:

я*  1 -f- %п 2ап-\- . . • -\-хпа1Г2 -f- ап~1

выражешя (с), представляющей сумму положительныхъ или отрица
тельныхъ слагаемыхъ, изъ которыхъ не все стремятся къ нулю, не 
стремится къ нулю, а следовательно, его переменный модуль обла
даешь наименыпимъ значешемъ. Назвавъ это значеше буквою М , изъ 
равенства (с) получимъ:

^ МоК хп— аОМосЦхп ап) <
11
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Но, на основанш равенствъ (а) и (6), заключаемъ, что, начиная съ 
нЪкотораго п,

M o d (xrn - a rn) < M  . е, 

гд^ е сколь угодно малое положительное число, а потому и подавно:

М  Е

Mod{xrn — ап) <  - или Mod(x;  — <  в.

Это неравенство говорить, что

lim x rn-= lim a rn, т.-е. C = ^ V b ,  ч . и т. д.

Сопоставляя сказанное сейчасъ съ гЬмъ, что им'Ьли выше (184), 
приходимъ къ сл'Ьдующимъ заключешямъ:

1°. Если число В  положительное и г  четное, то  существуютъ 
два числа, и только два, одно положительное, другое отрицательное, 
съ равными модулями, г 'оеыя степени которыхъ равны В .  Числа эти

суть: и — j/ Б .

2°. Если число В  отрицательное и г  четное, то  не существуешь 
никакого положительнаго числа и никакого отрицательнаго числа, г ' овая 
степень котораго равнялась бы В .

3°. Если число В  положительное и г  нечетное, то  существуешь по
ложительное число, и только одно, г'овая степень котораго равняется В .

У  ------

Число это есть у В .  Отрицательнаго числа, которое обладало бы 
указаннымъ свойствомъ, не существуешь.

4°. Если число В  отрицательное и г  нечетное, то  существуешь 
отрицательное число, и только одно, г 'овая степень котораго рав

няется В . Число это есть ]/В .  Положительнаго числа, которое обла
дав бы указаннымъ свойствомъ, не существуешь.

190. Д’Ьлеше. Частнымъ отъ разд^летя чиселъ L  и М , опредЪ- 
ленныхъ, какъ пределы двухъ перем1шныхъ чиселъ ап и Ъп> назы
вается пред'Ьлъ, къ которому стремится рядъ:

, „ \ и 2 о>ъ а,п
Ki) V  V  V  • * * ’ * • • ’ ъ ~ '  • • •

Мы положимъ покам-Ьсть, что М  не равно нулю. Положивъ это,
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докажемъ, что число при неопределенномъ возрастали п, стре

мится къ определенному пределу, т.-е. докажемъ, что разность

А =  г т ; -  % = к  ( « * *  ~ «»> -  « г *  ~  w .n-f-p Un Un n v n\-j>

съ неопределеннымъ возрасташемъ п , при всякомъ р , стремится къ 
нулю.

Назвавъ: буквою а наибольшаго изъ модулей чиселъ ряда (1) и 
буквою Р наибольшаго изъ модулей чиселъ ряда:

J. J_ J_ 1
° 2  0 п  ° П + Р

который, т.-е. модуль, существуетъ, ибо Ъп не убываетъ, по усло- 
eito, неопределенно, получимъ:

Mod Г-^(йп+р — »n)J <  Р • Mod(an+P — а»),

Modi (Ъп+Р -  б,)] <  t f 2Mod(bn+P —  Ъп).
L tt п~\-р J

Но, начиная съ некотораго п и при всякомъ р,

Mod((Zji-j-p On) <  gp, Mod(bn+P bn) 2ap2 5 

следовательно, и подавно:

^  P • 2p> (̂ w+p n̂)J ^  aP2 • 2ap̂ ’

а потому

JfodA <  p . ^  +  «P 2 • T --e* Modb  <  e.

Это неравенство и показываетъ, что числа ряда (7) стремятся къ 
пределу. Итакъ, мы можемъ писать:

L  [ап\ 1гтап 7. /ап\
М = 1 т \ к У  и м  йтЬп =  1 гт \ЪпУ

191. ЗаэгЁчаи!е 1. Предъидущее понят1е о частномъ не противоре
чить ариеметическому понят1ю о немъ, при чемъ последнее за
ключается въ первомъ, какъ частный случай. И въ самомъ деле, если

11*



164 КНИГА I .

L  и Ж  суть числа рацшнальныя, то есть действительно пределъ 

переменнаго числа Докажемъ это. Напишемъ:

Al =  M ~ V n = z Vn( L ~  ап^~~ O f  ~  Ьп)- 

Назвавъ модуль числа буквою <р, получимъ:

Mod ( L  -  «„)] <  р . M od(L -  а»), Mod Ь«)] <

< № M o d (M —  bn)]

но, начиная съ некотораго n,

Mod (L  — a») <  , M od{M  — 6») <  щ ; 

следовательно, и подавно:

Moc^ <  Р . ц - \ - 13? . g— , т.-е. M od\  <  в .

192. З&жйч&ше 2. Если переменныя числа ап и Ъп, принимающая 
соответственно значешя, заключенныя въ рядахъ (1) и (2), суть числа 
безконечно малыя, т.*е. другими словами, если числа L  и Ж  суть

нули, то модуль переменнаго числа ^  можетъ:

1° иметь пределомъ нуль, т.-е. быть безконечно —  малымъ числомъ, 
и тогда число А называется безконечно малымъ числомъ, порядокь 
котораго выше порядка безконечно малаго числа В .  Напр., если 
А  =  ( х — I ) 2, В  =  (х —  1), то, давая букве х значешя, имеющая 
пределомъ число 1, получимъ:

2° неопределенно возрастать, т.-е. быть безконечно —  болыпимъ 
числомъ, и тогда число А  называется безконечно малымъ числомъ, по- 
рядокъ котораго ниже порядка безконечно малаго числа В .

Наир., если А  —  ( х — 1), В  =  ( х — I)2, то, давая букве х значе
шя, имЬюшдя пределомъ число 1, получимъ:

К т  ( £ ) , = , = К т  [ ( T = ^ L i = К т  = ° °  •



АЛГЕБРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 165

3° можетъ стремиться къ конечному определенному пределу.
4:° можетъ, оставаясь мен'Ье нЪкотораго ГопредЪленнаго положи

тельнаго числа, не стремиться ни къ какому пределу.

193. Неопред'Ьленныя выражешя. Если мы им£емъ дробное 
выражеше, то случается иногда, что подстановка вместо буквъ, заклю-* 
ченныхъ въ выражеши, н’Ькоторыхъ числевныхъ значешй обращаетъ 
въ нуль и числителя, и знаменателя даннаго выражешя. Дробное

выражеше приметь тогда форму: Эта форма, разсматриваемая,

какъ частвое, происходящее отъ дЬлешя О на 0, представляетъ, 
очевидно, всякое число. На этомъ основанш принято говорить, что

форма - jj-  есть сгмволъ неопределенности.

Особенно интересно то значеше неонред’Ьленнаго выражешя, ко
торое представляетъ предЬлъ, къ которому будетъ стремиться данное 
выражеше, когда мы будемъ давать буквамъ неограниченные ряды 
значешй, стремящихся къ т'Ьмъ значен1ямъ, которыя придали данному

выражешю форму

Иногда этого предала не существуетъ. Нахожденге этою предела 
называется раскрыппемъ неопределенного выражетя. Мы здЬсь не 
можемъ дать общаго способа для рЗянешл вопроса и ограничимся 
некоторыми примерами.

Примеры.

1°. Возьмемъ выражеше ^ • СдЬлавъ зд^сь х =  а, мы приведемъ

наше выражеше къ форм’Ь Найдемъ пред'Ьлъ, къ которому стремится это

выражеше, когда х стремится къ а.
Для этой ц'Ьлп сд'Ьлаемъ х — а-fa .  Выражеше наше приметь видъ:

а2 +  2 ал +  а2 — о2 2 аа +  а2 .  .-----1— |— 1-----------= -------1—  =  2а +  а.. а а —  а а

Если х стремится къ а, то число а стремится къ нулю, и, следовательно, 
выражеше наше стремится къ 2а. Это и есть искомый пред'Ьлъ, не зависа
ний отъ того закона, по которому а стремится къ нулю.

Зам'Ътимъ, что равенство.

х- —  а- ,
--------- =  х 4 - aх —  а

имеетъ м^сто при х =  а только тогда, когда мы изъ значешй, принимаемыхъ
/̂2 - Qp

дробью ---------  при х =  а, выберемъ найденный нами пред'Ьлъ, и въ этомъос ~~~~ а
только случай цредъидущее равенство представляетъ тождество.
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3°. Воэьмемъ выражеше: —— СдЬлавъ здесь х — 2, получимъ форму:

па т> • *2— 8Я +  16 „  .
2°. Разсмотримъ выражена — ^х — 4а—  х ~  вЫРажеН1е прини-

маетъ форму -jj-. Раскроемъ эту неопределенность. ДЬлаемъ х =  4 -f- а. 

Выражеше принимаетъ видъ:

(4 - f  а)2 —  8(4 -j- а) -(- 16__а2 ___ а
а(4-{-а) — 4а т  а'

Мы видимъ, что выражеше паше, при стремлеши х къ 4, а, следова
тельно, а къ 0, стремится къ 0.

Это и есть искомый пределъ, не завнсяшдй отъ того закона, по кото
рому а стремится къ нулю.

Заметимъ, следовательно, что равенство:

х2— 8х + 1 6  х —  4 
ах — 4а о

только въ томъ случае представляетъ тождество, когда мы изъ значешй, при- 
нимаемыхъ левою частью при х =  4, выберемъ найденный нами пределъ.

х — 2 
(х ^ 2 )2

-jj-. Для раскрыпя неопределенности сократимъ дробь на х — 2; дробь сдЬ-

• 1 '
лается равною ^  ̂ • При стремлеши х къ 2 знаменатель неопределенно

возрастаетъ, и, следовательно, дробь стремится къ пределу, равному без- 
конечпости.

4°. Разсмотримъ такое выражеше

При х =  2 и у =  2 выражеше принимаетъ форму

Сокративъ нашу дробь на х—у, мы приведемъ ее къ виду: ^ * 

При стремлеши х и у къ 2 по какому ни есть закону, дробь стремится къ 

пределу, равному

5°. Возьмемъ такое выражеше: \ --г  .
У +  — У

Сделавъ # =  0 и у =  0, приведемъ выражеше къ форме Для раскры

п я  неопределенности положимъ: ж =  0 +  а и «/ =  0 ■+- (3; тогда выражев1е
а2 — За8 4- а 

принимаетъ видъ prq: 2яр  _  я *

Дробь эта можетъ быть написана такимъ образомъ: а ^  1Р Р +  2а^_1
При стремлеши а и р къ нулю второй множитель стремится къ — 1; что же 

касается до перваго множителя , то пределъ его будетъ зависить отъ того 

аакона стремлешя а и р къ нулю, какой мы назначимъ; если мы назначимъ,
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чтобы а =  то иред±.!ъ будетъ равенъ единице; если мы назначимъ, что 
а =  2р, то предблъ будетъ равенъ 2; если мы назначимъ, что а — р2, то нре- 
д’Ьлъ будетъ равенъ нулю; если мы назначимъ, что р =  а2, то предать будетъ 
равевъ безконечности.

Если дробное выражеше -щ иринимаетъ, при некоторыхъ значе- 

шяхъ буквъ, входящихъ въ это выражеше, форму: то форма эта 

можетъ быть приведена къ виду И въ самомъ деле, имеемъ:

— =  — — =  0 * 0 =  — •В  В '  А  оо' оо * О

Если выражеше А . В  принимаешь, при некоторыхъ значешяхъ 
буквъ, входящихъ въ это выражеше, форму: 0 . оо, то она можетъ

быть приведена къ виду -jj-*

И въ самомъ деле, имеемъ:

Л . В  =  А : ^  =  0-. ±  =  0 : 0  =  f

Выражеше принимающее форму оо —  оо, когда v и д

обращаются въ нули, можетъ быть приведено къ виду 

И въ самомъ деле, имеемъ:

и______р _ __ ид — у р ___ _0_
v q vq О

Итакъ, сумволы: 0 . °° , оо —  оо суть сумволы неопределен

ности.
Раскрыть эти неопределенности значитъ найти пределы, къ ко- 

торымъ стремятся выражешя, принимающая неопределенную форму, 
когда буквы, входяпця въ эти выражешя, принимаютъ значешя, стре- 
мяпйяся къ темъ значешямъ, которыя придаютъ выражен1ямъ эту 
форму. Иногда искомые пределы не существуютъ.

Примгьры:

1°. Выражеше (х3 — 1 ) . — приннмаетъ неопределенную форму: 0 . оо
'  ОС 1

при х =  1. Для раскрнтя это» неопределенности пишемъ:
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При стремленш х къ 1, ио какому ни есть закону, выражеше это стре
мится къ 3.

5-£2 _ Зд. _1_  7
2°. Выражеше: 2х-\- 6 U^U х==со принимаетъ неопределенную

форму Для раскры т этой неопределенности преобразовывавмъ вы-

* _  з. 4- L
5 ос̂ 3 ос 1 7 ос " ос ® 

ражеше: 2% - f  6 = ------2----- бГ стРемлен*и х къ безконечности,
2 --------1— 5х ' х2

5по какому ни есть закону, выражеше это стремится къ
А

1 3
8». Вираж ею е:— -т — (а;_ 1 ) ( :с + 2 ) , др- а? =  1, принимаетъ форму

оо — со.
Для раскрьтя этой неопределенности преобразуемъ выражеше такимъ 

образомъ:

1 3 _  х +  2 — 3 _  1
х — 1 (х-1)(х-\ -2) (х — 1) (х -)-2) х +  2

При стремлеши х къ единице, по какому ни есть закону, выражеше это
1

стремится къ у

194. Тождественный преобразовашя, распространенный на 
иррацюнальныя числа. Разсмотримъ некоторое алгебрическое выра- 
жеш'е, ращоналъное отиосительно буквъ:

х, у, z , . . . ,

входя щихъ въ него, т.-е. заключающее знаки действШ сложешя, вы- 
читашя, умножешя, делешя и возвышешя въ целую степень. Обозна- 
чимъ это выражеше такимъ образомъ: S  {х, у, г, . . .). Разсмотримъ 
буквы: х, у, г , . . . , какъ переменный рацюнальныя числа, стремя- 
пшся по некоторымъ законамъ соответственно къ пределамъ:

L ,  М , N , . . .  ,

представляющимъ числа рацюнальныя или иррацюнальныя.
Численнымъ значешемъ выражешя S(x,  у, z, . . .  ), при x — L , 

у =  М , z =  N , . . . , будемъ называть предгълъ, къ которому стре
мится это выражеше, когда переменный числа, означенныя буквами 
х, у, г ,  . . . , будутъ стремиться соответственно къ пределамъ 
L ,  М , N , . . . Мы знаемъ, что пределъ этотъ существуетъ и будетъ 
вообще вполне определенный за исключешемъ случаевъ, указанныхъ 
въ (192, 193).
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Покажемъ, что вей тождественныя преобразован1я, которая мы 
выполняли до сихъ поръ и которыя относились къ рацюнальнымъ 
значешямъ буквъ, входящихъ въ преобразуемыя выражешя, будутъ 
справедливы и для ирращональныхъ значешй этихъ буквъ.

Положимъ, въ самомъ дЬл'Ь, что мы имЪемъ некоторое тожде
ственное преобразоваше:

(a) S (x , у, г , . . . ) =  F ix ,  у, z, . . .  )

для рацюпальныхъ значешй буквъ х, у, е, . . . ; напр, преобразова- 
Hie (х — у){х-\-у) =  х 2 — у2. Докажемъ, что оно справедливо и для 
ирращональныхъ значешй:

L ,  М , N , . . .  ,

этихъ буквъ.
Для этой цели раземотримъ буквы х, у, z, . . . , какъ перем̂ н- 

ныя ращональныя числа, стремя щдяся соответственно къ пред’Ьламъ:

L ,  М , N , . . .

Каждое изъ выpaжeнiй S  и F  будетъ стремиться къ определен
ному пределу, сохраняя указашя техъ действШ, которыя въ него 
входили, и въ пределе сохранитъ свою форму, но только буквы 
х, у, z, . . . заменятся соответственно буквами i ,  М , N , . . . , 
ибо если, напримеръ, выражеше S  представляешь произведете суммы 
двухъ чиселъ х и у на ихъ разность, то оно, при стремленш буквъ 
х  и у къ пределамъ L  и М , будетъ постоянно представлять про
изведете суммы соответственныхъ значешй, принимаемыхъ буквами 
х и у, на разность этихъ значешй, и въ пределе представитъ про
изведете суммы предЪловъ буквъ х и у, т.-е. суммы L -\ -M ,  на раз
ность этихъ предЪловъ, т.-е. на разность L  — М . Итакъ

l im [S (x , у, z, . . . У\х—ц у—м, г=у,. .  . ==8 ( L ,  N t . . . ) 

l im [F {x , у, z, . . . )]a==£)y=Jf) . . = F { L , M , N , . . .  . ).

Но тождество (а) имЬетъ место во все время стремлешй пере- 
менныхъ pацioнальныxъ чиселъ: х, у, z, . . . , къ своимъ предЬламъ; 
следовательно, оно имеетъ место и въ пределъ (170), такъ что 
мы можемъ писать:

S ( L ,  М , N , . . . ) =  F ( L ,  М , N , . .

ч. и т. д.
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Отсюда будетъ следовать, наприм^ръ, что:
Въ многочлен  ̂ съ иррацкшальпыми членами мы можемъ изменять 

порядокъ членовъ.
Произведете иррацюнальныхъ множителей не зависитъ отъ по

рядка ихъ перемноженш.
Тождество:

(с) ат —  Ът —  (а — Ъ)(ат ~1 +  ат~ 2 Ъ +  . . . -(- аЪт~ 2 -}- Ът~ 1)

имеетъ место для всевозможныхъ значенШ буквъ а и Ъ, какъ ра- 
цюнальныхъ, такъ и иррацюнальныхъ, и т. п.

195. Переменное иррациональное число. До сихъ поръ мы раз- 
сматривали переменныя ращональныя числа и ввели въ алгебру такъ 
называемыя иррацюнальныя числа, установивъ понят1я о равенстве 
ихъ и опредЬливъ действ1я надъ ними.

Мы можемъ еще более обобщить представлеше о числе, разсма- 
тривая перемгънное ирратональное число, т.-е. такое переменное число, 
которое, изменяясь, будетъ принимать иррацюнальныя значешя:

(1) #1, > %8» • • • » • • • > • • • »

где каждое изъ чиселъ есть пределъ некотораго соответствующего 
ему переменнаго рацювальнаго числа.

Примеромъ такого переменнаго ирращональнаго числа можетъ 
служить число:

въ которомъ s неопределенно возрастаетъ, и тогда значешя ряда(1) суть:

а а а

при чемъ каждое изъ чиселъ у- есть пределъ переменнаго рацюналь-

ваго числа:

а

въ которомъ о„ возрастаетъ неопределенно.
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196. Зам*чан1е. ПредЪломъ переменнаго иррадюпальнаго числа 
можетъ быть число радюнальное. И даже можно сказать, что всякое 
радюнальное число можетъ быть разсматриваемо, какъ пред^лъ пере
меннаго иррадюнальнаго числа.

И въ самомъ деле, мы доказали, напримеръ, что (160)

число х  разсматривалось, какъ число рад1ональное съ модулемъ, мень- 
шимъ 1; но те же разсуждешя привели бы насъ теперь къ тому же 
результату и въ предположены, что х есть число иррадюнальное съ

модулемъ, меньшимъ единицы. Взявъ, напримеръ, Р = 1 ,  х =  ,

т.-е. 1 есть предЬлъ переменнаго числа, принимающего значешя:

197. Обобщешя. Въ предъидущихъ параграфахъ мы, имея пред- 
ставлешя: о числе рацюнальномъ, о равенстве и неравенстве двухъ 
радюнальныхъ числахъ и о действ!яхъ надъ числами радюнальными, 
пришли, не впадая въ противореч1е съ этими представлешями, къ 
представлешямъ: о числе иррадюнальномъ, какъ пределе перемен- 
наго радюнальнаго числа, о равенстве и неравенстве двухъ ирра- 
дюнальныхъ чиселъ и о действ1яхъ надъ числами иррадюнальнкми.

Теперь мы можемъ составить соответственныя пpeдcтaвлeнiя, отно- 
сянцяся къ числамъ, разсматриваемымъ, какъ пределы переменныхъ 
иppaдioнaльныxъ чиселъ.

Для этой дели достаточно повторить все предъидушДя разсуждешя 
отъ слова до слова, заменяя только фразу: „переменное радюнальное 
число1* фразою „переменное число".

Мы можемъ сказать, напримеръ, что для того, чтобы переменное 
число х, принимающее неограниченный рядъ значешй:

Р  =  П т  [Р ( 1 — жп)]

найдемъ:

или все раигональныхъ, или все иррацгоналъныхъ, или то  рацгоналъ- 
ныхъ, то  ирращоналъныхъ, стремилось къ пределу, необходимо и до-
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статочно, чтобы модуль переменной разности (хп+ р —  Хп), при не
определенно мъ возрастанш п и при всякомъ целомъ и положителъ- 
номъ р, стремился къ нулю.

Мы можемъ сказать, что если два числа L  и М  суть соответ
ственно пределы двухъ переменныхъ чиселъ А  и В ,  то

L - \ - M = l im ( A  +  B ), L  — М —  lim (A  — В ),

L M  =  lim (A B), —  ^ а ~  ^т (А а).

Заметимъ зд^сь кстати, что если мы имеемъ рядъ чиселъ:

L i t  L 2, L 3, . . . , Lp,/

представляющихъ соответственно пределы переменныхъ чиселъ:

*̂ ■1» ■̂ ■2» А%, . . . , Ар,

то равенства:

L i  4" -j- L 3-J- . . . Lp =  l im ( A l 4  А 2-\ -А я -\~ . . . - j- А Р), 

L xL 2L 3 . . . L p =  l im ( A jA 2A 3 . . . A v),

для доказательства ихъ, требуютъ, чтобы число р было конечное.
Если же это число изменяется, возрастая безпредельно, то предъ- 

идупця равенства могутъ употребляться только условно.
Положимъ, напримеръ, что

где р неопределенно растетъ, тогда

Х 1 =  Х 2 =  Х 3=  . . . =  L p =  О,

а между темъ

+  Л-a 4 "  -|- • • • 4 “Л Р =  1,

и первое равенство должно быть написано для нашего случая та- 
кимъ образомъ:

lim ^ lim (~ J  . Jwwp]p_ oo=  Пт,



Возьмемъ еще

Ai — Л2 =  А3=  . . . = А р = (

где р неопределенно растетъ; тогда

—  L 2 —  L 3 —  . . . =  Lp —  О,
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но

(1 + j ) P Н6 “  °’ 
что видно на следующихъ частныхъ случаяхъ:

( r + i )  = 1  +  1 + Т ’ { 1 + т )  = 1  +  1 +  i  +  ^ >

т.-е. видно, что остается всегда более 2. Мы увидимъ впо-

следствш, что переменное число 1̂ -j- -^ jP, съ возрасташемъ р, стре

мится къ некоторому пределу, большему 2, но меньшему 3.
Второе изъ предъидущихъ равенствъ должно быть написано въ 

данномъ случае такъ:

К м \ [ш  i 1 + j ) ] ' U = гЧ ( ' + ? ) ' ] , = » •

198. Извлечете  корней изъ иррацюнальнмхъ чиселъ. Мы
разсмотрели выше сложеше, вычиташе, умножеше, возвышеше въ 
целую степень и дЬлеше, производимыя надъ числами, определен
ными какъ пределы. Разсмотримъ теперь извлечете корней.

Корнет т '° "ой степени изъ положительнаго числа L ,  опредгьлен- 
наго, какъ предп>лъ переменнаго положительнаго ращональнаго числа 
А, принимающаго положительный значенгя:

(1) al f  а2, аг, . . . .  ап, . . . ,

называется предтълъ, къ которому стремится переменное иррацьоналъ- 
ное число j/ a , принимающее положительныя значенгя:

tn /— т>—  т .—  т ,— тп /-----
(2) к # i i  V #2» V #з» • • • > V #л ) • • • > К  #п+р> • • • у

Для того, чтобы определеше это имело смыслъ, достаточно пока
зать, что число при неопределенномъ возрастати п, стремится
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къ определенному пределу, т.-е. достаточно показать, что модуль 
разности: Д =  'у/ап + Р —  съ неопред^леннымъ возрасташёмъ п, 
-при всякомъ jp, стремится къ нулю. Это имЪетъ место.

И въ самомъ деле, разсмотримъ тождество:

А т -  В т = { А -  В ) {А т~ 1 +  . . . + Б — 1).

Положивъ здесь: Л  =  ]/аи+р, B  =  \Zan и принявъ во BHHManie, 
что Л т  =  а«+Р, В т = а п получимъ (194):

т  /--------  т .—
dn-\-p d n  —  у O n) *  у

где 2  есть сумма ноложительныхъ чиселъ:

Переменное число 2  не стремится къ нулю, ибо оно постоянно 
представляетъ сумму ноложительныхъ чиселъ, следовательно его мо
дуль обладаетъ наименыпимъ значешемъ. Назвавъ его буквою М , 
получимъ:

Mod(an , _ — ап)
Mod Д < ------ -------------= .

Но, по услов1ю, начиная съ некотораго п ,
I

Mod(a,,+p (fai) <  -М •

а потому и подавно

М  еModД <  — или* же ModД <  е,

ч. и т. д.
Итакъ, искомый пределъ существуете Онъ будетъ определенный  ̂

ибо 1) каждое изъ чиселъ ряда (2) есть вполне определенное число, 
и 2) по доказанному выше (170).
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Мы можемъ, следовательно, писать:

т /—  т ,—  т  --------  т  —
у L  —  lim у А, или у lim  А  =  lim y  А  .

199. Замечание 1. Предъидущее пошше о .корне не противоречить 
тому понят1ю о немъ, которое мы сделали выше. И въ самомъ деле,

Т■ • т /--если L  есть радюнальное положительное число, то у L  есть действи-
т —

тельно пределъ переменнаго числа V ап. И действительно,

л _ У / г *  ?/— _  L  — dn .
а1 V Ь  7  е» /„, —\rn-l ( т ’

W L )  +  . . . +  [V a J

но модуль знаменателя не стремится къ нулю, следовательно онъ 
обладаегъ наименьшимъ значешемъ М , а потому

M od\  <  ё ° У £ = * й .

Принявъ теперь во внимаше, что, начиная съ некотораго п, 
M od{L  — am) <  М  . е, получимъ подавно, что

Жос?Д, <  т.-е. Modb^ <  е,

ч. и т. д.

200. Зам^чан1е 2. Определивъ действ1е извлечешя корня изъ ирра- 
цюнальныхъ чиселъ, мы получаемъ вполне ясное представлеше о чи- 
сленномъ 3Ha4eHiH алгебрическаго выражешя, заключающаго въ себе 
и знаки корней, при иррацюнальпыхъ значешяхъ буквъ, входящихъ 
въ это выражеше.

Тождественными преобразовашями подобныхъ выражешй мы зай
мемся въ главе объ алгебрическихъ радикалахъ.

§ IV. Непрерывпыя дроби.

201. Опред^лете непрерывныхъ дробей. Алгебра обладаетъ за- 
мечательнымъ оруддемъ для образовашя двухъ рядовъ рацюнальныхъ 
чиселъ: возрастающаго и убывающаго, предЬломъ которыхъ служить 
заданное иррацюнальное число.
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Разсмотримъ некоторое положительное число х, рацюнальное или 
иррацюнальное. Положимъ, что природа числа х такова, что число 
это не менее ц^лаго числа и менее д^лаго числа al -\- 1.

rj _
Примгьръ. Если х — то «1 =  1; если х =  6, то «а =  6; если х =  \/ Ъ, 

то «1 =  2, и т. д.

Положимъ:

£ l ]  X =  « j  ~1“  —у XL =  «2 “Ь  ” , . . . , Хп—1 =  dn ~  >

где ах , а2, а8, . . . , ап суть наиболышя ц^лыл числа, заключенный 
соответственно въ х, x t , х2 , • • . , Х п - г .

Первое изъ этихъ чиселъ аг можетъ быть равно нулю, но каждое 
изъ следующихъ, по меньшей мере, равно 1.

Если число х есть число рацгопальное, то одно изъ чиселъ 
х, x l t  х2, . . . . будетъ непременно целымъ и оно окончить рядъ [1]. 
Для доказательства положимъ, что

А
Х ~  Ах *

где А  и A t суть целыя числа, простыл между собою.
Означимъ буквами: А 2, А 3, . . . , А п, 1 последовательные 

остатки, которые мы получимъ, отыскивая общаго наиболыпаго де
лителя чиселъ А  и А̂ \ назовемъ буквами: alf  « 2, . . . , ап частныя, 
получаемыя при деленш. Мы будемъ иметь:

А  =  A f l i  -{- А 2, А х — А.га2 -}- А 3, . . . An—i — А п&п - j-  1; 

отсюда

А А- 1
X  «1 “ j ^  , Х^  «2 И  ^  , • • • $ Х п —1 « я  “ | ^  , Х п  — " А п  •

Это мы и хотели показать.
Если же число х есть число ирращональное, то ни одно изъ чи

селъ ряда: ж, жз, . . . . не будетъ ни целымъ, ни, даже, рацю- 
нальнымъ, и, следовательно, рядъ будетъ продолжаться безгранично.

И въ самомъ деле, если бы одно изъ чиселъ: х, х l f  х2, . . .  . 
было ращональнымъ, то все предшествующая, а следовательно, и х , 
были бы также ращональны.
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Исключивъ последовательно числа: x lf  х2, . . . , xn- i  изъ пер- 
выхъ п равевствъ [1], придадимъ числу х следующую форму:

Займемся теперь изучешемъ выраженШ этой формы, въ которыхъ 
«п  » 2, а3, . . .  . суть цйлыя положительныя числа, число которыхъ 
предельно или безпредельно, причемъ только первое изъ нихъ мо
жетъ быть нулемъ. Выражешя этой формы называются непрерывными 
дробями.

I
Числа: х , х 1г х2, . . . .  называются полными частными; целыя 

числа: а15 а2, а3, . . . .  , заключенный соответственно въ полныхъ част- 
ныхъ, называются неполными частными. Подходящею дробью назы
вается то значеше, которое найдемъ, если остановимъ непрерывную 
дробь на некоторомъ пеполномъ частномъ. Изъ этого определешя 
следуетъ, что выражешя:

представляютъ соответственно первую, вторую, третью и т. д. под
ходящая дроби, при чемъ неполныя частныя: av а21 а3, . . . .  назы
ваются неполными частными, соотвгьтствуюгцими первой, второй, 
третьей и т. д. подходящимъ дробямъ. Вместо того, чтобы говорить: 
первая, вторая, третья, и т. д., подходящая дроби, будемъ говорить: 
подходяпия дроби 1-го, 2*го, 3-го, и т. д., порядковъ.

202. Образован1е подходящихъ. Выражешя (3), по приведенш 
каждаго изъ нихъ къ форме обыкновенной дроби, даютъ:

[2]
• + 1

[3]

a, ata2 -{- 1 (ага2 +  1)а< +
1 ’ а, ’ а,а, -+-11 ’ а2а3 ■+- 1

Обозначивъ:

ах =  Р х, аха2-\- 1 = Р 2, («1« 2 +  l)a3 +  ai =  ^з> • • • »

* 1 — Qi > а2 —  Q2) а2а3 -j-  1 Qs » • • • »
12
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увидимъ, что
» •

Р 3 — р 2 а з~Т~ P i  > Q 3 Яга з Qi>

т.-е. первыя три подходящгя дроби могутъ быть приведены къ такимъ 
формамъ, при которыхъ числитель третьей дроби равенъ числителю 
второй дроби, умноженному на неполное частное, соответствующее 
третьей подходящей дроби, и сложенному съ числителемъ первой 
дроби; знаменатель получается такимъ же образомъ изъ знаменателей 
второй и первой дробей.

Спрашивается теперь, имеетъ ли м̂ сто замеченное соотношеше 
для каждыхъ трехъ рядомъ стоящихъ дробей, т.-е. могутъ ли дроби 
порядковъ (п — 2)'го, (п — 1)'г0 и п'10 приведены къ такимъ формамъ, 
при которыхъ ихъ целые числители: Р*_з, Р « -1, Р» и ихъ целые 
знаменатели: Q„-2, Qn-\, Qn будутъ связаны соотношешями:

\

[4] Рп =  Рп—1 On -J- Рп—2, Qn =  Qn— 1 On Qn— 2?

Для ответа на этотъ вопросъ употребимъ пр1емъ разсуждешй, ко- 
торымъ мы уже пользовались (53).

Предположимъ, что соотношешя (4) имеютъ место, и докажемъ, 
что дроби порядковъ (п — 1)'г0, м'г0 и (п -I-  1 )'г0 могутъ быть приве
дены къ такимъ формамъ, при которыхъ ихъ целые числители: 
Р п -1, Рп и Р п+ 1 и целые знаменатели: Qn- i,Q n. и Qn+ i будутъ свя
заны соотношешями:

(5) Рп+ 1  — Рп Оп-\-1 “I-  Рп—\) Qn-\-l Qn On-1-1 | Qn—1,

т.-е. докажемъ. что равенства (5) суть следств1я равенствъ (4).
Итакъ, предположимъ, что подходящая дробь п'10 порядка при

ведена къ форме:

этой замене, числа Р « -„  Р п -2, Qn-1 ,  Qn-2 не изменять своихъ зна- 
чешй, мы, очевидно, преобразуемъ нашу дробь въ подходящую дробь 
порядка (п ~ 1 )"го> такъ чт0 Дробь порядка ( w - j- l) '10 можетъ быть 
приведена къ форме:

Рп— ~Ь Рн—2 
Q n -lan +  Qn—2
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т.-е. къ форме

1 “Ь  -^ Я — 1 

Qnan+ 1 Qn— 1

Обозначивъ целыхъ числителя и знаменателя этой формы соответ
ственно буквами Pn+j и Qn+U получимъ соотношешя (5).

Итакъ, для того, чтобы соотношешя (4) имели место для значе
шя п, равнаго одному изъ чиселъ:

3, 4, 5, . . . ., (п  2), (п ]), Пу

где п произвольное целое положительное число, достаточно, чтобы 
они имели место для непосредственно предъидущаго; но они спра
ведливы для п =  3, если примемъ:

P i  ——  ® i »  Qi 1 »  Р г  I 1 »  Q2 —

следовательно они будутъ и место и для п =  4, и для п =  5, и т. д., 
т.-е. будутъ вообще справедливы.

Отсюда внтекаетъ: Если примемъ: Р г =  alt Qx =  1, Р 2 =  ata2 "Ь  1»
— ай и если приведемъ третью подходящую дробь къ формы, въ 

которой целый числитель равенъ числителю предшествующей дроби, 
умноженному на соответствующее третьей дроби неполное частное 
и сложенному съ числителемъ дроби предпредшествующей, при чемъ 
цгьлый знаменатель составленъ подобнымъ же образомъ изъ знамена
телей двухъ предшествующихъ дробей, (что возможно), то  каждая изъ 
подходящихъ дробей можетъ быть приведена къ такой форме, въ ко
торой числитель и знаменатель составлены подобнымъ же образомъ 
изъ числителей и знаменателей двухъ предшествующихъ дробей.

Все нижеследующее будетъ относиться къ подходящимъ дробямъ, 
представленнымъ именно въ этой форме.

Заметимъ однако, что указанныя соотношешя будутъ иметь место 
и тогда, когда, напримеръ, возьмемъ:

P j f t j . X, JP2 =  ■ I ■ 1)^, Q2 — a2̂  t

где  ̂ произвольное число.

203. Если въ подходящей дроби порядка п'Т0:
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заменимъ неполное частное а» числомъ хп- 1, то преобразуемъ под
ходящую дробь въ разсматриваемое число х ; замкнете это даетъ:

х = К —1Хп—1 4“ Рп—2 
Qn—ixn—1 "Ь Qn—2 *

и вообще

Р 2х2 +  Л  _  Р аж3 +  Р 2 
2̂2̂ 2 “Ь ~f" Q2

Рп*п +  Рп - 1
Ф а  +  Qn~t '

221
204. Примпры. 1°. Представить дробь ^  въ видЬ непрерывной дроби.

Для этой ц^ли ищемъ общаго наибольшего делителя чиселъ: 221 и 651 
ДМств1е, какъ известно, располагается такимъ образомъ:

221
221

651
209

221 I 209 
12 | 5

12
2

A  I
1 i О

Получимъ:

^ = 0 + i —  651 ^  „ . 1
2 +

1 +
17

2 +  Т -

Подходяпця дроби будутъ сл,Ьдующ1я:

0 1 1 18 37 92 221
1 ’ 2 ’ 3 ’ 53 ’ 1091 271 ’ 651’

2°. Представить |/7 въ виде непрерывной дроби. 
Располагаемъ дМств!е такимъ образомъ:
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Мы видимъ, что повторилось полновластное, а именно х ь =  х 1. Отсюда

сл^дуетъ, что непрерывная дробь, представляющая | / 7, будетъ дробь nepio- 
дическая, т.-е. такая дробь, въ которой неполныя частныя будутъ повто
ряться иерюдически, причемъ перюдъ начнется со втораго неполнаго част- 
наго. Им^емъ:

V t  =  2  +  ~----- j

1+1
i +  i

4 + TTT

205. Свойства подходящ ихъ, Подходяпця дроби, составленныя 
по вышеданному правилу, обладаютъ замечательными свойствами, 
которыя мы теперь и изложимъ.

JPn—J Р п
Теорема I. Если ~Q~t и суть двгъ подход ящгя дроби по- 

рядковъ п  — 1 и п, то

Рп Qn—1 Qn Рп-, —1 ( --- 1)Я.

Положимь, что ап представляетъ ю'овов неполное частное; будемъ 
иметь:

Рп — Рп—1 ап —I-  Рп—з 1 Qn== Qn—i ап —J-  Qn—2 ;

умноживъ оба равенства соответственно на Qn- i  и — Рп- \  и сло- 
живъ результаты, получимъ:

{Рп Qn—1 Qn Pn—i) =  {Рп—1 Qn—2 Qn—i Pn-i);

отсюда, умноживъ о б е  части этого равенства на (— 1)*, найдемъ:

(— 1 )"(Р« Qn- 1 -  Qn Р п -1) =  ( -  I)”" 1 {Рп-, Qn- 2 -  Qn-, P «-3).

Результатъ этотъ показываетъ намъ, что количество:

( 1)” (Рп Qn—1 Qn Рп—,)

имеетъ одно и то же значеше при всякомъ и; принимая же во внимаше, 
что, при п =  2 , количество это равно 1, придемъ къ заключенш, что

(— 1)” (Рп Qn-x -  Qn Рп- 1) =  1;
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откуда, наконецъ,

PnQn-1 — QnPn-i =  (— 1)”, ч. и т. д.

Сл1}дств1е I. Числа Р» и Qn суть числа взаимно простыя, и,

И въ самомъ деле, доказанное равенство ноказываетъ, что дей
ствительно числа Р„ и Qn не могутъ иметь, кроме единицы, ника
кого обгцаго делителя. Это доказано для ю^=3; что-же касается до 
первыхъ двухъ подходящихъ дробей:

то непосредственно видно, что one несократимы.

СлгЬдств1е II . Разность между двумя последовательными подхо
дящими дробями равна дроби, числитель которой равенъ единице, 
причемъ знаменатель представляетъ произведете знаменателей этихъ 
подходящихъ дробей.

И въ самомъ деле, разделивъ на произведете QnQn- i  обе части 
доказаннаго равенства, найдемъ:

206. Теорема II . Если число х  приведено къ непрерывной дроби, 
причемъ образованы послгьдовательныя подходящгя, то число это всегда 
будетъ заключено между двумя последовательными подходящими и 
будетъ ближе къ той изъ нихъ, порядокъ которой выше.

Мы имели:

1 а,

__  Р пХп  +  Рп-1
QnXn -j- Qn—i

Определивъ отсюда х п, найдемъ:

Qn— l X  —  JPn—l
Р п  —  Q nX » откУда ~ф 1[Хп==

Формула эта показываете: 1° что знаки разностей

— х )  одинаковы; откуда следуетъ, что х  заключено между



и 2° что модуль второй разности мен-Ье модуля первой, ибо

оба количества: и  хп, произведете которыхъ образуетъ первую 

часть предъидущаго равенства, бол'Ье единицы.

207. Теорема III . Если приведемъ какое ни есть число х  къ не
прерывной дроби, то модуль разности между числомъ х  и какою ни 
есть подходящею дробью будетъ менгъе дроби, числитель которой 
равенъ единицгь, причемъ знаменатель предшавляетъ квадратъ знаме
нателя этой подходящей.

Им^ли:

Р п  __ Р п Х п  -j" Р п —1 Р п  ___ -Рп—1 Qn —  P n  Q n - i  ___  — ( — 1)"
х  Qn Q n X n - \-Q n —i Qn Q n (Q n Z -f- Q n—i )  Q n (Q n X n -\-Q n —i ) ’

АЛГЕБРИЧЕСКОЕ 0C 4H O JIFH IE. 1 8 3

или, наконецъ,

л — _________________
Qn Q n(Q nXn  -J- Qn—i)

1 = , _ л ---------- t l f c b

Равенство это говорить:

1 )  Е с л и  п  четное и х  не равенъ у г - , т.-е. х п не =  оо, то
ц/п

/  Р п  

* < - & ■

Р п2) Если п  нечетное и ж не равенъ , то
Уп

-  р .
* > « г

3) Mod& =  п  ^—  ; отсюда Mod А <  •
Уп(.У«Т» -f- Уп—1 Цп

ибо х п не мен^е единицы.

208. Сл'Ьдств1в. Если число х  есть число иррацгональное, то всегда 
можно образовать такую подходящую, которая будетъ отличаться 
отъ числа х  на количество, меньшее а, какъ бы мало это а не было.

И въ самомъ д^лй, для того, что модуль разности { х -— былъ

мен^е а, достаточно, чтобы

^-2 < а ,  откуда Qn^  Е  | /  V + 1'
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Этому неравенству мы всегда можемъ удовлетворить при достаточно 
болыпомъ п, ибо числа Qlf Q2, Q3, . . . возрастаютъ безнред^льно.

Примпръ. Представить у  7 рацюнальнымъ числомъ съ ошибкою, которая
2 2 / 

была бы менЬе Беремъ за а число gjyg- Разлагаемъ \ 1  въ непрерыв

ную дробь, составляемъ иоследовательныя подходяпия и останавливаемся на 
такой подходящей, знаменатель которой Q n  удовлетворяетъ неравенству:

Qn >  — -А===, или Q n  >  l / "  , Q n ^  39.
л /  —V 3175

Мы им^ли уже разложеше \Z l  въ непрерывную дробо. Составляя под- 
ходяпця, найдемъ:

2 3 5 8  37 37 45 82 127
1 ’ 1 ’ 2 ’ 3 ’ 14’ 14 ’ 17’ 3 1 ’ 48 ’

\

Остановимся на дроби Ошибка наверно будетъ менее
4 о  о 1 7 э

209. Две предъидутдя теоремы приводятъ насъ къ следующимъ 
заключешямъ:

Если разложимъ какое ни есть число х  въ непрерывную дробь и 
образуемъ два ряда подходягцихъ дробей: рядъ дробей четнаго порядка:

Ь  Ь  Ь  
Q ,'

и рядъ дробей нечетнаго порядка:

Рг Р 3 Р 5 P j  
« ,»  Qb’ Q7' * ’

то рядъ первый представить рядъ убьгвающт, причемъ каждая дробь 
этого ряда будетъ более х; рядъ второй представить рядъ возра- 
стающгй причемъ каждая дробь этою ряда будетъ метье х. Эти ряды 
оканчиваются, если число х  ращонально; они продолжаются неопре
деленно, если число х  есть число иррацгональное, и въ этомъ случае 
числа обоихъ рядовъ стремятся къ одному общему пределу, равному 
числу х.

И въ самомъ деле, мы доказали, что



АЛГЕБРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕН1Е. 185

И ч т о

отсюда сл^дуетъ, что

Р 2 ч  Р * ^  Ре -у

т.-е. рядъ первый есть рядъ убываюпцй. 
Мы доказали далее, что

А  „  v .  Рз

и что

ж >  Qi* х >  Q3 ’ х >  q I '

х —  — > х  — — > х  —  — 
Q i X Qz> X  Q,

отсюда сл^дуетъ, что

т.-е. второй рядъ есть рядъ возрастаю mi й.
Мы показали, что

Р* _  .  j _  Р< __ j _
4  ^  ^ 22 ’ ^4 ‘ ‘ ’

_  P j .  J _  _  Р 3 ^  J _
^  Q1 ^  $ 3 ^  ^З2’

т.-е. мы показали, что разности между числами ряда перваго и чи
сломъ х  и разности между числомъ х  и числами ряда втораго стре
мятся къ нулю; отсюда должвы заключить, что х  есть общ1й пре
делъ чиселъ обоихъ рядовъ.

Замйтимъ, что подходящая дробь равна сумме
Vй

P i I / ^ J __Р Л  , / Р з __ РЛ  I _ |_/Р^___ Р п—1  \  .
Q il  ■ V &  в . / " 1"  • ' *

отсюда будетъ следовать, что число х  есть пределъ чиселъ ряда:
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210. Теорема IT*. Если несократимая дробь заключена между
jPfl—1 JPtl

двумя последовательными подходящими и то знаменатель

В  дроби будетъ более знаменателя каждой изъ этихъ подходящихъ.

И  въ самомъ д е л е ,  дробь ^  заключена между и  а по

тому знаки разностей:

А  Р п - ,  Р п  Р п —,
В  Qn—1 ’ Qn Q n—i

одипаковы, причемъ модуль первой разности менее модуля второй.
( __1)п

Последняя разность равна а потому

1А Р п —1 \
[в Qn— 1 )

или

Такъ какъ первая часть этого неравенства есть число целое, не
равное нулю, то

В  >  Qn> а следовательно и подавно В  >  Qn- i-

211. Сл,Ьдств1е. Каждая подходящая непрерывной дроби х  менее 
отличается отъ х, чемъ всякая другая дробь, знаменатель которой 
менее знаменателя этой подходящей•

И въ самомъ деле, если бы несократимая дробь ^  менее отли-
р

чалась отъ х ,  чемъ подходящая дробь , то она и подавно ме-

Р п —1н^е отличалась бы отъ х, чемъ предшествующая дробь —  . Но
у п —1

Р п — Р п  А  'такъ какъ число х  заключено между -тт—1 и 77- ,  то дробь необ-
1 (j/n 1 J j

ходимо была бы заключена между теми же подходящими, т.-е. зна
менатель В , на основанш предъидущей теоремы, былъ бы более Qn .

Отсюда вытекаетъ, что дробь -gr более отличается отъ х, чемъ 
Р пподходящая 75—, если В  менее Qn. 
у»
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У п р а ж н е н 1 я .

1. Разложить въ неирерывныя дроби числа:

v * ,  i / i o ,  i / n ,  у i 7 , i / 46 , /

I I .  Разложить въ непрерывную дробь выражеше

III . Разложить въ непрерывный дроби выражешя:

| / а 3 Н- 1, У  а2 — 1, 1/ а 2 +  а, ^ а 2 — а, | /  xc2 -f-_pa; -(- 9.

.— 3
IV. Вы ислиаь у  27 съ ошибкою, которая была бы мен^е

Ь7У

V. Доказать, что третья подходящая выражешя У а ? а - \ - \  равна
Va ( 2 a - h l ) .



Г Л А В А  В О С Ь М А Я .

Алгебричесме  радикалы.

212. Опред,Ьлен1Я. Алгебрическимъ радикаломъ называется фор
мула, въ которой последнее действ1е есть д4йств1е извлечешя корня. 
Изъ этого опредЪлетя вытекаетъ, что общШ видъ алгебрическаго 
радикала есть сл’Ъдуютдй:

т -----
V A ,

где А  представляетъ какую ни есть алгебрическую формулу, могу
щую въ свою очередь содержать радикалы. Формула А  называется 
подрадикальною формулою, целое и положительное число ж называется 
показателемъ радикала.

_________я _______
IIримгъръ. Выражеьпя: ] / аъЪ*с1, V V a - V b ,  \ /  —— суть радикалы.

Г п/ —
V  Ъ

тт . тп/ —
Числовымъ значенгемъ или просто значешемъ радикала у А  назы

вается корень ш'овой степени числоваго значешя подрадикальнаго вы- 
ражешя А; если это числовое значеше равно числу а, то числовое

m у—  m  —
значев1е радикала у  А  равно числу У а.

Примгьръ. Значеше радикала: р'с2 — d2, при с = 3 , d =  1, равно 1̂ 8 .

§ I. Преобраэоваше радикаловъ.

213. Преобразоваше I. Если подрадикальное выраженье представ
ляетъ степень некотораго выражешя, показатель которой делится
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на показателя радикала, то радталъ тождественъ степени этого 
выражения, показатель которой равенъ частному отъ раздиълете по
казателя подрадикалънаго выраженья на показателя радикала, т.-е.

\п/ ( А ) ^ = ( А ) р. [1]

Докажемъ это тождество. Разсмотримъ произвольное значеше вы
ражешя А , равное числу а.

Если число а положительное, то правая часть доказываемаго тож
дества (1) есть число положительное при какомъ ни есть р\ что же 
касается левой части, то она имеетъ определенное положительное 
звачеше при т  нечетномъ и два определенныхъ значешя: положи
тельное и отрицательное при т  четномъ.

Если же число а отрицательное, то правая часть доказываемаго 
тождества будетъ число положительное, когда р четное, и отрица
тельное, когда р  нечетное.

Въ первомъ случае подрадикальпое выражеше (А )тр левой части 
представляетъ число положительное, и радикалъ имеетъ, при т  не
четномъ, только одно положительное значеше и, при т четномъ, два 
значешя: одно — положительное и другое — отрицательное. Во вто- 
ромъ случае подрадикальное выражеше (А )тр, при т  нечетномъ, 
отрицательно, и радикалъ имеетъ только одпо отрицательное зна- 
чете; при т же четномъ, оно положительно, и радикалъ имеетъ два 
значешя: положительное и отрицательное.

Итакъ, мы видимъ, что всегда можно предполагать знаки у чи

селъ: j/(a)mp и (а)р одинаковыми. Это и будемъ предполагать, и въ 
этомъ смысле докажемъ равенство:

J7 W r  =  (a)p . [ 1 ' ]

Мы знаемъ, что корень: [/(a )wp не можетъ иметь более одного 
положительнаго значешя и не можетъ иметь более одного отрицатель
наго значешя, при чемъ и то, и другое, будучи возвышены въ т '0В7Ю 
степень должны давать (a)mp; этому услов1ю удовлетворяетъ число 
(а)р, ибо

[ ( а ) Т = ( « Г .

Итакъ, равенство [1'] справедливо при всякомъ а\ следовательно, 
имеетъ место тождество [ 1].
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т. -----  гл/--------------------rtij—---------------------
Примеры. 1°. ] /а т =  а, 2°. у ь таГтЪ*тсчп — V{ЬагЪрсч)т =  ЬагЪчсч, 

3°. \/{а? -  6 ) 10 =  (а2 — Ь)2,

214. Преобразоваше II . подрадикальное выражеше разла
гается на два множителя, изъ которыхъ одинъ представляешь сте
пень, показатель которой делится на показателя радикала, то мно
житель этотъ можетъ быть помтценъ множителемъ передъ радика- 
ломъ съ показателемъ, равнымъ частному отъ разделетя его перво- 
начальнаго показателя на показателя радикала, т.-е.

т✓— —гг—  „ т,—  __ _
|/ГА Т В  =  А Р У В  [2 ]

тождественно.

ЗамЪтимъ, что здЬсь оба радикала: ]/ А трВ  и \^ В  теряютъ 
смыслъ при В  отрицательно мъ и при т четномъ, ибо, при т  четномъ, 
выражеше A mv им'Ьетъ всегда положительное зпачеше; дал'Ье, всегда 
можно выбрать значешя обоихъ радикаловъ съ одинаковыми знаками; 
напримеръ, если т  нечетное, р  четное, А  и В  отрицательный, тогда

радикалъ: \ / А трВ  имеетъ только отрицательное значеше, ибо под- 

радикальное выражеше отрицательно, но и радикалъ А р\ / В  отри

цательный, ибо А р положительное, а отрицательный.

Для доказательства нашего тождества разсмотримъ произвольныя 
значешя а и Ъ выражешй: А  и В , но только татя, при которыхъ 
радикалы им'Ьютъ смыслъ, и докажемъ равенство:

у^Г Ъ = = аррЪ .

Оно имеетъ мйсто, ибо (194)

(а ^ Ъ )т =  (ар)п • Ф Ь Т  =  атрЪ.

Такъ какъ доказанное равенство имеетъ м£сто при всякихъ 
а  и Ъ, для которыхъ радикалы им’Ьютъ смыслъ, то тождество (2) • 
имеетъ м^сто.
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Примпръ. ]/21аиЪ1\ с  — d y  =  ]/2ва 12Ь18(с -  й)в . 2а3Ъ(с — d ) =  ■ '

=  2 a2b3(c — d)'p/ 2 а3Ь(с — (?).

215. Сл,Ьдств1е. Тождество (2) можетъ быть написано такимъ 
образомъ:

А ру В  =  \ / А трВ .

Оно говоритъ: множитель, помещенный передъ знакомь радикала, 
можетъ быть сдгъланъ множителемъ подъ знакомь радикала, если мы 
возвысимъ его въ степень, показатель которой равенъ показателю р а 
дикала.

Лримгьръ. 2а \с  — d y  V gh — \ / 8а6(с — d)6gh.

216. Преобразоваше III. Значеше радикала не изменится, если 
мы умножимъ показателя радикала на какое ни есть целое и поло
жительное число и возвысимъ подрадикальное выражеше въ степень, 
показатель которой равенъ этому числу, т.-е.

i7а = Т Ж  [з]

Заметимъ, что, при А  отрицательномъ, т  четномъ и р  нечетномъ, 
оба радикала теряютъ смыслъ; во всЬхъ остальныхъ случаяхъ знаки 
радикаловъ могутъ быть выбраны одинаковыми; напримеръ, при А  
отрицательномъ, т  нечетномъ и р  четномъ, левый радикалъ им^етъ 
отрицательное значеше, а правый — и положительное и отрицательное 
значешя, и мы выбираемъ отрицательное значеше. Для доказательства 
тождества возьмемъ произвольное значеше а для выражешя А ,  лишь 
бы только оба радикала имели смыслъ, и докажемъ равенство:

т ,—  тр,—  • г
у  а =  V а? \

оно им£етъ место, ибо (194)

( ? « Г  =  [ ( f  а ) " У  =  а>.

Такъ какъ доказанное равенство им^еть место при всякомъ а , то 
тождество [3] действительно имеетъ место.

’ Лримгьръ. ] /2 c2d 5(a — b)4 =  ] / 22cid10(a — b)s .
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217. Сл,Ьдств1е. Тождество (4), будучи написано въ виде:

говорить: если подрадикальное выражеше можетъ быть представлено 
степенью, на показатель которой делится показатель радикала, то 
можно показатель радикала разделить на показателя этой степени, 
а изъ подрадикальнаго выражешя извлечь корень, показатель котораго 
равенъ показателю этой степени.

Примгъръ. | / а 30Ь70с10 —  |/(а 3Ь7с)10 =  j /  a6V c .

218. П риведете радикаловъ къ одному показателю. Два
радикала приводятся къ одному и тому же показателю, если мы 
умножимъ показателя одного радикала на показателя другаго и возвы- 
симъ его подкоренное вьграженге въ степень, показатель которой 
равенъ этому показателю.

Подобнымъ же образомъ приводятся къ одному показателю ни
сколько радикаловъ. Радикалы:

после этого преобразовашя, обращаются соответственно въ радикалы:

mnpq тпро mnpq mnpq

V u x*pq, V $ mpg, V c г”*и?, V d bmnv.

Правила эти имеютъ аналопю съ правилами приведешя дробей 
къ одному знаменателю.

Можно распространить авалопю далее и присвоить каждому р а 
дикалу показателя, равнаго наименьшему кратному данныхъ пока
зателей.

Положимъ, въ самомъ деле, что у- означаетъ общее наименьшее 
кратное показателей т , п , р, q, такъ что

р =  тт', \>. =  пп '} р = р р \  \>- =  qq'',

умноживъ каждаго показателя соответственно на т \ п 1, р \  q1, пре- 
образуемъ радикалы въ следующее:

тт1 пп'____  рр’____  qq’
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или

V b ^ ,

219. Подобные радикалы. Радикалы съ однимъ и гЪмъ же по- 
казателемъ, обладающее однимъ и гЬмъ же подрадикальнымъ выра- 
жешемъ, называются подобными. Радикалы эти могутъ отличаться, 
следовательно, другъ отъ друга только рацюнальными коэффищен- 
тами.

Иногда радикалы, невидимому неподобные, могутъ быть преобра
зованы въ подобные радикалы.

Найдемъ необходимыя и достаточныя услов1я иодобнаго преобра
зовала. Для этой ц^ли приведемъ радикалы къ одному и тому же

т,—  т — т,—
показателю (218). Положимъ, что данные радикалы суть у  А , у  В , у  С. 
Представимъ эти радикалы соответственно въ такомъ вид^:

т  т

Для того, чтобы преобразованie удалось, необходимо и достаточно, 

чтобы множители и ■— могли быть вынесены за знаки радика

ловъ, т.-е. чтобы они представляли ж'овыя степени ращональныхъ 
выражешй.

Итакъ, для того, чтобы радикалы съ однимъ и тгъмъ же пока- 
зателемъ т  могли быть сделаны подобными, необходимо и доста
точно, чтобы частныя отъ деленгя подрадикалъныхъ выраженш на  
подрадикальное выражеше одного изъ радикаловъ. представляли ж ‘овыя 
степени ращональныхъ выраженш.

Примгъры.
з ̂__

1°. Д авы  радикалы: j /4 0 , 0,625.

ДЬлимъ подрадикальныя выражеш я: ~  и — 0,625 на 40; частныя суть

и представляютъ соответственно кубы чиселъ: и — Итакъ:  
1UUU Ь4 IU ^

^ 4 0  =  1^40, ] /  1  =  V  - 0 ,6 2 5  =  - 1 ^ 4 0 .

Зам-Ьтимъ, что ^ 4 0  =  2 1 / 5.
13
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2°. Даны радикалы:

з __ з ______
а*Ъ*} раЧ)3 — а 6, | /  1

Для удобства упростимъ (214) одинъ изъ радикаловъ.
Возьмемъ, напримеръ, второй радикалъ:

У  а3Ъ3 — а6 =  ] /  а3(63 — а3) =  a j /b 3 — а 3 =  — а j/ а 3 — Ь3-

Дедимъ, дал^е, иодрадикальныя выражешя остальныхъ радикаловъ на 
иодрадикальное выражеше (а3 —  ft3) этого радикала. Частныя отъ раздЪлешя

1  Ъ3
суть: 8 а®,— -р , ^  и представляютъ соответственно кубы рацюнальныхъ вы-

ражешй: 2 а 2, - | , | 2.

Радикалы преобразовываются въ подобные:

— а \ / а 3 — Ь3, 2а2 j / а 3 — Ь3, — У о3 — 63, ^  ] / а 3 — &3.

§ II. Действ1я надъ радикалами.

2 2 0 . С л о ж е ш е  и  в ы ч и т а ш е . Сумма или разность подобныхъ ра 
дикаловъ тождественна подобному имъ радикалу, коэффищентъ кото- 
раю равенъ суммгъ или разности коэффищентовъ данныхъ радикаловъ.

Примеръ. Преобразоваше выражешя

3 _ 3 _____
S = |  | / W ? +  2*» -  12 - J U

Имеемъ:

V7Ю00а2ж5 =  ъ х\/а2х \

3 _ 3 ___________
- —=  2ж2 | /  : а?х^ . a V  =  2х \/а? х \

3 3
-  12аг> ^  =  -  12a j?  | /  ( -  g ^ L  : e w )  . a V  =  3*  ^ « V ,  

а потому

3/------  3/------  3/------  3r------
S =  bx V  aPx2 +  2x У a2x2 -f- Ъх V a2x? =  10a; V a2x2.
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221 . Умпозкеше. Произведете радикаловъ съ одни.чъ и пмьмъ же 
показателемъ тождественно радикалу съ тгъмъ же показателемъ, под- 
радикалъное выражеше котораго равно произведетю подрадикальныосъ 
выражены данныосъ радикаловъ, т.-е.

т .—  т —  т / —  т . —  т . --------------
[4] V А  . V  В  ■ V С . У D  =  V А В CD.

Зд^сь знаки радикаловъ должны быть выбраны такимъ образомъ, 
чтобы 064 части тождества им^ли одинъ и тотъ же знакъ.

Для доказательства преобразовашя возьмемъ произвольныя зна
чешя: а, Ь, с, d для А , В , С, D  и докажемъ равенство:

т .—  т  —  т  —  т ,—  т . ---------
У а  . УЪ . V c  . У d ^ V  abed. 

Оно имеетъ место, ибо (194)

Если показатели радикаловъ различны, то радикалы эти при
водятся сперва къ одному показателю. Напримеръ,

Р ----- q -----  г -----  p q r ------- pqr.-------  pqr.-------  vq r ---------------------------
V  a* • У a? • W  =  V  (fo r  . Кдйрг . \  aW 2 —  V  а^+ Й Р ^+Т М .

#

Если радикалы обладаютъ численными или буквенными коэф- 
фицгентами, то коэффицгенты эти перемножаются отдельно. Та
кимъ образомъ:

р/ — Ч/ — РЧ/----------
M V a a . 4 k V a ? = l2 h k V a a*+&.

222. ДЬлеше. Частное отъ раздгьлетя радикаловъ съ однимъ и 
темъ же показателемъ тождественно радикалу съ тгьмъ же пока
зателемъ, подрадикальное выражеше котораго равно частному отъ 
раздгьлетя подрадикальныосъ выраженгй данныхъ радикаловъ, т.-е.

т  —  т

Здесь при т четномъ и А  и В  отрицательныхъ левая часть 
теряетъ смыслъ, а правая его сохраняетъ, следовательно этотъ слу-

13*
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чай долженъ быть исключенъ изъ разсмотр^шя; при т  четномъ и при 
отрицательномъ А  или В  и л^вая и правая части — обе теряютъ 
смылъ, и этотъ случай исключается изъ разсмотрешя; во всЬхъ 
остальныхъ случаяхъ знаки радикаловъ должны быть взяты такимъ 
образомъ, чтобы обе части имели одинъ и тотъ же знакъ.

Разсмотримъ теперь произвольная значешя а и Ъ выражешй 
А  и В  съ Ими ограничешями, которыя указали, и докажемъ 
равенство:

т —  hi

Оно им'Ьетъ место, ибо (194)

/пх — ч т  /т  — \ т(  ̂ __ \У а ) _ а_
\ т  — )  / т ,— \ т  J) »
Т  \ у ь ) ‘

следовательно, имеетъ место и тождество (5).
Если показатели радикаловъ различны, то приводимы радикалы къ 

одному и тому же показателю. Такимъ образомъ:

р.—  р % —  РЧ
У ат _  У а 4 _ /-&ч
ч,—  Vi.—  х  ъ"р ‘

у ь п у ъ пр 0

Если радикалы обладаютъ коэффищентами, то раздгьляемъ эти 
коэффициенты отдельно. Такимъ образомъ:

Р/ —  РЧ
Sh у ат _  Sh /
4^ 4“  а  V

223. Степей и радикала. Степень радикала тождественна ради
калу, съ тгьмъ же показателемъ, подрадикальное выражеше котораго 
равно степени подрадикальнаго выражешя даннаго радикала, т.-е.

Сдйлавъ замечашя относительно смысла радикаловъ и знаковъ, 
аналогичная предъидущимъ замйчашямъ, выберемъ произвольное зна- 
4enie а для выражешя А  и докажемъ равенство:

/ т . — \ Р т —
( V a ) = V a r.
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Оно имеетъ м'Ъсто, ибо (194)

ШТ=Ш1 ' = « = « ' ,

а, следовательно, имеетъ место и тождество (6).
Если радикалъ обладаешь коэффищентомъ, то коэффищентъ этотъ 

возвышается въ ту же степень. Такимъ образомъ:

{ h V a r f  = b v VcFp.

224. Корни радикала. Корень радикала тождешвенъ радикалу, 
показатель котораго равенъ произведемте показателя даннаго радикала 
на показателя корня, т.-е.

Г P/STT^ "хр>—[7] У У А  =  У А .

Сделавъ замечанш относительно смысла радикаловъ и знаковъ, 
аналогичный предъидущимъ замечашямъ, выберемъ произвольное зна- 
чеше а для выражешя А  и докажемъ равенство:

Р,т—  тр.—
V | / с Г =  V а .

Оно имеетъ место, ибо (194)

а, следовательно, имеетъ место и тождество (7).
з _____________

Лримгьръ. Дано выражеше: ^  \ /  а~ Х х ~ Х j / ^  требуется пре

образовать это выражеше въ тождественный ему радикалъ. Для этой^ц^ли 

иодводимъ множителя —  подъ знакъ радикала | /  и образовавш аяся uoorfe

этого множителя ах~ 3 иодводимъ подъ второй знакъ | /  и потомъ уже д^- 
лаемъ предгидущее иреобразован!е. Такимъ образомъ,

У  % = v  V  ax^ V  £ =
з ____

=  ] / 1/ а 3х ~ 9 =  у ' а*х~* =  У ах~ 3.



198 КНИГА I .

§ III. Дробные показатели.

225. Определеше. Мы видели (213), что для извлечения корня, 
показателя р , изъ количества, предетавляющаго степень, показатель 
которой есть число кратное р , достаточно разделить этого показа
теля на число р.

Такимъ образомъ а9р = а г . Если же показатель этотъ не есть
кратное р , то д^леше невозможно, и тогда корень, съ показателемъ р ,

р ,—
изъ выражешя ат можетъ изобразиться только знакомъ: у  ат .

Однако, еслибы мы согласились приложить предъидущее правило
т

и къ этому случаю, то должны были бы написать: а р .
Отсюда сл^дуетъ, что мы сохранимъ для предъидущаго правила

р —
всю его общность, если согласимся представлять радикалъ у а т

т
с у м в о л о м ъ  а р .

Мы примемъ, какъ опред^лете, что выражете а, которому

присвоенъ дробный показатель представляетъ радикалъ, показатель

котораго равенъ знаменателю р  и подрадикальное выражете кото
раго представляетъ степень выражешя а , показатель которой равенъ 
числителю т.

Мы увидимъ сейчасъ, что соглашеше это позволить очень просто 
выразить предъидупце результаты.

Мы увидимъ впослфдствш, что это обобщеше представлешя о 
показателе будетъ играть большую роль.

Ж

Зам^тимь сейчасъ же. что выражете a v сохранить свое зна-
, т mSченю, если мы замънимъ показателя — равною ему дрооью —.

т, т  т'
Другими словами, если — =  то

т т 1
Та — а ,

или. вследств1е нашего соглашешя,

р/ —  р'/—
У а~  =  У а Г ‘.

Это равенство очевидно: радикалы, ио приведенш къ одному 
показателю, получаютъ равныя подрадика'льныя выражешя: атр1 и



т т'ат р, ибо равенство — =  —г заключаетъ въ себе равенство тр' =
1г 2г

АЛГЕБРИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕШ Е. 1 9 9

=  т'р.

226. Обобщеше правила показателей при умножен in. Мы
доказали (33), для показателей целыхъ и положительныхъ, формулу

[ 1] ат . а = а т+п.

Формула эта продолжаетъ иметь место, если одинъ изъ показа
телей т  или п, или оба совместно, дробные.

ГГоложимъ сперва, что т  число дробное, равное причемъ п

остается целымъ. По определев1ю и на основанш преобразовашя II 
(215) найдемъ:

ат . а = а 9 . a = V a p . а =  V ар . а ч =  Var+**\

последнее выражеше, вследст!не нашего соглашешя, сумволически
р- ± п* Л + «

изображается такимъ образомъ: а 4 = а 9 , а потому

JL  Р .+ п
а9 • а" =  а4

Положимъ далее, что оба множителя обладаютъ дробными пока-
р  гзателями: ж =  п  -  у ;  получимъ:

а . а
Р г

Т  ~Г я/—  ь/—  qt/----  ?*/----  ?</--------
ад . а =  V ар . УаГ =  V a pi . V a r9 =  V apt+r*.

ПослЪдшй радикалъ изображается сумволически такимъ образомъ:
ptjrrq , _г_

Я tа = а  . а  п о т о м у

Р Г р Г 

Я t 9 tа . а = а

227. Обобщеше правила показателей при д'Ьлеши. Мы имели 
(95) для целыхъ и положительныхъ т  и п:

[2] ат : а п= а т- п.
\

Формула эта остается справедливою, если т  или п, или оба сов- 
местно, дробные.



200 КНИГА I .

Положимъ сперва, что т  =  —, п  ц^лое.
Ч.

Будемъ им^ть:

сГ : ап =  ач : а =  Vа?  : а =  V а р : V а 4 =  К o '-* .  

Принявъ во внимаше, что посл^дшИ радикалъ сумволически
P— n q  Р

изображается: а 4 или а 4 , получимъ:

Я . я Яа . а = а

Положимъ потомъ, что т  ц^лое, п —  ^ \  найдемъ:

: ап =  ат : аГ :

Принявъ во внимаше, что посл’Ъдшй радикалъ сумволически
™9—Р т __ р_

изображается: a q или а 9. найдемъ:

ат : а9 ~  а

V Y
Пусть, га;конецъ, ^  =  тг» n =  -j \  получимъ:

-Г  я,—  </—  Я*/—  яh —  я*/
а" : а = а ’ : a = V a " : У а'=- V a f‘ : У а " — v V - » i  

такъ какъ последшй радикалъ изображается сумволически въ вид^:
Pt — rq _Р___ г_

qt  a tа — а , то

Л  j_  р___ г_
q t  я tа • а =  а

228. Обобщеше правила показателей при образованы сте
пеней. Мы доказали (34), для цЗишхъ и положительныхъ ш и п ,  
формулу

[31 (О ” =  атп.

Она остается справедливою, если т  или », или оба совместно, 
дробные.
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Положимъ сперва, что т =  ~ ,  п  целое; получимъ:

(а У  =  (<£) =  ( У а р) =  Р а ря=  а? =  J  ' ат".

Предположимъ наоборотъ, что ж целре и w =  y ;  будемъ иметь:

тр рд ,-----  —  т  .
тпа(»-)• =  (<,*)' = V ( f i m) '  =  V a m, =  a,  =  a ' ! =

Пусть, наконецъ, т =  —, п =  -г \  получимъ:

(аГ )"  =  ( < ^ ) Т =  V" ( | / V ) r =  v V  =  J *  =  J " T =  а " " .

229. Обобщеше правила показателед при извлечен^ корней.
Мы видели (225), что, для ц'Ьлыхъ и положительныхъ ж и м ,  имеетъ 
место формула:

UШ/--- ---
л /  п тV а = а  .

Формула эта представляетъ формулу доказанную, въ случай п 
д^лящагося на ж, и формулу условную, когда д^леше невозможно. 
Формула эта остается справедливою, если ж или п, или оба сов
местно, дробные.

Положимъ сперва, что ж целое и п =  ~ .  Им1;емъ:

m 1 т

т ----- 1  —  Л/̂ ~ л/ V /  —  —  : m —
V a ' = V  а' = У  V ар =  V ар — ат7 =  а = а " .

Предположимъ теперь, что т  =  ~ ,  п  цЪлое.

Мы будемъ называть корнемъ числа ап, съ дробнымъ показате- 
Vлемъ —, такое число х , которое, будучи возвышено въ степень, по-
X

Vказатель которой равенъ дастъ ап. Итакъ:
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Возвысивъ обе части этого равенства въ q'yK> степень и извлекши 
потомъ корень степени р  изъ обеихъ частей, найдемъ:

р ___  W п : _Р_
р па ■%/ па р  __  а тх =  а  , х  — У а —  а — а =  а .

7)Пусть, наконедъ, т =  —, п =  -г. Положимъ, что сгмволъQ Z

представляетъ такое выражеше х , которое, будучи возвышено въ сте-
г

пень съ показателемъ дастъ a t . Будемъ иметь последовательно:

гч
х р —  У aq\  x  =  V  ar? —  apt =  a 4 — a

230. Обобщение въ т*хъ  случаяхъ, когда дробные показатели 
отрицательные. До сихъ поръ мы предполагали, что числа ш и п  
суть числа положительный.

Различный формулы, которыя мы обобщили, остаются справед
ливыми и въ гЬхъ случаяхъ, когда дадимъ дробнымъ показателямъ 
отрицательный значешя, если условимся представлять сумволомъ:

V
----q . 1 . 1

а выражеше: —  , или, что то же, выражеше: •

И въ. самомъ д-Ьл'Ь, если для вс'Ьхъ положительныхъ значешй т , 
ц'Ьлыхъ или дробныхъ, имеетъ всегда место формула:

п п* —  —-— а  —  ат,

то те разсуждешя, которыя мы делали (95) для распространена 
формулъ на случаи показателей целыхъ и отрицательныхъ, прила
гаются, безъ изменешя, къ темъ случаямъ, когда показатели эти 
суть дробные и отрицательные.

Заметимъ, что формула [2] (227) справедлива, если т  <  и, только 
при томъ новомъ соглашенш, которое было сейчасъ сделано.

Остается сделать одно обобщеше, относящееся къ извлеченш 
корней. Имеемъ (229) для всехъ положительныхъ значешй т и п , 
целыхъ или дробныхъ. формулу:

L4]
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Формула эта остается справедливою, когда ж или п , или оба 
совместно, отрицательные.

Положимъ, что п отрицательное, равное (— п'), ж положитель
ное; получимъ:

, п ____  п"  П
л /  п л /  —я ' л /  1 1 1 ”* — п' : т тV a =  V аг* —  у  -^г =  - =  =  —  =  а = а  = и  .

V a n'

Положимъ теперь, что ж отрицательное, равное (— т'), п положи-
— т'у----

тельное; условимся называть у а п такое количество х , которое, бу
дучи возвышено въ ( — ж')'ую степень, дастъ ап. Итакъ,

х~т‘ =  ап, или -4 гт =  ап, или х т' =  -V  =  а-и , 4х а

и, следовательно,
— М пт' ------  ----г —

ж =  У а ~ п — а т = а п - - т' =  с Г .

Предположимъ, наконецъ, что ж = — ж \ п  —  — п'. Назовемъ
—т<

\/ а г п' такое количество х, которое, будучи возвышено въ (— т')'ую 
степень, воспроизведетъ а г п'. Итакъ,

х~ т' =  а~п\  или Дг =  откуда х т — аи'.X (X

Равенство это дастъ:
—Н-

,  /  » т у —т* тх  =  у  ап =  а — а =  а .

Изложенное выше показываетъ, что все наши формулы, относя
щаяся къ умноженш, делен т, возвышешю въ степени и извлеченш 
корней, суть обпця: оне распространяются на всяшя значешя пока
зателей, положительныя и отрицательныя, целыя и дробныя.

§ IV. Приложения.

231. Преобразоваше знаменателя дроби въ рацдональное вы
р аж ете. Если знаменатель дроби содержитъ одинъ или несколько 
радикаловъ, то часто полезно, особенно при численныхъ приближе- 
шяхъ, освободить его отъ радикаловъ, сделать его ращональнымъ.

Дадимъ несколько примеровъ.
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1 °. Дано - ? = •  Умноживъ оба члена дроби на V a ,  найдемъ: 
У а

т __т ]/ а
у 7  “  —

2°. Дано — =  . Умноживъ оба члена дробей на (|/ а  — \/Ъ),  
У a - f  у  Ъ

обратимъ знаменателя въ разность квадратовъ и найдемъ:

т _ ш (|/а — У Ь ) __т(\/ а  — |/б )
у а  +  у 7  (1/ а )2 -  (l/ У )2 а ~ Ь

3°. Подобнымъ же образомъ: -~ -т — =  У  ь
V а — у Ь

4°. И еще: - = £ -  =  « 0 ^ ! .
У a rt Ь

5°. Дано:* -т=:— - = -----=и . Умноживъ оба члена на У  а — У ъ — У с
y a - V b + V  с

и разсмотр'Ьвъ ]/а  — УЪ , какъ одно количество, обратимъ знамена
теля въ произведете суммы на разность, такъ что

т _  т(У а — ]/ b — У с )_ш(У а — У~Ъ — У  с) _
У а'-У ъ  + Ус (У a - V b f - c  { а + Ъ - с )  — 2Уah'

въ знаменателе остался только одинъ радикалъ, и получился четвер
тый случай.

VYI6°. Дано: —= — 7= --------= .  Разсмотр'Ьвъ знаменателя, какъ сумму
У а —У ь + с — У d

двухъ количествъ ( | /а — \/Ъ )-\-{.с— ]/<2), умножаемъ оба члена на 
разность гЬхъ же количествъ и находимъ:

т т{У а — У b — с -{- У d)
У  а - У  Ь + с - \ /  d {a + b — c> — d) — 2 y d b - \ - 2 c y d '

знаменатель содержитъ только три члена, а потому вопросъ приво
дится къ пятому случаю.

7У1
7°. Оусть теперь дано: -37=— 3- = .  Известно, что

V а +  У  Ъ

О  +  Р Х ®2 —  «Р +  Р3) =  « 3 +  Р3 •



А Л Г Е Б Р И Ч Е С К О Е  И С Ч И С Л Е Н 1 Е .  205

У м вож ивъ оба члена дроби на ( J / V —  \/а Ъ -\-  ^ б 2), найдемъ

т т д /  а2 — У  ab-J- l / а2)
f a  + j / b  а + Ъ

8°. Подобнымъ же образомъ:

т ____ ___т (У  а2 +  ]/аЬ +  \/b 2)

j / a - i / b  а ~ Ь

9°. Дано: р __ р __, П ринявъ во внимаш е, что
У а -  V Ъ

(ос — p)(aP-J- f  aP-2p-f- . . . «рр—2 ^р-1) =  ^  

получимъ:

т _ то(У«'|- ‘+уУ-»6 + ... Ъ ' - < )

V l - V b  а ~ь

1УЬ
10°. Дано: р— —-р— . Если р нечетное, то 

V a  +  V Ъ

(а  +  (3)(ая - г —  о * -' р а ^ - 2  -f- p P -i) =  ар _j_ £р,

и, следовательно,

т __т (\/ар~ 1 — . . .  ')
Л -  , Л т  «  +  *V a -(- |/  Ь

Если же ^ четное, то

(a _ j_ p ) ( c t P - i ._ aP -2p _{_  . . # —  [3p -i)  =  ap — рр,

такъ что

___ т . __ т (\/ар~ 1 . . .  — |/b p_1)
/ / — / / — a — ftj/ a +  у  b

§ V. Неравенства, содержания корни.

232. Свойства. 1°. Каковы бы ни были знаки обгъихъ частей не
равенства, всегда можно извлечь изъ нихъ корень нечетнаго показа
теля, ибо знаки корней будутъ одинаковы со знаками чиселъ.
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Такимъ образомъ:

неравенство: — 8 >  — 27 даетъ: V — 8 >  V —  27, или — 2 >  — 3;

неравенство: 27 > — 8 даетъ: 27 > ] / — 8 . или 3 > — 2; 

неравенство: 27 >  8 даетъ: V 21 > V /8 , или 3 >  2 .

неравенство:

2°. Если показатель четный, то необходимо, для существованья 
корней, чтобы обе части неравенства были положительныя, и тогда 
каждый корень будетъ обладать двумя значеньями, равными по вели
чине, но противоположными по знаку.

Въ этомъ случай неравенство сохранить свой смыслъ или его изме
нить, смотря по тому, разсмотримъ ли мы положительныя или отри- 
цательныя значенгя корней. Такимъ образомъ неравенство:

Если же мы возьмемъ различные знаки для обоихъ корней, то 
отрицательная часть всегда будетъ меньшею. Такимъ образомъ не
равенство:

даетъ:

36  >  25.

I V7 36 >  >725 , или  6  >  5.

[ —  Т / 3 6 <  —  l / 2 5 ,  и л и  —  6 <  — 5.

36 >  25 

( 1/36 >  -1 ^ 2 5 , или 6 >  — 5.
даетъ:

У п р а ж н е н 1я.

I. Упростить выражеше

пг — Ъп -|- (п2 — 1) У  п* — 4 — 2

п* — Ъп -)- (п2 — 1) У  п2 — 4 -f- 2

Отв.
(п 4 - 1 ) | / п — 2
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II. Показать, что значеше
\

х  =  [ — q +  (за+ i >3)2] 5 +  [ — q — (q2 +i>f)2] 5

уничтожаетъ выражеше х? -}- 3рх +  2q при какихъ бы то ни было р  и q.
III. Упростить выражеше

X -{-У х 2 — 1 _  X — | / X* — 1

X — У х 2 — 1 X +  У  X2 — 1

Отв. 4 х У  х2 — 1 *

IV. Упростить выражеше

У х * - У  х2у2 — 2 У  хгу

Ух* -f" У ху3 — У  хгу  — У  у4

Отв. х +  у

V. Упростить выражеше

Отв.

V a '+ f ' a ' V  +  V v  +  у ' i f  V .

У  + Д>.

л  . 1  — ах _ / ~ 1  +  Ъх 1  , / ' 2 а 1 0
VI. Во что обратится в ы р а ж е ш е ^ —  у  ъ& есдп х  — \  Т

Отв. Оно обратится въ единицу.

VII. Во что обратится выражеше 2(uv - У и 2 - 1 . У v2 — 1 ), если сдЬ-

лаемъ 2и = х  +  — , 2v =  y  +  —  ?х у

Оно обратится въ — +  — .у х
VIII. Во что обратится, при томъ же предположенш, выражеше

Оно обратится въ ху-\- ху

2 (uv +  У  и2 — 1 . У  v2 — 1)?

1

2 аУ  1 х2
IX. Во что обратится выражеше ------- . - ■ ■ ■ - » если мы сд'Ьлаемъ

х + У  1 + Х 2

=  Оно сделается равныхъ а-\-Ъ.



v  „ . V a  + x + \ / a — x
X. Во что обратится выраженш —7------ ------ — , если сд^лаемь

У а +  х — у а — х

x = ^ j - ^ 2. Оно сделается равнымъ Ъ.

XI. Найти множителей, д-Ьлающпхъ рацюнальными следуюиця выражен1я:

< £ - ъ \  ] / 2 _- 1 / ' з 7  [/ Т -Ы / 'б У

XII. Показать, что--^=:-----  ■ ^ ——------ — ------ —  =  ] /  5 ( 1  +  | /  2).
^  1 0 + К 20 + У 4 0 — К б  -  ]/8 0

208 к н и г а  i .



КНИГА И.

Уравн еш я первой с т е п е н и

Г Л А В А  П Е Р В А Я ,  

Обпця теоремы, относящаяся къ уравнешямъ, раз- 
сжатриваемымъ отдельно*

§ I. Опред'Ьлешя^
г- ■ ■■ ■ |

^233. Равенство. Два количества, отд$ленны я знакомъ = ,  обра- 
зуютъ равенствов

^ 2 3 4 .  Т о ж д е с т в о . Тождествомъ называется выраж еш е равенства 
между двумя численными количествами или выражеш е равенства 
между двумя формулами, имЪющаго м$сто для всякихъ  частны хъ 
значеш й буквъ, входящ ихъ въ эти формулы. Изъ этого о п р е д ^ л е т я  
сл-Ьдуетъ, что равенства: 5 =  5, 8  =  7 + 1 ,  ( х - \ - у ) 2= х *  +  2 x y - \ - y J ,  
ат . ап =  ат+п суть тож дества^

^ 2 3 5 . Уравнеше. Уравнетемъ называется равенство, имгьющее 
мгъсто только для нгъкоторъгхъ частныхъ значент буквъ, входящихъ 
въ это равенство.

Т аким ъ образомъ равенство:

З х  —  13 =  15 — х
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представляетъ уравнеш е, ибо оно, им ея м есто при ж =  7 , не сущ е- 

ствуетъ, наприм еръ , для ж = 6 , 1 2 , —  у ,  0 , и т .  д»

У равнеш е состоитъ изъ двухъ частей; части эти суть т е  выра
ж еш я, которыя отделены  зпакомъ = .  П ервая часть пом ещ ена влево 
отъ знака, вторая —  вправо отъ него.

T i  буквы, частныя значеш я которы хъ преобразовываюсь уравне
ш е въ тождество, называются неизвестными уравнеш я; самыя же 
частныя значеш я называю тся реш енгями  уравнеш я или его корнями. 
К орни эти иногда бываютъ численные, иногда же представляю тся 
формулами.

Неизв-Ьстныя означаю тся обыкновенно последними буквами алф а
вита: X, у, Z, . . .

Реш ит ь  уравнеш е, значитъ определить его корни. П ринято гово
рить, что корни уравнеш я поверяютъ это уравпеш е, удовлетворяютъ 
этому уравнешю»

P tm em e ур авн етй  и и зуч ете свойствъ ихъ корней состав-, 
ляютъ истинную цель алгебры. . J

^ - , 2 3 6 .  Уравнешя равнозначупця (эквивалентпыя). Два уравнеш я, 
заключаюпця одн е  и т е  же неизвестны я, называю тся равнозначущими 
(эквивалентными), если они обладаютъ■ одними и т ем и  же рньше- 
нгями. Очевидно, что, при р е ш е т и  у р а в н е т й , мы можемъ зам ен ять  
одно уравнеш е другимъ, ему эквивалентнымъ.

Ir'237. Уравнеше съ однимъ или со многими неизвестными.
У равнеш я различаю тся по числу неизвестны хъ, входящ ихъ въ эти 
уравнеш я; сущ ествуютъ, такимъ образомъ, уравнеш я съ однимъ не- 
известнымъ ж, съ  двумя неизвестными х  и у , съ  тремя неизвестными
х , у, z, и та к ъ  д а л ее .

Jr-238 . Степень уравнешя. Если о б е  части уравнеш я представ
ляю сь рацю нальныя и ц елы я выраж еш я относительно неизвестны хъ,
то степенью уравнешя называется сумма показателей неизвестныхъ 
въ томъ члене выраженш, составляющихъ уравнеше, Z въ которомъ 
сумма эта наибольшая»

Примгъры% Зж — 7 =  8  — 2 х

представляетъ уравнеше первой степени съ однимъ неизвЪстнымъ х;

4ху — Ъх — 2 — by

представляетъ уравнеше второй степени съ двумя неизвестными х  и у .
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*  II. Теоремы о равносильности ураввенШ.

^  239. Если обозначимъ об£ части уравнетя, содержания не- 
изв'Ьстныя: х,  у, z, . . .  , такимъ образомъ: f ( x ,  у, г, . . . )  и 
F { x ,  у, z,  . . . ), то уравнете представится въ вид^:

Зам^нивъ въ выражешяхъ f  и F  буквы: х, у, z, . . . частными

тождественно, то частныя значешя: а, Ъ, с, . . . составляютъ систему 
корней предложепнаго уравнетя, Введя эти обозначешя, докажемъ 
нйкоторыя

обно и то же выраженье, или вычтемъ изъ нихъ одно и то же 
выраженге, содержащее неизвчьстныя или не содержащее ихъ, moj 
получимъ новое уравнете, эквивалентное предложенному.

Положимъ, что дано уравнеше

т.-е. требуется доказать, что всякая система р£шешй, удовлетворяю- 
щихъ уравненш [ 1], удовлетворяетъ и уравненш [2] и, наоборотъ, 
что всякая система р’Ьшешй, удовлетворяющихъ уравненш [2], удовле
творяетъ и уравнешю [1].

Возьмемъ какую нибудь систему pimemft уравнешя [ 1]: х = а ,  
у  —  Ь, z  =  c, . . . ,  такъ что получимъ тождественно:

f (x ,  у, z, . .  . ) =  F ( x ,  у, z, . . .  ).

значен1ями: а, Ъ, с, . . .  , получимъ два количества: / (а ,  6, с, . . . )  
и F(a ,  Ъ, с, . . .).  Если окажется, что

Да, Ь, с, . . . ) =  F{a,  Ъ, с, . . . )

Теорема I. Если къ обгьимъ частямъ уравнетя прибавимъ I

t
[1] * f (x ,  у, z, . .  . ) =  F ( z ,  у, z, . . .  ).

• f l ' l f(a, b, с, . . . ) =  F(a,  Ъ, с, . . . ).

Ясно, что им^емь тождественно:

[2 '] <?(«, Ъ, с, . . . ) =  <р(а, Ъ, с, . . .  ).
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Сложивъ и вычтя последовательно тождества [ 1 ']  и [ 2 ;]  по ч а - 
стям ъ, найдем ъ:

fifl  1 Ь» • • •) —— *р(®> • • •) —“ Е,(й1 &, с, • • .)  ф((1) Ъ, с» . . . )

тождественно. Результатъ  этотъ показываетъ, что система: #  =  а> 
у  =  Ъ, г  =  с, . . . удовлетворяетъ уравненш  [ 2 ]*

Возьмемъ тенерь какую  нибудь систему реш ен ш  уравнеш я [2]: 
х = а ’, у =  Ъ', я =  с', . . . ; получимъ тождество:

[1"] / V ,  Ъ', с' , . . . )  z t  <р(а\ Ь\ с ',. . . )  =  № \  С',. . . )  z t  * (а \ 6', с ',. . . )

Сложивъ и вычтя последовательно тождество [ 1 " ]  и тождество

[2м] —  ?(«', Ь\ с ,  . . . ) =  —> (« ',  с', . . . )

по частям ъ, найдемъ въ обоихъ случаяхъ:

/ V ,  Ъ', с \  . . . ) =  F ( a \  Ъ\ с \  . . . ).

Результатъ  эготъ показываетъ, что система: х = а ' , у = Ъ ' , 2 = с ',  . . . 
удовлетворяетъ уравнеш ю  [1]. У равнеш я [ 1 ] и [2], следовательно, 
эквивалентны» t

241. Замечайте. Если бы случилось, что какое нибудь изъ количествъ: 
9 (а, Ь, с, . . .) и <?(а', Ь\ с . . .) равнялось бевконечности, то теорема все 
гаки имела бы место. И въ самомъ деле, разсматривая эту безконечность, 
какъ пределъ, къ которому стремится выражеше <р(ж, у, е, . . .) въ то время, 
какъ х, у, z, . . . стремятся соответственно къ а, Ъ, с, , мы’ постояйно 
имели бы равенство:

<р(ж, у, е, . . .) =  срО, у, *, . . .).

Примпръ. Возьмемъ уравнеше

ж— 1 = 2 х  — 3.

Уравнеше это имеетъ рЬшешемъ х =  2.

Прибавивъ къ обеимъ частямъ этого уравнешя выражеше — —«v полу-
ОС 2d

чпыъ уравнеше

x —l-\----~  =  2х — 3 + —  —;х — 2  тг— 2  ’

мы будемъ считать, что "уравцешю этому продолжаетъ удовлетворять х =  2.
Можно было бы возразить, что, при стремлеши х къ 2 , левая и правая 

чисти прпнимаютъ значешя неравныя. Оне, принимая, действительно, зна-



чеш я неравныя, принимаютъ, однако, таю я 8 начен1я, разности между кото
рыми убываютъ п могутъ быть сделаны сколь угодно малыми.

Другое д-Ьло будетъ, напримеръ, съ уравнешемъ

*  — 1 +  т— =  2х  —  3 +
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(х — 2 ) 2 х  — 2

Мы не им'Ьемъ права сказать, что х  =  2 есть корень этого уравнешя, 

хотя и им Ьемъ въ обоихъ частяхъ: 1  +  оо, ибо выражешя: — и *
х  —  2  и ( х — 2 )2’

■стремясь, при стремдеши х  къ 2 , къ беэконечностп, принимаюсь неравныя 
значешя, разности между которыми не убываютъ неопределенно.

24*2. Сл’Ьдств!© I. Перенесен1е членовъ. Можно всегда пере
нести какои_ни есть членъ^ j fp aenenifl изъ. одной част и въ дууш ю. 
переменивъ предварительно у  него  ̂ знакъ.

И  въ самомъ д’Ьл'Ь, если переносимый членъ обладаетъ  знаком ь 
+ ,  то п е р е н е с е т е  его въ другую часть со знакомь ( — ) равно
сильно о тн я т ш  отъ обЪихъ частей уравнеш я одного и того же 
вы раж еш я. Если же переносимый членъ обладаетъ знаком ь ( — ), то 
п ер е н ес ет е  его со знаком ь (-f-) равносильно п р и б авл етю  к ъ  обЪимъ 
частям ъ  уравнеш я одного и того же вы раж еш я 1) .

Дано, наиримеръ, уравнен1е

2  +  х  =  б ~  Ъх\

лрибавивъ къ обепмъ частямъ (— х ), найдемъ:

2 =  5 — дх — х\

видимъ, что членъ х  перешелъ въ другую часть, изменивъ знакъ.

у /  243. СлФдств1е II. Можно изменит ь совместно знаки всехъ 
членовъ ит вненгя. И  въ самомъ дЬл'Ъ, и зм ^ н е т е  это П риводится къ  
пёренесен!ю вс^хъ  членовъ изъ первой части во вторую и къ  пере- 
несеш ю  всЬхъ членовъ второй части въ  первую.

Вовьмемъ, напримеръ, уравнеше

3 — х  =  15 — 2 х\ 

нереместивъ все члены, получимъ:

2х — 15 =  х — 3, илн х  — 3 =  2х — 15; 

видимъ, что все члены изменили знаки.

*) П е р е н е с е т е  положительнаго члена изъ одной части  уравн еш я въ другую 
назы вается по ар аб ски  алмюкабала (проти воп олож ете); п е р е н е с е т е  же отрица
тельнаго члена назы вается аласебръ (во зстан о в л е те ); отсюда произошло назв&ше 
.алгебры, которая переш ла къ намъ отъ аравнтянъ.



Д | Щ  Всякая система решешй, удовлетворяющая одному уравне- 
''шю и не удовлетворяющая другому, называется постороннею этому 
другому.

Теорема II. Если умнооюимъ обп> част и  уравнетя на выражетег 
содержащее неизвтяпнш этого уравнетя, то получимъ уравнете, во
обще не эквивалентное данному.

Разсмотримъ уравнете

$(•£» У> • • • ) — F ( z ,  у, 0} . . • ). (1)'

Умноживъ обе части этого уравнешя на множителя со (ж, у, z, . . .  ),. 
получимъ новое уравнете

S ( x , у, г, . . . )  . Чя» У, я, •••) =  F ( x , у , *, . . . )  . «>(я, у , я, . . .).  (2 )

Обозначивъ, для сокращешя,

• • ■ )  у, zt • . . )  Ф(я?> У) %, . . . )

и перенеся правыя части уравнешй (1) и (2) налево, преобразуема 
уравнешя (1) и (2) въ соответственно эквивалентныя:

Ф(х, у, z, . . .  ) =  0, (3>

<о(я, у, я, . . . ) . Ф(ж, у, г, . . . ) =  0 . (4>

1°. Разсмотримъ какую нибудь систему решешй уравнешя (3)^ 

х  =  а, у =  Ъ, z —  c, . . . (5)

Если эта система, обращающая въ нуль сомножителя Ф въ л4- 
вой части уравнетя (4), не обратить сомножителя ш въ безконеч- 
ность, то она обратить произведете: © . Ф въ нуль, т.-е. удовле
творить уравнешю (4), а потому, при замене уравнешя (3) уравне- 
шемъ (4), непременно появится въ числе системъ решешй урав
нетя (4) и, следовательно, не потеряется.

Но предположимъ, что система (5) обращаешь сомножителя

и>(х, у, л, . . .  ) 

въ без конечность. Очевидно, что

Ит[ш(х, у, z, . . . )  . Ф(я, у , z,  )]*=«, *=», *=•,...

214 КНИГА и .
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можетъ быть и не равенъ нулю, и тогда система (5) не появится въ 
числе системъ рйшешй уравнешя (4) и представить, следовательно, 
потерянную систему рЪшешй уравнешя (3).

И такъ , уравнеш е (3) можетъ потерять системы р 4 ш е т й ;  ихъ 
нужно искать среди системъ реш еш й  уравнеш я:

<»>(#, у, я, . . .  ) =  оо, или =  неопределенности.

2°. Разсмотримъ теперь какую нибудь систему реш еш й  урав- 
неш я (4):

х  =  а1, у  =  Ъ1} 0 =  c1t . . . (6)

Вообразимъ, что эта система удовлетворяетъ уравненш (4) та
кимъ образомъ:

ш(®1> j , . . . ) — О, Ф(л!, & ! > . . . )  не =  О»

т.-е., удовлетворяя уравнешю (4), не удовлетворяетъ уравненш (3) 
и, следовательно, оказывается постороннею этому уравнешю (В).

И такъ , некоторы й системы реш еш й  уравнеш я (4) могутъ ока
заться посторонними предложенному уравнеш ю; этими посторонними 
системами могутъ быть только системы реш еш й уравнен 1я:

Ф ,  у, z, . . .  ) =  0 .

3°. И такъ , следовательно, предложенное уравнеш е:

Ф(ж, у, е, . . .  ) =  О, 

при замене его уравнешемъ:

ш(ж, у,  г,  . . . ) . Ф(х, у, z,  . . .  ) =  О,

можетъ потерять системы р еш еш й , но можетъ и приобрести си
стемы р еш еш й , ему не принадлеж ащ ая; первыя обращ аю тъ введен- 
наго сомножителя о>(х, у, г, . . . )  въ  безконеадость или въ неопре
деленность, вторыя обращ аю тъ его въ нуль. /

Примеры. 1°. Дано уравнеше (х — \ ) \ х  — 2) =  0. Единственные корни 
этого уравнешя суть: ж =  1. х =  2. Умноживъ обе части этого уравнешя на
множителя , найдемъ: х  — 2 =  0. Уравнешю этому удовлетворяетъ
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только х =  2, такъ что корень х =  1 потерялся. Для объяснешя причины 
этой потери напишемъ преобразованное уравнеше такимъ образомъ:

1  . (х — 1 )2( я - 2 ) =  0 .

рянный корень обращаетъ въ + о о  множителя — - 2-

( * - 1 >

Корень х =  1 даннаго у р а в н е н  прпдаетъ левой части преобразован наго 
неопределенную форму: ( о о . 0 ). Раскрывая эту неопределенность, т.-е. на
ходя иределъ, къ которому стремится левая часть при стремленш х къ 1 , 
найдемъ для этого предела число (— 1), не равное нулю. Съ другой стороны, 
написавъ преобразованное уравнеше въ виде: х — 2 =  0, т.-е. раздгъливъ левую 
часть предложеннаго на (х — I ) 2 и сокративъ потомъ полученную дробь на 
(х — I)2, мы, въ сущности, и раскрыли неопределенность при х = 1 .  Поте-

1

( х -1 ) *
2°. Дано уравнеше (х — Щ х  — 2) =  0. Умноживъ обе части его на мно

ж и т ел я ------ г ,  преобразуемъ уравнеше въ следующее: (х — 1)(х — 2) =  0 .
00 —•  J.

И данное, и преобразованное уравнешя допускаютъ одни и те же корни: 
ж =  1 , х =  2. Здесь корень ж =  1  не теряется, хотя онъ и обращаетъ мно

жителя въ ±  о о . Для объяснешя этого обстоятельства папишемъ пре

образованное уравнеше такимъ образомъ:

_ L _ . (a;_ № _ 2 )  =  0.

При х  =  1  левая часть принимаетъ форму: (оо  . 0). Раскрывъ эту неопре
деленность при х =  1, найдемъ для предела 0. Съ другой стороны, написавъ 
преобразованное уравнеше въ виде (х — 1 )(я — 2 ) =  0 , мы, въ сущности, и 
раскрыли неопределенность при х =  1.

3°. Возьмемъ уравиеше (х — 1)2(х — 2) =  0. Умноживъ обе части его на

— ——r r j , найдемъ - — т =  0. Уравнеше это обладаетъ однимъ корнемъ х= 2,
\00 ~~~~ х )  X  * “  JL

ибо хотя знаменатель и обращается въ ± с о  при х =  со, но и числитель обра
щается также въ i t  о о , такъ что левая часть принимаетъ неопределенную

СО
форму: — . Для р ас к р ь тя  этой неопределенности представляемъ левую часть 

" i - i
въ виде: -------у- и, положпвъ х =  со, найдемъ число 1 , не равное нулю.

Итакъ, корень ж =  1 исчезъ. Для объяснешя этого исчезповешя напи
шемъ преобразованное ypaeneBie въ виде:

При х я= 1 левая часть принимаетъ неопределенный видъ: ( оо . 0) и, по 
раскрытш этой неопределенности, приводится къ d toо.
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,245. ЗазгЪчашя. 1°. Е сли  введенный сомножитель не содерж итъ 
неизв4стны хъ и не есть ни нуль, ни без конечность, то преобразованное 
уравнеш е эквивалентно данному.

2°. Е сли введенный сомножитель представляетъ  алгебрическое 
выраж еш е, щълое относительно неизвестны хъ, то оно, ни при к ан и х ъ / 
системахъ значеш й д л я  этихъ неизвестныхъ, не обращ ается въ безко- 
нечность, и, следовательно, предложенное уравнеш е можетъ прю брести  
р еш еш я, ему не принадлеж аш дя, но не можетъ потерять р еш еш й , 
ему прииадлеж ащ ихъ.

3°. Д оказанная выше теорема говорить  н ам ъ ^ч то ^есл и  понадо
бится, для реш еш я  уравнеш я, умножить обе его части наГ выражеШе, 
содерж ащ ее неизвестны я. и реш ить, следовательно, вместо предло- 
ж еннаго уравнеш я, преобразованное, то корни сего последняго должны 
быть испытаны, и т е  изъ нихъ должны быть отброшены, которые не 
удовлетворяю тъ предложенному уравненш ; кром е сего должны быть 
испытаны т е  зн ачеш я неизвестны хъ, которыя обращ аю тъ въ безко- 
нечность или въ неопределенность введеннаго сомножителя, и т е  изъ 
нихъ  должны быть приняты , которыя удовлетворяю тъ предложенному 
уравнеш ю.

f f x \
JJ46. С л'Ьдсте. Уравнете =  0 , въ которомъ выражетя f (x)

и (о (#) суть многочлены цгълые относительно неизвгъстной х  и не 
имгьющге общихъ корней, эквивалентно уравненгю f ( x )  =  0 .

И въ самомъ д е л е ,  введенный сомножитель «К#), представляя 
целы й многочленъ относительно буквы х , ни при какомъ значеш й 
этой буквы не обращ ается ни въ безконечность, ни въ неопреде
ленность, и, следовательно, у р а в н е т е

при зам ен е его уравнеш ем ъ f ( x ) = 0 ,  не можетъ потерять реш еш й.

Оно не можетъ щпобргъсти р еш еш й , ибо прю бретенными р еш е - 
н1ями могутъ быть только реш еш я уравнеш я ш(ж) =  0 , но эти р е 
ш е т я  не получатся при р е ш е т и  у р а в н е т я  f {x)  =  0 , ибо, по услов!ю, 
у р а в н е т я : f ( x ) =  0 и ш(ж) =  0 не им ею тъ общ ихъ реш еш й.

247. О свобождете отъ знаменателей. Уравнете, содержащее 
дробные члены, приводится къ щьлой формгь посредствомъ умноженгя 
обгьихъ его частей на произведете знаменателей или даже на наи- 
меныиф кратное всчъхъ этихъ знаменателей.
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Ч г + — » + ; т г  ш

Умноживъ О б е  части его на произведете х(х +  1), найдемъ:

2х2 4 - 2 ж =  х  +  1 4 - %3 — х  +  Зж. [2 ]

Мы не могли потерять решешй, ибо введенный сомножитель х(х-\-1), 
ни при какомъ значенш буквы х , не обращается ни въ безконечность, ни въ 
неопределенность. Едивственныя же р еш етя , которыя могутъ быть введены, 
суть р еш е тя  уравнешя

х(х-\-1) = 0 ,

т.-е. х = 0 , х  =  — 1. Но они не удовлетворяютъ уравненш (2), следовательно 
и не получатся при его решенш. Уравнешя (1) и (2) эквивалентны. Причина 
этого заключается въ следующемъ: перенеся все члены правой части урав
неш я (1 ) въ левую и ириведя.ее къ одной дроби, напишемъ уравнеше (1 ) 
въ виде:

2х2 — х  — 1  — Xs
х(х  4 1 )

Числитель и знаменатель дроби, помещенной въ левой части, не пмеютъ 
общихъ корней, ибо единственные корни знаменателя: х  =  0, х  =  — 1 не при
надлежать числителю.

2°. Дано уравнеше:

Примгьры. 1°. Дано уравнеше:

[1]х — а 1 х-\-а х* — а

Умноживъ обе части этого уравнешя на множителя (ж2 — а2), найдемъ:

2х =  1. [2]

Въ уравненш (1 ) не могли исчезнуть корни, ибо множитель (х 2 — а 2) не 
обращается ни въ безконечность, ни въ неопределенность ни при какомъ 
эначенш буквы х. Пр1обретенными корнями могутъ быть только корни урав
нешя: х1 — а 2 =  (х +  а)(х — а) =  0 ; но единственные корни а и — а этого урав

нешя не удовлетворяютъ уравнешю (2 ), если а не равно ни ни — 

и, следовательно, не получатся при решенш уравнешя (2). Уравнешя (1 ) и

(2 ) суть, следовательно, уравнешя эквивалентныя, если а не равно ни 4 -,
2t

1ни 2 .

Для объяснешя этого напишимъ уравнеше ( 1 ) въ эквивалетномъ виде:

2х — 1
х 4 — а*: =  0 .
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Если а не равно ни ни — то числитель и знаменатель дроби не 

имеюсь общихъ корней.

Но положимъ, что о,=  ~  или — у . Уравнешя (1 ) и (2) будутъ со

ответственно таковы:

( !)  т------ Т Т 7~^ — Г \ 2x =  L  (2)

( — г )  ( * + т )

Хотя уравнешю (2) и удовлетворяем корень - j  знаменателя, но овъ

не удовлетворяетъ уравнешю (2 ), ибо, будучи подставленъ въ это уравнеше, 
обращаетъ левую часть его въ неопределенность, которая, по раскрыли, при

водится къ 1 , а не къ нулю, а потому корень —  уравнешя (2 ) представляетъ 

корень постороннт уравнешю ( 1 ).
3°. Возьмемъ еще ypaBHeHie:

1 _  х* — 1 д . гп
X — 1 1 — ж ’ ^

умноживъ обе части этого уравнешя на (х  — 1 ), найдемъ:

х  — 1  — ж2 =  — 1  — 6х +  6 . [2 ]

Потерять решешй не могли, но могли ввести решеше ж =  1; оно удовле
творяетъ уравнеше (2 ) и, следовательно, действительно можетъ быть введен- 
нымъ. йспытаемъ его, т.-е. подставимъ въ предложенное уравнеше вместо 
буквы х  число 1 ; ревультатъ подстановки будетъ таковъ:

1 _  J _ _ J ___а
± 0 ~ + 0  ’

или же

1 з г с о = ц г о о  — 6 ,

т.-е.

ц: оо i  оо =  —  7.

Левая часть представляетъ совершенно неопределенную форму; для ея 
р аск р ьтя  пишемъ уравнеше въ такомъ виде-.

~2 1
=  - 7,

х  — 1 1 х  — 1

или же въ виде
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Сокративъ дробь, помещенную въ левой части, на множителя х — 1, 
приведемъ уравпеше къ форме:

*  +  1 = 7 ,

и этому уравненш не удовлетворяетъ х =  1.
Но ваметимъ, что этому уравневт удовлетворяетъ * =  6; онъ не долженъ 

былъ исчезнуть по уничтожешп въ уравнешп (1) знаменателя, и онъ не исчезъ, 
ибо удовлетворяетъ уравнешю (2).

248._Теорема III . Отъ возвышетя обуъихъ частей уравнетя въ одну 
и  ту же степень, показатель которой есть цгьлое и положительное 
число, образуется уравнете, вообще не эквивалентное данному,

Дано уравнете:

А  =  В ,  (1)

въ которомъ i  и £  суть выражешя, содержания буквы: х , у, z.
Возвысивъ обе части этого уравнешя въ степень, показатель ко

торой т есть целое, положительное число, получимъ уравнеше:

А т =  В ы. (2)

Легко видеть, что все решешя уравнешя (1) принадлежать урав- 
ненш (2), ибо если два числа равны, то равны и ихъ целыя и по
ложительный степени^ Итакъ, уравнете (1), вследcreie замены его 
уравнетемъ (2), не теряетъ ни одной системы решешй. Но оно 
вообще прюбретаетъ постороння решешя. И въ самомъ деле, урав
неше (1 ) равносильно следующему уравненш:

А т — В т =  О, 

которое можетъ быть написано въ виде (83):

(А  — В ) ( А т - 1 +  А т~3В  - + . . . + -  А В т~* +  В ”1- 1) =  0. (3)

Это уравнете, кроме системъ решешй уравнешя (1), уничтожаю- 
щихъ перваго сомножителя: (J .— В ),  обладаетъ системами корней 
уравнешя:

А т~ 1-\- А т~2В +  . . . -+  А В т~2 -+  В т~ 1 =  0 , (4)

уничтожающими втораго сомножителя левой часзд уравнетя (3), 
которыя вообще не принадлежать уравнешю (1)Ю^|йвнеше (4) можетъ, 
однако, дать системы корней, принадлежЛЦ^г уравнешю (1). Полей



жимъ, въ самомъ д^лЪ, что некоторая система корней: х  =  а, у =  6, 
е =  с, . . . уравнешя (4) принадлежитъ уравненш ( 1). Подставивъ 
эту систему въ уравнеше (4), мы нолучимъ следующее тождество:

\  А т —1
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которое даетъ тождественн

т А т~1 =  О,

А т~1 =  0.

Это тождество говорить, \ что разсматриваемая система корней 
удовлетворяетъ уравнешю (11 такимъ образомъ: она обращаетъ въ 
нули обе его части. j

Наоборотъ, если уравнеше\(1) обладаетъ подобною системою кор
ней, то эта система непременнб'^довлетворяетъ уравнешю (4).

Но, вообще, доказанная теоре! а говоритъ, что если понадобится, 
для решешя уравнешя, возвысить обе его части въ одну и ту же 
степень, то должно испытать системы корней преобразованнаго урав
нешя и отбросить те изъ нихъ, которыя не удовлетворяютъ предложен
ному уравнешю.

Примгьры. 1 °. Даво уравнеше: •

2.x — 3 =  х  +  5.

Возвысивъ обе части его въ квадратъ, получимъ:

4ж2 — 12х +  9 =  х1 -f- \0х +  25.

2
Корни этого уравнешя суть: 8  и -----—. Корень 8  принадлежитъ лредло-

О

2жепному уравненш, но к о р ен ь ------5 -  ему не принадлежитъ, т.-е. онъ по-
й

стороншй предложенному уравнешю.
Заметимъ, что, возвышая въ квадратъ обе части уравнешя, мы, въ сущ

ности, ввели сомножптеля

ш - 2 х  — 3-\-х  +  5 =  3# 4-2,

и лосторовнШ к о р е н ь -----обращаетъ этого сомножителя въ нуль.

2°. Разсмотримъ следуюпця два уравнешя:

х — 9 =  | / 9  — х, х —  9 =  — ] / 9 —  х,

где j / 9 - ж  разсматривается, какъ число положительное. Оба эти уравнешя, 
по возвышенш въ квадратъ ихъ частей, приводятся къ одному и тому же 
уравненш:

9 — х =  х1 — 18ж +  81.
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Уравнеше это имеетъ два корня: ж =  9 и ж =  8 . Корень 9 принадле
житъ первому уравнешю и не принадлежитъ уравнешю второму; корень 8 , 
наоборотъ, не принадлежитъ уравнешю первому, но принадлежитъ уравнешю 
второму.

Введенные сомножители соответственно суть:

ш =  х —  9 1 / 8  — ж (для перваго ур—ifl) и 

ш =  ж — 9 — Vх 9 — х (для втораго ур—ifl).

3°. Возьмемъ уравнеше:

1 =  +  } / l  — х2.

Возвысивъ обе части его въ квадратъ, получимъ:

1  =  1  — ж2.

Единственное решеше ж =  0  этого уравнешя удовлетворяетъ предложен
ному уравнешю, и, следовательно, постороннихъ решешй не введено. Это 
объясняется темъ, что уравнеше (4) въ данномъ случае есть:

1 - Ы Л  — ж2 =  0 ,

и оно не имеетъ никакихъ решешй.
4°. Разсмотримъ, наконецъ, такое уравнен1е:

ж2 — 9ж -}-14 =  4ж2 — 14ж +  12.

Его корни суть: 2 и -----
О

Если возвысимъ въ квадратъ обе его части, то ур—ie (4) будетъ таково: 

ж2 -  9ж +  14 +  4ж2 — 14ж +  12 =  О,

пли

5ж2 — 23ж +  26 =  0.

13Корни его суть: 2  и — . Одинъ ызъ его корней 2  принадлежитъ предло-
О

женному уравнешю, п онъ, именно, обращаетъ каждую изъ частей предло- 
женнаго уравнешя въ нуль.
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Plunerne уравнешй перво! степени съ однимъ 
неизв'Ьстнымъ.

§ 1. Правило реш етя  уравнешя.

249. Примеры- Теоремы, изложенныя въ предъидущей глав^, 
достаточны для реш етя уравнешя первой степени съ однимъ не- 
изв'Ьстнымъ. Дадимъ нисколько примЪровъ.

Примгьръ I. Дано уравнеше:

Ъх---- 1------ г- =  | ^  +  2ж+13. [1]

Унпчтожимъ знаменателей, умножнвъ обе части на число 84, представ
ляющее наименьшее кратное знаменателей. Уравнеше:

2 5 2 * -  112 — 21* =  20* +  1 6 8 * +  1092 [2 ]

эквивалентно данному (245).
Перенеся члены, содержание неизвестное, въ одну часть уравнения и 

члены, его не содержание, въ другую часть, получимъ:

252* — 2\х  — 20* — 168* =  1092 - f  112,

или, сдйлавъ приведешя въ каждой части, найдемъ уравнеше: _

43* =  1204, [3]

эквивалентное уравненш [2] на оснопашп теоремы (240).
Разд'Ьливъ наконецъ обе части на 43 (245), получимъ равнозначущее 

уравнеше:

* =  28. [4]



224 КНИГА II .

Это последнее уравнеше удовлетворяется, если заменимъ х  числомъ 28, 
и не имеетъ другаго решешя. Предложенное уравнеше fl], обладая p tine- 
шемъ 28, не обладаетъ никакимъ другимъ.

Для поверки решешя подставимъ 28 вместо х  въ уравнеше [1]; обе части

делаются равными 75

Примгьръ I I .  Коэффищенты могутъ быть алгебричесше. Дано уравнеше:

(2 а + Ь )У  а*Ъ> = 3 с х  , Ь_х _ЪаЪе
а(а  +  6 ) 2 ' (а-\-Ъу ' а  а-\-Ь ^

Умножаемъ всЬ члены на наименьшее кратное знаменателей: а(а-}-Ь )3; 
новое уравнеше:

(2а +  Ъ)Ъ2 (а •+- Ь)х +  а3Ь2 =  3ас(а +  Ъ)* х  +  Ь(а +  Ъ)3х  — За2Ьс(а -J- Ъ)2 [2]

эквивалентно данному, если только мы не сд-Ьлаемъ предположен^: а  =  0  

или Ь =  — а, уничтожающихъ введеннаго сомножителя (245).
Переносимъ неизвестные члены въ одну часть и известные въ другую. 

Уравнеше:

> а*Ь2 +  3а?Ъс(а -f- Ь)2 =  3ас(а +  b fx  -f- Ъ(а +  Ъ)3х — (2а +  Ъ)Ъ2(а +  Ь)х [3]

эквивалентно второму. Выносимъ множителя х  втйрой части за скобки и 
находимъ:

а*Ъ3 - f  3а?Ъс{а +  by  == | з ас(а +  Ь)* +  Ъ(а +  Ь)3— ( 2 а  +  Ъ)Ъ\а +  Ъ) j х.

Разделивъ обе част^ на коэффишентъ при х , получимъ новое уравнеше: 

а3й2 +  3 а2Ьс(а +  by
3 ас(а +  by  +  Ь(а +  Ъ) 3 — (2а +  Ъ)Ь\а +  Ъ) ’

эквивалентное предъидущему, если только какое нибудь предположеше не 
уничтожитъ знаменателя. Найденное выражеше для х  можетъ написаться въ 
форме:

ж = ------------ т-----------------------г , [5]
а ( а  +  Ь) { аЪ +  3 с (а  +  by  

или, после унпчтожешя общихъ множителей,

* = - £ % ■  [«] а +  Ь

Такъ какъ знаменатель формулы [5] становится пулемъ или при а =  О,
, аЪили при о —  — а, или при с =  — ... , , то, въ прпложешяхъ, должно вое-чэуСЬ “р О)

держаться отъ этихъ предположен^.
Легко повЪрить, что найденное решеше удовлетворяетъ уравнешю [1 ].
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250. Обще© правило. Предъидупця разсуждешя приводятъ насъ 
къ следующему правилу: Д ля реш ет я уравненгя первой степени съ 
одною неизвестною: 1° уничтожаемъ знаменателей; 2° переносимъ въ 
одну часть члены, содержащге неизвестное, и  въ другую все члены, 
его не содержащге; 3° соединяемъ въ каждой части подобные члены; 
4° делимъ членъ, независимый отъ неизвестнаю, на коэффищентъ 
этого неизвестнаю.

Частное представить значеше неизвестнаго при тЬхъ ограниче- 
шяхъ, которыя были указаны.

Значеше это, будучи подставлено въ предложенное уравнеше, 
должно преобразовать его въ тождество.

§ II. Уравнешя, приводящаяся къ уравнешю первой степени.

Уравнеше не первой степени приводится иногда, при помощи 
некоторыхъ преобразованШ, къ уравнешю степени первой. Дадимъ 
несколько примеровъ.

251. Уравнеше ирращонально.

Примгъръ I. Дано уравнеше *):

| / 4  +  4 — \ / х .

Возвысивъ обе части въ квадратъ, найдемъ:

4 +  # =  16— 8 ] / х  х,

или, перенеся непввестныя въ одну часть и изв1зстныя въ другую, найдемъ 
последовательно:

[3] 2 \ / х = ‘6, 4ж =  9, откуда x — ~r • М

9
Уравнеше [4] предполагаетъ только одно реш ете х  =  , а потому урав

н е т е  [1] не можетъ иметь никакого другаго. Но еще неизвестно, удовлетво- 
ритъ ли это реш ете уравнешю предложеному, ибо мы возвышали об* части 
его въ квадратъ, что могло ввести постороншя реш етя . Необходимо, следо
вательно, поверить найденное реш ете  прямою подстановкою. Заменивъ х  

9
ЧИСЛОМЪ п олучи м ъ:

9* 5 
4 - | - Т  =  ~2 *

[1]

L2]

*) Во всей этой главЗ) мы будемъ принимать во ввимаш е только положитель
ный значеш я корней.

15
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I ' 0

/—  f  "дГ 5
для правой * 4 — у х = 4  — у  ~£ =  ~о'

Хотя повЬрка и удалась, во она т4мъ не мен^е была необходима. 

Примгъръ I I .  Дано уравнеше

У ~х— V x  — \ /T ^ x  =  1. |1]

Уравнеше это содержишь два радикала: \ х и V х — \  \  — х\ для унич- 
тожешя одного иэъ нихъ, напр., втораго, оставляемъ его одною въ одной иэъ 
частей уравнешя и получаемъ:

Y x  — V 1 — х — \  х — 1; [2]

возвысивъ въ квадратъ o6 i  части, найдемъ:

х — j / l  — ж =  я — 2 |/ж  +  1, [3]

или, упрощая и изменяя знаки,

}/l — x = 2 ] / x - 1 . [4]

Возвысивъ снова въ квадратъ, получамъ:

1 — х =  4х — 4]/ж +  1, [б]

или, упрощая и перенося,

4\/х =  5х. [6]

Возвысивъ въ квадратъ третШ равъ, будемъ им^ть уравнеше:

\6х =  25я2, [7]

которое, по перенесенш всЬхъ членовъ въ первую часть, можетъ напи
саться:

ж(16 — 2ох) =  0. [8]

Для того, чтобы произведете двухъ множителей было равно нулю, не
обходимо и достаточно, чтобы одинъ изъ множителей былъ равенъ нулю. 
РЗипешл уравнешя [8 ], следовательно, суть:

16
*  =  0’ *  =  25-

Уравнеше [1] не можетъ предполагать иныхъ рЬшешй. Для того, чтобы 
увпать, предполагаетъ ли оно ихъ действительно, сд^лаемь прямую подста-



УРАВНЕН1Я ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 227

яовку. Значение ж =  0 даетъ: — [ / — 1 =  1, что не овначаетъ ничего; зна-
16

У 25 '  25 У 25 *

или, по приведен in,

что несправедливо. Итакъ, ни одно изъ рЬшенШ не удовлетворяетъ уравне
шю [1 ]. Легко видеть, что значен1е # =  0  удовлетворяетъ уравнешю

при чемъ и то, и другое уравнешя приводятся къ уравнешю [7] т'Ьмъ же пу- 
темъ, какимъ привелось къ нему и предложенное уравнеше.

252. Уравнеше заключаете неизвестное въ некоторой степени и не 
заключаете его въ другихъ степеняхъ. Оно приводится къ уравнешю 
«ервой степени, если мы примемъ эту степень за неизвестное.

Прим>ьръ I I I .  Дано уравнеше

Умноживъ об1> части на произведете (1 -f 2х)(1 — 2 я ) =  1 — 4а:2, найдемъ:

принявъ х 2 за неизвестное, мы получимъ уравнеше первой степени относи
тельно ж2, которое дастъ:

253. Уравнеше заключаете неизвестное только подъ знакомъ ра
дикала. Оно будетъ первой степени, если мы возьмемъ этотъ ради
калъ за неизвестное.

и что значеше х  =  ^  удовлетворяетъ уравнешю

У х-\-  V x - j - y  1 — х =  1

16

У х  - \ - Y х  — У 1 — ж =  1,

[1]

0(1 — 2х) +  о(1 +  2х) =  2Ь(1 — 4Я2),

или, выполнивъ умножеше и приведеше,

2а =  2Ъ — 8Ьх2;

М

15*
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Примгьръ IV . Дано уравнеше

а х — Ъ2 _ Y  ах — Ъ 

V а х  +  Ь
с. м

Такъ какъ числитель первой дроби делится на своего знаменателя, то 
уравнен1е можетъ написаться:

это уравнеше первой степени, если мы примемъ за неизвестное радикалъ

Дадимъ теиерь нисколько прим-Ьровъ той выгоды, которую при- 
иосятъ уравнешя при р-Ьшенш задачъ.

254. Задача I. Найти математичешй учетъ векселя въ 1500 р., уп.га- 
чиваемахо за 5 мжяцевъ до срока. Учетъ сдгьланъ по 6°/0.

Математически! учетъ векселя есть прибыль, приносимая его действи
тельною ценою во время, остающееся до срока. Обозначимъ этотъ учетъ 
буквою х. Действительная стоимость векселя равна 1500 — х. Необходимо, 
чтобы сумма эта, помещенная на 5 месяцевъ по 6 °/0, прииесла прибыль х. 
Одинъ рубль принесетъ при эгпхъ услов1яхъ 0,025, а, следовательно, (1500 — х) 
рублей принесутъ 0,025 . (1500 — х).

Получаемъ уравнеше первой степени:

У ах — Ъ У ах — Ъ— ~— И

или, по уничтоженш знаменателей,

[31

(с — 1) V а х  =  с2 +  сЪ — Ь ,' м
и, следовательно,

с2 4- сЬ — Ъ , .
У ах — — 1---- =—  =  6 4~с — 1 с — 1

[5]

Возвысивъ это уравнеше въ квадратъ и разделпвъ на а, получимъ:

16]

§ III. РЬшеше нЬкоторыхъ задачъ.

(1500 — х ) . 0,025 =  ж,

которое даетъ

1500.0,025 
Х ~  1,025 =  36,585 . . .
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Кредиторъ получаетъ 1463Р-, 41.

255. Задача П. Даны два слитка серебра, пробы которыхъ соответ
ственно суть 0,775 и  0,940. Сколько должно взять каждаго изъ нихъ, чтобы 
образовать 25 граммъ смгьси пробы 0,900?

Обозначпмъ буквою х  число грамыовъ серебра, взятыхъ иэъ перваго 
слитка; 25 — х  будетъ вЪсъ серебра, взятаго изъ втораго слитка.

В4съ чистаго серебра, содержащагося въ х  граммахъ перваго слитка, 
равенъ х  . 0,775. Bicb чистаго серебра, содержащагося въ (25 — х) граммахъ 
втораго слитка, равенъ (25 — х) . 0,0940. Количество чистаго серебра, содер
жащагося въ см^си, есть, следовательно,

ж . 0,775 +  (25 — х ) . 0,940.

Съ другой стороны, такъ какъ проба см-Ьси должна быть равна 0,900, то 
полное количество чистаго серебра, содержащагося въ 25 граммахъ см4си, 
•будетъ 25 • 0,900.

Получимъ уравнеше первой степени

х  . 0,775 +  (25 — х) . 0,940 =  25 . 0,90,

которое даетъ х  =  6 0 Г-, 0606. *
Итакъ должно взять:

изъ перваго слитка . . . .  Qsr-, 0606 
изъ втораго с л и т к а ................ 18?г-, 9394.

256. ЗаитЬчаше о составлены уравнешй. Составить уравненгя 
по условгямъ задачи значить выразить однимъ или нисколькими урав- 
нешями услов!я, налагаемый задачею на искомыя. Невозможно дать 
вполне общаго правила для составлешя уравнешя. Мы ограничимся, 
въ данный моментъ, следующими указашями.

Внимательно разсмотр^въ требовашя задачи, почти всегда уви
димъ, что для ея р4шешя требуется сделать равными некоторый ко
личества. Узнавъ, каковы эти количества, мы выражаемъ формулами 
ихъ значешя и, приравнявъ эти формулы, получаемъ желаемыя урав- 
яешя. Возьмемъ р1штенныя выше две задачи.

Задача I . Найти учетъ съ 1500 р., уплачиваемыхъ за п я т ь  мЬся- 
цевъ, значить найти сумму/ которая, будучи помещена на нять мЪ- 
сяцевъ и увеличена прибылью за это время, сделается равною 1500 р.

Задача I I .  Образовать смесь въ 25 гр. 0,900 пробы изъ серебра 
0,775 пробы и 0,940 пробы, значить поступить такимъ образомъ, 
чтобы полное количество серебра, содержащагося въ 25 граммахъ, 
было равно 0,900.25

З&вгЪчаше. Составлеше уравнешй по ушшямъ задачъ, относя
щихся къ числамъ, представляетъ собою не что иное, какъ переводъ
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на алгебричесш й язы къ того обыкновеннаго язы ка, которымъ вы ра
ж ена задача. Случается иногда, что задача сказана такъ , что вы ра
ж еш е задачи непосредственно трудно перевести формулою; въ  этихъ- 
случ аяхъ  мы должны обращ ать бол^е внимаш я на смыслъ выражешя,. 
чЬмъ на слова, и тогда почти что никогда не встретим ь серьезнаго- 
за тр у д н е тя . Мы возвратимся ещ е къ  составлешю уравнеш й, когд а 
исключительно займемся задачами первой степени.

У п р а ж н е н 1 я .

Ах — —л х — 1 , 4 1х —  — 2 , Зж — 9
3 5 8 2 10

а 7 4-  9ж / ,  2 — х \  _
------- I 1 --------9 ) =  »

8. x  =  3 x — ^ ( i — x ) + ^ ,

4. х  — 3 — 2(х — 1)(я +  2) =  (х  — 3)(5 — 2ж),

ь . ^ - „ + А - » =  37х  +  2 х - \ -  3 #г -|- 5ж -f- 6 ’

6. ( ®  +  1 ) » = | б  — ( 1 — a o js  — 2,

7. х — 2 х  — 4 х  — 6 х  — 8 ’

25 - 1 *  16* +  4  23 _

’ х +  1 Зх +  2 ~ х  +  \ ^ ° '

Ч ( — 1 ) - т ( - т ) + т ( - т ) = ® -

10. (а +  х)(Ъ +  ж) =  (с +  x)(d +  ж), с^*“ а&

ж = 4
13‘

X — 1
5 '

X — 2
3 *

X — 3.

X — 1.

X = 1.

х  = 5.

X — 27 
8 '

х  = 8 а 
25'

а +  ft — с — с£

И . а я  +  Ь = -  +  ^ - ,  "ТУ1 а 1 6 ’ 6(а2 — 1)
аЪ

х  =
12 ЗаЬс а2Ь2 (2а +  Ъ)Ъ* х _ 3 Ьх 

' а + Ъ ^  (а +  Ь)»^ а(а + ъу ~  а ' ~ “ а +  Ь

13. 4 , 8 - ° ,72y0y -—  =  1 ,6 я+  8,9, ж =  5.

14. У  \ — |/х 4— х1 — х  — 1 , ж =  —, 0 (не удо-

творяетъ уравненш .

15. У  а +  х — ] / "  =  У  2а +  х , х  =  — у  (не удо-

творяетъ уравнешю.



| ^ + 5  +  У ^ _ , / - г  X - W J _ .
У а + х - У а - х  6 + 1

17. v V + y ^ + V ' a - y ^ v X  x  =  a’ - ^ ^ -

18- т ч" 3 ’= /̂Л i + V 7
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4а  ,ж =  -  у  (не удо- 

творяетъ уравнен1 ю.

19. У х -\-У  х — V х  — i/ x =  y  У  ■ * = § - ° -

2 0 .2 x  +  2 / « - ^  =  j7 ^ = ,  .  =  »

Ж +  V  #

i ’

l / a + ж  } /д + ж  _  ж21. +  =  ж = ------- ----------
х ^  а с _2 _

( т Г - ‘
2 2 . | / а  — х +  2 У  а -\- х  =  У а — х  +  У  ах -{- х"2, х  =  — а, 0 ,

причемъ два последил р еш е тя  не принадлежать уравненш.

28. 1̂ г а . у ' Щ + 1/ Т Т 1  У Щ1 +  ж

=  2 ^ 1  — а*, ж =  а.



Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я *  

Обпця теоремы, относящаяся къ совмйстнымъ 
уравнешямъ.

§ I. Опред^летя.

[^ [257] Системы, уравнешй . Системою уравненгй называется сово
купность несколькихъ уравненТй, заключающихъ одни и те же не
известный и удовлетворяющихся одними и тЬми же значешями этихъ 
неизв'Ьстныхъ. Если каждое изъ уравнешй содержйтъг^елько одно 
неизвестное, то уравнеше это решается отдельно, и мы будемъ иметь 
столько различныхъ задачъ, сколько предложено уравнешй. Если же 
неизвестный входятъ сразу въ нисколько уравнешй, то вопросъ ста
новится бол^е труднымъ.

Рп>шенгемъ системы называется система значешй, которыя, будучи 
подставлены вместо неизвестныхъ, преобразовываютъ уравнешя въ 
тождества.

258. Равнозначупця системы. Две системы уравнешй, заключаю- 
щихъ одне и те же неизвестныя, называются равнозначущими (экви
валентными), если оне обладаютъ однеми и теми же системами ре
шешй (корней).

Две равнозначушдя системы могутъ заменять одна другую.

-К- § I I .  Теоремы.
----------------

/ 258. Теорема I. Какое ни есть изъ уравненгй системы можетъ 
быть заменено уравненгемъ, полученнымъ отъ сложешя по частямь 
У пред лож енныхъ уровнешщ
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Такимъ образомъ системы:

А(х ,  у, . . . ) =  А 1(х, у, . . .  ), 

j-|j В(х, у, • • • ) ”  у» • • • )»
С(я, у, . . .  ) =  Сг(х, у, . . .  ),

А(х, у, ...)+-В(ж,У,.“)+^(®>У«-Н--=^1(ж,У»...)+51(ж,у,...)+С1(а:,у,...)+..., 
В  (х#,...) = В 1(х,у,...),

. С{х,у,...) =  С1(х,у,...),

эквивалентны.
Возьмемъ какую нибудь систему решешй системы [ 1]: х  —  а, 

у =  Ь , . . . ;  получимъ тождественно:

Л(а, 6, . . . ) =  А г(а, Ъ, . . . ).

Д а ,  6, . . . ) =  В г(а, Ъ, . . . ),

С(а, Ь, . . ) =  (Ц а, 6, . . . ),

Тождества эти даютъ следуюшдя тождества:

А(а, Ъ,...)+ JB(a, Ь,...) 4  С(а, Ь,...) 4  ... =  Л(«, Ь, •••) 4  -Bi(a, Ь,...)+ Сх(а, Ь, ...) 4  •••, 
В(а,Ь,„.) =  В х(и, &,...)}
С(а,6,...) =  Q a ,

Тождества эти говорятъ, что взятая система решешй удовле
творяетъ систем^ [2],

Возьмемъ теперь какую нибудь систему решешй системы [2]: 
я =  ос, у =  р, . . . ; получимъ тождественно:

Д а Д  ...) 4  Л («,р ,.. ) +  С(*,р,...) 4  -  =  •••) +  -B iK fW ) 4 6 ’1(a,fW 4  
В ( а , = В У( а,Р,...),
С(а,р,...) = С 1 (а,Р,...),

Тождества эти даютъ тождественно:

А(а.  р. . . . ) =  4 l(a, Р, . . . ),
-В(«, Р, • • . ) =  #i(«, Р, • • • ). 
С К  Р, . • . ) =  СДа, р, . . . ),
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и показываюсь, что взятая нами система рйшееШ принадлежите 
систем^ [1].

Итакъ, всякая система р^шент системы [1] принадлежитъ си
стеме [2]; наоборотъ, всякая система решешй системы [2] принад
лежитъ системе [1], т.-е. обе системы уравнешй эквивалентны.*

•,259/ Замечашя. Предъидущее доказательство не зависитъ отъ 
числа уравненш.

Мы можемъ складывать только некоторыя изъ уравнешй, состав- 
ляющихъ систему; новое уравнеше заменяете какое ни есть изъ 
уравнешй, служившихъ для его образовашя.

Мы имеемъ право, до сложения уравненш по частямъ, умножать 
каждое изъ нихъ на какое ни есть число, ибо действ1е это не изме
ните услов1й (245), наложенныхъ на неизвестныя.

Очевидно, что, вместо сложешй уравнешй по частямъ, мы мо
жемъ производить вычиташя*

I 260. Теорема II . Если одно изъ уравнешй системы решимъ 
огкндЪиШлъно одною изъ неизвгъстныхъ и замгънимъ это неизвестное 
въ другихъ уравнетяхъ найденнымъ значетемъ, то приведемъ систему 
къ другой системе, въ которой число неизвестныхъ и число уравнент 
единицею менее числа неизвестныхъ и числа уравнент предложенной 
системы.

Положимъ, что неизвестныя суть: х, у, z, . . .
Положимъ далее, что мы решили одно изъ уравнешй системы, 

напримеръ, первое, относительно х, такъ что предложенная система 
преобразовалась въ систему:

х  =  А(у, Z ,  . . .  ),
В (х , у, г, . . . ) =  В ^ х ,  у, z, . . .  ), j-j-j
С(х, у, z, . . . ) =  Сг(х, у, z, . . .  ),

Внесемъ теперь найденное значеше для х  во все уравнешя си
стемы [ 1], получимъ новую систему:

х  =  А(у, г,

 ̂ В\_А{у, z, . . . ), у, z, . . . ] =  Б 1[Л(у, у, * , . • .  ]> j-2-j 

С[А{у, г, z,  . . .  ] =  С,[А(у, z, . . ), у, z, . .  . ] ,

....................................................................Ф ' ‘
въ которой все уравнешя, за исключешемъ перваго, не содержать 
уже буквы х.
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Докажемъ, что системы [1] и [2] равнозначушДя. '
И въ самомъ д^лй, возьмемъ какую нибудь систему pimeHift 

системы [ 1]: х  =  а, у = Ъ , г — с, . . . ; получимъ тождественно:

а =  А{Ъ, с, . . . ) ,
В(а. Ъ, с, . . .  ) =  В ^ а , Ъ, с, . . . ) ,
С(а, Ъ, с, . . .  ) —  Сг(а, Ь, с, . . . ) ,

Такъ какъ въ тождествахъ мы можемъ заменять какую ни есть 
букву какимъ ни есть значешемъ, то, замйнивъ во всЬхъ этихъ 
тождествахъ, за исключешемъ перваго, букву а выражешемъ А ( Ь , с . . . ) г 
найдемъ тождественно:

а =  А(Ъ, с, . . .  ),
В[А{Ъ, с, с, . . . ] =  В 1[А(Ь, с, . . . ), Ь, с, . . . ],
С [Д Ь , с, . . . ), Ъ, с, . . . ] =  С1[А(Ъ, с, с, . . . ] ,

тождества эти показываютъ, что взятая нами система рЗипенШ 
удовлетворяетъ систем^ [2].

Возьмемъ теперь какую ни есть систему рЬшешй системы [2]: 
х  =  а, у =  Р, г  =  у, . . . ; получимъ тождественно:

а  =  4 ( р ,  7 , • • • ),
В[Аф ,  т, . . . ), Р, у, • . .] =  B ^ A t f ,  7» • • • )» Р» 7» • • • L  
С[А(р,  у , . . . ) ,  р , у , . . . ]  =  0 x[ j i ( p f Y, . . . ) ,  3 , т> . . . ] ,

ЗаиЗшивь въ этихъ тождествахъ, за исключешемъ перваго, вы
ражете А ( Р, 7, . . .) буквою а, найдемъ тождественно:

сс= ^ (Р , у, • • • ) ,

#(«> Т) • • • ) =  Щ * ,  Р> 7> • • • ) ,

<?(«> Р, 7. • • • ) =  Сг1(а > Р» 7» • • • )»

Тождества эти говорятъ, что взятая система рйшешй удовлет
воряетъ систем^ ^ ] .  Итакъ, системы [1] и [2] равнозначунця. 

Доказательство не зависитъ отъ числа уравнешй.
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' 261. Исключеше. З а м е н яя  въ уравнеш яхъ  В - В ^  С —  С  ̂ . 
неизвестное х  вы раж еш емъ А ,  мы заставляемъ исчезнуть это не
известное изъ этихъ уравнеш й.

Говорятъ, что оно исключено. И вообще, исключить неизвестное, 
и зъ  т  уравнеш й, значитъ  зам енить предложенную систему системою 
равнозначущ ею , въ которой (ж — 1) уравнеш й не содерж ать этой



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ.

Рйшеше системы уравнешй первой степени, число 
Еоторыхъ равно числу неизвестныхъ.

Если число неизвестныхъ равно числу уравнеш й, ихъ связываю- 
щ ихъ, то определеш е значеш й этихъ неизвестны хъ вообще воз- 
можно.Мы изложимъ въ этой гл аве  методы, даюшдя реш еш я, начавъ 
съ нростейш аго случая, съ случая двухъ  уравнеш й съ двумя не
известными.

§ I .  P iniem e системы двухъ уравнешй съ двумя неизвестными.

262. Общая форма уравнешя первой степени съ двумя не
известными. Обозначимъ неизвестны я буквами х  и у. У равнеш е 
первой степени можетъ заклю чать только три рода дленовъ: 1 ° члены 
первой степени, содержащее х\ 2 ° члены первой степени, содерж а
ние у\ 3° члены, независимые отъ х  и у. П еренеся все члены, со
держащее х  и */, въ одну часть; соединивъ, сложешемъ коэффищ ен- 
товъ, все члены, содержание х, въ одинъ членъ, и все  члены, со* 
держание у , въ другой; перенеся далее все независимые члены въ 
другую часть уравнеш я, мы приведемъ уравнеш е къ  виду:

ах  Ъу =  с,

гд е  а, Ъ, с означаю тъ вы раж еш я, независимыя отъ х н у .  Въ этомъ 
виде мы и будемъ писать уравнеш я, данны я для реш еш я.
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263. 1-ый случай. Можетъ случиться, что одно йзъ уравнешй 
содержитъ только одно изъ неизвестныхъ. Пусть, напримеръ, дана 
система:

Уравнеше [2], содержащее только х,  даетъ непосредственно его 
значеше х  =  10.

Подставивъ это значеше въ уравнеше [ 1], найдемъ

У равнеш е это, содержа только у, даетъ  его значеш е у  —  7.
Оба эти значешя, очевидно, удовлетворяютъ системе.
Система не им еетъ  другаго р еш е ш я: уравнеш е [ 2 ] обладаетъ 

только однимъ реш еш ем ъ х  —  1 0 ; для этого же зн ачеш я уравнеш е [ 1 ] 
удовлетворяется только при у  —  7.

И такъ , для того, чтобы реш ить систему въ этомъ частномъ 
случ ае , ргъшаемъ то изъ уравнешй, которое заключаешь только одно 
изъ неизвестныхъ; подставляемъ значеше, найденное для этого не- 
известнаго, въ другое уравнеше и  ргыааемъ преобразованное уравнеше 
относительно другаго неизвгъстнаго.

264. 2-ой случай. Оба уравнеш я заклю чаю тъ оба неизвестны хъ. 
С лучай этотъ приводится къ предъидущ ему исключешемъ одного изъ 
неизвестны хъ между двумя уравнеш ям и (261). И склю чеш е это совер
ш ается при помощи различныхъ методъ.

Метода подстановки. Даны два уравнеш я:

которое получается перенесеш емъ члена 7х  въ правую часть и раз- 
д елеш ем ъ  обеихъ частей на 3. Действ1е это назы вается решешемъ 
уравнеш я относительно у. Система ( 1 ) зам еняется равнозначущ ею 
системою:

7*  +  3 t/  =  47, [1 ] )

6х —  5 у = 1 0 .  [2]{

Можно заменить уравнеше [1] уравнешемъ:

47 — 7х

(1)

(2)
6 # — 5 </ =  1 0 .  [2 ]
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Зам ен и въ  въ уравнен!и [ 2 ] букву у  вы раж еш ем ъ » - J x
О

чимъ эквивалентную  систему:

47 — 7Л
13] |

=  Ю. LO J
(3)

Т ак ъ  какъ  уравнеш е [4] заклю чаетъ только одно неизвестное х,  
то вопросъ приведенъ къ  первому случаю.

Р еш ае м ъ  это уравнеш е; оно даетъ:

18ж — 235 +  35а: =  30,

откуда находимъ х  =  5. Подставивъ это зн ачеш е въ уравнеш е [3 ], 
получимъ у  =  4. Оба эти значеш я, х = Ь ,  у =  4, образуя единствен
ное реш еш е системы (3), представляю тъ единственное реш еш е экви
валентной системы ( 1 ).

М етода общ ая и приводитъ къ  следую щ ему правилу: региаемъ 
одно изъ уравнешй относительно одного изъ неизвестныхъ и  п о д с т а в - 
л я е м ъ  ею значеше въ другое уравнеше.

Такъ какъ это последнее уравнеше будетъ содержать, после под
становки, только одно неизвестное, то региимъ ею и получимъ зна- 
чете этою неизвестнаю• Подставивъ затемъ это значеше въ выра
жеше перваго неизвестнаю, определимъ значеше этою неизвестнаю.

265 . М е то д а  с л о ж е ш я  и в ы ч и т а ш я . Возьмемъ снова систему:

Мы всегда можемъ сделать  равными коэффнщенты одного и того 
же неизвестнаго въ обоихъ у р а в н е т я х ъ ; достаточно для этой дели  
умножить обе части каж даго изъ уравнеш й на коэффищ ентъ, при
своенный неизвестному въ другомъ уравненш . Для данной системы 
умножаемъ первое уравнеш е на 5 и второе на 3, получаемъ экви
валентную  систему:

7х -f- Ъу — 47 , 

%х — Ъу —  10. (1)

35ж -j- \Ъу =  235, [3] \ 

18ж — \Ъу =  30. [4 [ /
(2)

Т ак ъ  какъ знаки коэффищ ентовъ при у  различны, то исключимъ 
это неизвестное, сложивъ уравнеш я.
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Получимъ уравнеше:

53х =  265, [5]

которое, будучи комбинировано съ однимъ изъ уравнешй (2) или съ 
однимъ изъ уравнешй ( 1), образуетъ систему эквивалентную первой. 
Вопросъ приведенъ къ случаю первому (263). Выводимъ изъ [5] 
ж =  5 и, подставивъ это значеше въ одно изъ уравнешй, наприм’Ьръ, 
въ [1], получаемъ значеше у  —  4.

Метода общая и приводить къ следующему правилу: умножаемъ 
каждое изъ уравненш на коэффицгентъ, присвоенный одному изъ , 
неизвгьстныхъ въ другомъ уравненш; складываемъ или  вычитаемъ 
по частямъ преобразованный уравнешя, смотря по тому, обладаютъ- 
ли равные коэффищенты разсматриваемаго неизвестнаю знаками 
различными или одинаковыми. Получается такимъ образомъ уравне
ше съ однимъ неизвестнымъ, дакпцее значеше этого неизвестнаю. 
Подставивъ это значенге въ одно изъ предложенныхъ уравнешй, най
демъ значеше втораго неизвестнаю.

266. ЗаагЁчаше- Если коэффищенты исключаемаго неизв^стнаго 
суть числа целая, не взаимно простыл между собою, то мы можемъ 
взять для общаго коэффициента ихъ общее наименьшее кратное; доста
точно для этой цели разделить это наименьшее кратное на каждый 
изъ коэффищентовъ исключаемаго неизв$стнаго и умножить каждое 
уравнеше на соответствующее частное. Пусть, наприм^ръ, дана си
стема:

Наименьшее кратное чиселъ: 3G и 34 равно 108; частныя отъ дйлешя 108 
36 и 54 суть: 3 и 2.

Умиоживъ первое уравнеше на 3 и второе на 2, получимъ эквивалент
ную систему:

Коэффищенты при х им^ботъ одинъ и тотъ же знакъ; вычитаемъ второе 
уравнеше изъ перваго:

откуда у =  5, и, следовательно, х =  8.

267. Другое заагЬчаше. Найдя, при помощи предъидущей ме 
тоды, значеше одного изъ неизвестныхъ, мы можемъ искать значенге . 
другаго неизвестнаю тою же методою.

3 6 x 4 -  7у =  323, |  
54л:— Н у  =  317. / [ 1]

108x-f 21?/= 969, \ 
108я — 22у =  754. } М

43у  =  215,
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Для нахождешя # въ предъйдущемъ примере умножаемъ первое 
уравнеше на II и второе на 7 и получаемъ:

j 3 9 6 #  - j-  77*/ =  3 5 5 3 ,

\ 3 7 8 #  —  77«/ =  26 3 9 ;

сложивъ результаты, находимъ

7 7 4 #  =  6 1 9 2 ,

откуда

х  =  8 .

Это значеше # не можетъ отличаться отъ того, которое дается 
подстановкою. И въ самомъ деле, предъидупця разсуждешя пока- 
зываютъ, что система [ 1] эквивалентна какой ни есть изъ двухъ 
системъ:

г - ,  ( У —  5 ж =  8 |

'-3 -' |  3 6 #  +  7у =  323 , 3 6 # -j-  7у =  32 3 . j ^

Такъ какъ каждая изъ этихъ системъ даетъ по одному решешй), 
то необходимо, чтобы р1>шеше это было одно и то же для обЬихъ 
системъ.

268. Сл,Ьдств1е. Предъидушдя разсуждешя показываютъ, что си
стема двухъ уравнешй первой степени съ двумя неизвестными обла
даетъ вообще единственною и определенною системою решешй.

§ II. Решете системы трехъ уравнешй съ тремя неизвестными.
ч

269. П р а в и л о . Д ля  р еш ет я  системы трехъ уравненш съ тремя 
неизвестными # , у, z  исключаемъ одно изъ неизвестныхъ, z  напримеръ , 
сперва между двумя изъ трехъ уравненш, потомъ между последнимъ 
и однимъ изъ двухъ другихъ; для этой цели унотребляемъ или методу 
подстановки (264), или методу сложешя и вычиташя (265). П олу
чаемъ такимъ образомъ два уравнения съ двумя неизвестными #  и у, 
которыя, будучи комбинированы съ однимъ изъ предложенныхъ урав- 
'нети, образуютъ систему, эквивалентную данной. Решаемъ систему 
двухъ уравненш  въ х  и въ у; подставивъ значенгя, найденныя для 
этихъ неизвестныхъ, въ одно изъ предложенныхъ уравненш, получимъ 
значенье для z.

' 16
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f За; +  2у 4z =  19,
|  2 x -\-b y Jr 3z =  21̂
( Зх — у -г  я =  4.

Приложимъ методу подстановки. Возьмемъ одно изъ уравненш и рЪшимъ 
его относительно одного изъ неизвестныхъ. Въ предложенномъ примере 
удобнее всего взять третье уравнеше и решить его относительно у  или z , 
ибо поступивъ такимъ образомъ, мы избежнмъ знаменателей. Получаемъ:

у  =  Зх +  z  — 4;

подставивъ вместо у  это выражеше въ два первыя уравнешя, найдемъ:

j  Зх +  2(3х +  z — 4) +  \ z  =  19,
\  2х +  5(3х +  * — 4) +  3* =  21;

или

I 9x-j-6z =  27 
\17*  +  80 =  41.

Уравнешя эти, будучи решены изложенными выше методами, даютъ:

х  =  1, z  =  3.

Подставивъ эти значешя въ выражеше

у  =  Зх +  г  — 4,

получимъ

у =  2;

искомая система решешй есть, следовательно,

х  =  1, у  = 2 ,  z =  3.

Примгьръ I I .  Возьмемъ еще систему

Г аг а2х  4 -  ay  +  z — О,
|  Ъ3 +  Ъ2х Ъ у  +  z  =  О,
[ с8 +  с2х  +  су +  z —  О

и приложимъ къ ней вторую методу (265).
Начнемъ съ исключешя z, ибо коэффишенты при z равны единице. Вы

читаемъ последовательно первое уравнеше изъ остальнпхъ двухъ и полу
чаемъ два новыхъ уравнешя, независимыхъ отъ z,

270. Примгьръ I .  Дана система

( (6* — а3) +  (Ъ2 — а2)х +  (6 —. а)у =  О, 
\  (с3 — а®) +  (с2 — а2)# +  (с — аУу =  0 .



УРАВНЕНШ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 243

РаздЬливъ первое уравнеше на (Ъ — а) и второе на (с — а), найдемъ:

Исключаемъ у. Вычитаемъ первое уравнеше изъ втораго и получаемъ:

z =  — а 3 + а2(а +  Ь +  с) — а(аЪ -ас + Ъс)= — аЬс.

§ III. Р'Ьшеше какого ни есть числа уравненш первой степени.
/

271. Общее правило. Система уравнент первой степени, число ко- 
торыхъ равно числу неизвестныхъ, решается такимъ образомъ: мы 
можемъ реш ить одно изъ уравнент относительно одною изъ неизвест- 
ныосъ и подставить найденное значенге во все остальные уравнешя; 
эти остальныя уравнешя, послгъ подстановки, будутъ содержать 
однимъ неизвгьстнымъ менгье. Дополняя ихъ систему уравненгемъ, изъ 
котораго мы определили выражеше перваго неизвестнаю, получимъ 
систему, эквивалентную предложенной. Мы можемъ исключить не
известное между однимъ изъ уравнент и всеми остальными мето
дою сложенья и вычитангя (265). Получимъ эквивалентную систему 
(258), если присоединимъ къ совокупности новыхъ уравненш уравнеше, 
служившее намъ для исчезновенья этого неизвестнаю.

Во всехъ случаяхъ ргмиете системы п уравненш съ п неизвест
ными приведется къ решенью системы (п — 1) уравненш съ ( п — 1) 
неизвестными. Решете этой последней системы уравненш приве
дется къ региенъю системы (п — 2) уравненш съ (п — 2) неизвест
ными; продо.гжая поступать подобнымъ образомъ, мы приведемъ вопроса 
къ одному уравнент, содержащему только одно неизвестное.

+  аЪ +  о2 +  (Ь +  а)х -f- у  =  О, 
са +  « 2 +  (с +  а)х +  у — 0 .
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Система, равнозначущая предложенной системе, будетъ заклю
чать тогда п уравненш, такимъ образомъ составленныхъ: последнее 
уравненге содержишь только одно неизвестное, (п —  1 ) 'ое заключаешь 
это неизвестное и еще одно, (п —  2 )'ое содержишь эти два неизвест
ныхъ и еще одно третье, и т. д.; наконецъ, первое уравненге заклю
чаешь все неизвестныя. Региивъ последовательно эти уравненгя, на
чиная съ последняго и кончая первымъ, мы получимъ значенгя всехъ  
неизвестныхъ.

272. Примгъръ. Дана система

х +  2у 4  bz -j- 4у =  30,
2х  — Ъу 4 bz — 2v =  3.
Зж 4  4у — 2z — V =  1,
4ж — у -(- 6z — 3v =  8 .

Первое уравнеше, решенное относительно ж, даетъ:

х  =  30 — 2у — 3z — 4v;

подставивъ это значеше въ остальная три уравнешя, получимъ:

7у +  z-j-10v =  57, j 
2y - \ - \ \ z  +  13®= 89, }
9 у 4  6 ^ 4  19г> =  112. )

Первое изъ уравнешй [2], решенное относительно г, даетъ:

z =  57 — 7у — 10у;

подставивъ это значеше въ друпя два уравнешя, получимъ:

75у  4  97v =  538, \
' =  230. /

[И

И

33у  4  41г>: [3]

Изъ ПОСЛ+ДНЯГО ВЫВОДИМЪ у  

первое, получаемъ:

230 — 41v 
33

и, вставивъ это значеше въ

126v =  504. ' [41

Система, эквивалентная предложенной системе, образована изъ уравнешй:

х  =  3 0 — 2 у — 3 z — 4г\ 
z =  57 — 7у — 1 0 f ,

230 — 41г>'
У — — 33

126^ =  504.

М

Последнее ивъ этихъ уравнешй даетъ v =  4. Значеше это, будучи под
ставлено въ предъидущее уравнеше, даетъ у =  2. Эти два значешя, будучи
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яодставлены во второе уравнен1е, дадутъ z — 3. И наконецъ эти три зна
чешя, подставленныя въ первое, даютъ х  =  1. Итакъ, система решешй дан- 
вой системы уравнешй следующая:

2 =  1, у  =  2, z —  3, v =  4.

§ IV . Упрощен1я п ра8лнчныя замЬчашя.

273. Случай, когда вс* неизвестный не входятъ сразу во всЬ 
уравнешя. Можетъ случиться, что каждое изъ уравнешй не содер
житъ всехъ неизвестныхъ. Обстоятельство это упрощаетъ вычиcлeнie. 
И въ самомъ деле, мы можемъ разсматривать неизвестное, не вхо
дящее въ уравнеше, какъ неизвестное, исключенное изъ этого урав
нешя. Въ этомъ случае мы начинаемъ решеше системы съ исклю- 
чешя неизвестнаго, входящаго въ меньшее число уравнешй.

Разсмотримъ, напримеръ, систему

г 9х — 2 z +  и =  41, [1]
7 y - b z -  * =  12, [2]
4у — Зх 4- 2и =  5, [3]
3 y - 4 u  + 3 t =  7, 14] 

7z — Ъи— 11. [5]

Буква t входитъ только въ два уравнешя. Изъ [2]:

t — ly  — b z— 12; [2]
•подставллемъ это значеше въ [4]: .

24 у  — 15 z — 4 и =  43. [6 ]

Дрисоединивъ уравнеше это къ уравнешямъ [1 ], [3] и [5], образуемъ 
•систему четырехъ уравнешй съ четырьмя неизвестными х , у , z , и.

Буква х  входитъ только въ два уравиешя [1] и [3]. * »

Изъ [3J: а. =  4у +  2 « - 5 . [8]

нодставляемъ это значеше въ [1 ]:

1 2 у -  2z 4 - 7и =  56. [7]

Присоедннивъ это уравнеше [7] къ уравнешямъ [5] и [6], получимъ 
•систему трехъ уравнешй съ тремя неизвестными у , z, и.

Буква у  входитъ только въ уравнешя [6] и [7]; выводимъ изъ [7]:

2z — 7и 4- 56. 
12 17]



подставивъ значеше это въ [6], найдемъ: •

Ш  +  18м =  69.

Это уравнеше и уравнеше [5] образуюгь систему двухъ уравнешй съ.
двумя неизвестными.

г- -1 7я— 11Изъ [5] находимъ и =  — ^— ; подставивъ значеше это въ уравненге-
[8], получимъ:

Ш  +  W 7* - И) =  69,

уравпен1е съ однимъ неизвЬстнымъ, которое даетъ 2 =  3. Уравнешя [5], [7]т 
[3] и [2] дадутъ последовательно: и =  2, у  =  4, ж =  5, t =  1.

274. Ч астны е пр1емы. Случается иногда, чго уравнешя пред- 
ставляютъ некоторую симметр!ю относительно неизвестныхъ. Въ этихъ 
случаяхъ употребляютъ особые npieMbi, болЬе удобные, чемъ обнця 
методы. Укажемъ на некоторыхъ примерахъ употребительные пр1емы.. 

Примгъръ I. Дана система:

x +  y  +  z + t  =  a, [1]
У +  * + t - f  v =  Ъ, [2]
z -j- t f  v +  x  =  с, [3]
t -\-v  +  x - \ r y  =  d, [4]
v +  x  +  у  +  z =  e. [5]

Сложивъ эти уравнешя по частямъ, заметивъ, что каждое изъ неизвест- 
выхъ войдетъ четыре раэа въ сумму, и обозначивъ буквою s сумму вторыхъ. 
частей, т.-е. (а +  Ь +  c +  rf+e), получимъ уравнеше:

4 (x - \-y  +  Z +  t+ V ') =  S,

иди
£

X  -+- у  +  Z +  t  +  V =  .

Мы определили сумму всехъ пяти неизвестныхъ.
Принявъ во внимаше, что левыя части нашихъ уравнешй представляютъ 

сумму четырехъ неизвестныхъ, мы определимъ эти неизвестные, если выч- 
темъ соответственно изъ s правыя части уравненШ.

Будемъ иметь:

v =  - j - a ,  х  =  ̂ - - Ъ ,  у  =  —• с, z =  j - - d ,  t =

Примгьръ II . Вычислить длины сторонъ треугольника, зная длины ею 
Medium.

Обозначимъ буквами а, &, с неизвестныя длины трехъ сторонъ; буквам» 
а, р, у длины соответствующихъ медганъ.

246  кн и га  и.

/
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Геометр1я даетъ непосредственно три уравнешя:

&2 4 с 2 =  2 а » + | ,  [1J / 

с2 +  а2 =  2р2 +  у ,  [21 

а24 *>2 =  2 f  +  y .  [3]

Сложивъ эти уравнешя по частямъ, получимъ:

2(«2 +  Ъ2 +  с2) =  2(а2+  ,32 +  y2) -f а2 +  62 4 - с2
о

откуда легко найдемъ: I

а3 +  Ь2 +  с2 =  | - (а24-Р2 +  Т*). [4]

Итакъ, мы знаемъ сумму квадратовъ трехъ сторонъ. Вычтя теперь урав
неше [1] изъ уравнешя [4], уничтожимъ Ь2 и с2 и получимъ:

Мы получили бы Ъ2 и с2, вычитая соответственно уравнешя [2] и [3] 
изъ уравнешя [4]. Но мы можемъ поступить проще. И въ самомъ деле, 
8амечаемъ, что уравнеше [1] перейдетъ въ уравнеше [2], если изменимъ 
&2 въ с2, с2 въ а2, а2 въ 62, а2 въ j32. Отсюда сд'Ьдуетъ, что значеше Ь2 опре
делится, если сдЬлаемъ эту перестановку буквъ въ формуле, дающей а2. 
Получимъ:

а2= ± (а24 Р24 т2)- 2а2- ^ ,

откуда

a2= i (  2p24 2 T2- a 2).

b2 =  l (2a2 +  2T2- p 2);

подобнымъ же образомъ:

с2 =  А(2а2 +  2̂ 2 — 72).

Зная квадраты сторонъ, определимъ и самыя стороны. 
Примгьръ III. Дана система



Мы доказали, что (97)

х__у___  z__v_ _  тх +  пу +  pz +  qv
а Ъ с d ~  та 4-nb + рс -г qd '

Такъ какъ числитель иоследняго отношешя равенъ к, то

ак£_____________
та +  rib -{-рс +  qd’

Подобныыъ же образомъ:

________Ък
У та 4- rib 4-рс  4- qd ’

__________ск
та 4- rib 4-рс  +  qd ’

dkv  = -------------------------------.
та 4- rib -\~pc-\- qd *

248 к н и г а  и.

§ V. Случаи, когда число неизвестныхъ не равно числу уравнешй.

275. Случай, когда число уравнешй превышаетъ число не- 
изТШУПЙЙРь. Положимъ, напримеръ, что дана система трехъ урав- 
нешй съ двумя неизвестными х  и у. Решивъ два изъ этихъ трехъ 
уравнешй при помощи одной изъ изложенныхъ методъ, получимъ 
значешя х  и у, которыя только и могутъ удовлетворять системе. Но 
для того, чтобы они действительно удовлетворяли системе, необхо
димо, чтобы значешя эти удовлетворяли третьему уравнешю. Если 
услов!е это не выполняется, то система несовместна, т.-е. несуще- 
ствуетъ общей системы реш енш  для всехъ уравненш системы.

( Зж +  7у=17,
Напримеръ, система: •» Ьх — 2у=  1 ,

 ̂ 8я  4 - у — 1 2

несовместна, ибо значешя я  =  1 , у  =  2 , получаемыя при решенш двухъ 
иервыхъ уравнешй, не удовлетворяютъ третьему, ибо даютъ невозможное 
равенство: 1 0 = 1 2 .

И вообще, положимъ, что дана система (ж 4 - р)  уравнешй, заклю- 
чающихъ ж неизв'Ьстныхъ. Решивъ ж  уравнешй, мы опредЪлимъ зна
чешя всехъ ж  неизв’Ьстныхъ, которыя только и могутъ удовлетво
рять системе. Для того, чтобы значешя эти действительно удовлет
воряли системе, необходимо, чтобы они обращали въ тождество осталь- 
ныя р  уравнешй. Если этого не случится, то система несовместна.
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Если коэффищенты неизвестныхъ, или некоторые изъ нихъ, со
держать буквы, значешя которыхъ не назначены, то значешя не
известныхъ выразятся, вообще, формулами, содержащими эти буквы. 
Подставивъ эти формулы вместо неизв'Ьстныхъ въ оставпияся р  урав
нешй, получимъ буквенныя соотношешя, представляющая необходимый 
и достаточный услов!я, которыя должны выполнять буквенные коэф
фищенты для того, чтобы система была совместна. Эти соотношешя 
называются условными уравнетями.

Два первыя уравнешя даютъ: ж =  а +  &, у — а — ft; подставивъ эти зна- 
чен1я въ два послЪднихъ уравнешя, получимъ условный уравнешя:

которыя дадутъ: а — 3, ft =  4.
Итакъ, система будетъ совместна только при а =  3 и Ъ — 4, и тогда 

а?=7, у =  — 1.

276. Случай, когда число неизвестныхъ превышаетъ число 
уравнешй. Положимъ, напримеръ, что дана система двухъ урав
нешй съ тремя неизвестными х, г/, z. Решивъ эти два уравнешя 
относительно х  и у, мы выразимъ х н у  формулами, содержащими 
букву z.

Давая въ этихъ формулахъ букве z совершенно произвольныя зна
чешя, будемъ получать соответствующая значешя для х  и для у. 
Видимъ, что система уравненш обладаетъ безчисленнымъ множешвомъ 
системъ ргъшенш. Она неопределенна.

И вообще, положимъ, что дана система т уравнешй, связываю- 
щихъ (m -f~р) неизвестныхъ. Решивъ эту систему относительно т  
неизвЬстныхъ, мы выразимъ ихъ формулами, въ которыя будутъ вхо
дить остальныя р неизвестныхъ. Давая этимъ неизвестнымъ въ этихъ 
формулахъ совершенно произвольныя значешя, будемъ получать со- 
ответствуюпця значешя для тЬхъ т  неизвестныхъ, относительно ко
торыхъ решали систему. Система, следовательно, неопределенна.

2х-\-Ъу =  а +  2Ь,
[ Зж +  4у;=2а+ЗЬ  —1.

х +  у — 2а 
х — у =  2 ft,

{ 5а — Ъ =. а 4- 2Ъ,
7а — Ъ =  2а +  36 — 1,

Ч

Примгьръ. Дана система:
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Решивъ систему эту относительно буквъ х и у, найдемъ:

1 8 - 5 + 1 2 *х

2 + 10z — t

Взявъ произвольно z =  2, t — 1 , иолучимъ х =  4, у =  3.

§ VI. Случаи несовместности и неопределенности.

277. Случай несовместности. Иногда случается, что методы ре
ш е т я  уравнешй первой степени приводятъ къ противорЪчивымъ ре- 
зультатамъ и въ тЬхъ даже случаяхъ, когда число уравнешй равно 
числу неизвестныхъ.

Приложимъ методу сложешя и вычиташя (265).
Для исключешя у  умножаемъ уравнешя соответственно на 7 и на 3 и

уравнешя эти очевидно совместно не могутъ существовать, ибо, при совмест- 
номъ ихъ существованш, левыя части были бы равны, а следовательно,х 
были бы равны и правыя части, что невозможно, ибо 42 не равно 45.

( 2х — Зу +  4z =  7,
2°. Дана система: | Зх — 2у + z =  8 , 

v 11ж— 9у -\-7z =  30.

Исключивъ z сперва изъ двухъ первыхъ уравнешй, потомъ изъ двухъ 
носледнихъ, получимъ систему:

|  10ж — 5 у =  25,
\ 10® - 5г/ =  :2б.

Уравнешя эти совместно не существуютъ, ибо одинаковый реш етя  
делали бы левыя части равными, что невозможно, такъ какъ 25 не = 2 6 .

Изменивъ коэффищенты въ несовместной системе, мы получимъ 
вообще систему совместную. Несовместность системы зависитъ, сле
довательно, отъ значешя коэффищентовъ. Мы найдемъ впоследствш 
необходимыя и достаточныя услов1я, которымъ должны удовлетворять 
коэффищенты для того, чтобы система была несовместна.

1 °. Дана система: { 9х — 1 2 у  =  6 , 
21х — 28у=  15.

молучаемъ:

j 63# — 64у =  42,
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278. Случай неопределенности. Случается иногда, что система 
уравнешй первой степени, число которыхъ равно числу неизвестныхъ, 
имеемъ безчисленное множество системъ реш еш й.

, 0  ( 91ж +  63w =  217,
1 °. Дана система: ( 6Ьх +  4оу =  1оэ.

Исключимъ у, для этой цели умножимъ уравнешя соответственно на 5 
и на 7 и получимъ:

( 4эох 4- 315?/ =  1085,
{ 455ж 4* Ъ\Ъу =  1085-

Видимъ, что получили въ сущности одно уравнеше съ двумя неизвест
ными, которое обладаетъ безчисленнымъ множествомъ рЪшешй (276).

С 2х— Зу-\-4г=^ 7,
2°. Дана система: { Зх — 2у +  z — 8 ,

I 11* —9у +  7* =  31.

Исключеше z  сперва между двумя первыми уравнешями и потомъ между 
двумя последними приведетъ къ двумъ уравнешямъ:

( 10х — 5у =  25,
\ 10я— Ь у= 2Ъ.

Уравнешя эти представляютъ въ сущности одно уравнеше, которое, бу
дучи комбинировано съ однимъ пзъ уравненш системы, образуетъ систему 
двухъ уравнешй съ тремя неизвестными, допускающую безчисленное мно
жество решешй.

Мы найдемъ впоследствш необходимый и достаточный услов1я, 
которымъ должны удовлетворять коэффициенты при неизвестныхъ для 
того, чтобы система была неопределенна.

У п р а ж н е н 1 я .

6 2 ас х =  , ,  
а 2 4 - Ь

1. Решить систему: (  х аУ{ а х  — Ъу =  с. ab — с
У~  а-+  Ъ

Я I f — ___с)
о -од, ( (а — Ъ)х-\-(а 4- Ъ)у =  с, 2Ъ\а Ь )2. Р-Ьшить систему: Г ■

» = » 1 е- « т и
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( — + SL =  а,
X у

1 -£■+ £ =  Ъ.
I * У

3. решить систему:

Взявъ —  и —  за неиэвестныя, получимъ:
х  у

x = j£ = j L  p ' - j L,
ар — bq' я Ър — aq

4с. Решить систему:
(а2 — Ъ2)( Ьх +  Ъу) =  2аЪ{4а — Ь),

а2у  -  +  (а +  Ь +  с)Ъх =  Ъ2у  +  аЪ(а +  2&): a "j-  са 4  с 

аЪ аЬ

5. Решить систему:

в. Решить систему:

а +  6 ’ У ~ а - Ъ ‘

V  у — j/ з о ~— х  =  \ / у  — X,

3 ]/20 — х  — 2]/у  — х.

х  =  16, у  =  25.

X — у  4  я — О,
(а -f  Ъ)х — (а 4  с)у 4  (Ъ 4  с)е =  О,

+  &С2 =  1. (

1 _ I w i
х — (а -  с)(Ъ-с) ’ у ~  (а ^ Щ Ь -с У  Z ~  ( а - Ь ) ( а - с ) ’

7. Решить систему:

x y z  =  а(#£ — — ху) — b(zx — х у  — y z ) =  с(ху — y z  — zx).

4 _= ‘ ( т '  +  - г ) -

I х  -4- у 4- z ■— а -}- Ь -}- с,
8 . Решить систему: { Ьх +  ’  + az =  а  +  ау + Ье =  а, +  Ь, +  с,

х =■ Ъ с — а.

9. Решить систему

а4 +  а3х  4  а?У 4 а г 4 «  =  0,
Ь* 4  Ь*х 4  ъ~у 4- Ъг 4  w =  о,
с4 4- с'х 4  с2 У 4- cz -f- и =  О, 
di 4- d3x  4  d2y  4- d z -\-u  — 0 .

— _  (а 4- Ъ 4  с 4- d), у  =  ab 4- ас 4  ad 4  be 4  bd +  cd, 

z =  — (abc 4- o.bd 4 - acd -(- bed), и =  abed.
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10. Решить систему:
( т ) + ( *  )’+ ( ! ) “= ..

aH + bn +  cn =  dn, 
хт _  ут _  zm 

| а*«+и £»'+» cm+w 1 

и исключить а, &, с.

G  H I ) ’ - № = ( 4 Г - ( т )  =(■!)'•

cm+n _j_ _|_ r̂n+n _  ^m+n

11. Решить систему:
аж3 — Ьуг =  cz3,

J - + - L + - U
X ' у ' z

_Ъ{i T ^ + \ 'b  +  ¥ t )
3/--]/ о

аж -f- rw(y -|- z +  v) =  Jc, 
by 4- ш{г 4- v 4- ж) =  Z,
сж 4* «К® 4* ж 4  У) =i>, 
(fo 4- «̂ (ж 4  у +  z) — q.

Определяемъ сперва сумму s неизвестныхъ и потомъ: 

к — ms

12. Решить систему:

а — т
I — ms р — ms а — msУ — -г------ . z =  -- ------- , v =  ------- .а Ъ — т с — т ’ а — т

13. Если а, р, y суть три данныхъ раадичныхъ числа, yдoвIeтвopяющiя 
соотношешямъ:

а3 4  ра  4- q =  о,

Р3 4  Р? 4  3 =  О,
Т3 +  РЧ +  Я. =  о,

то показать, что

14. РЬшить систему:
<* 4  Р 4- т =  я-

| Зж — 2y-\-&z = 3 ,
I 4ж +  oz 4  =  23,

5у + 3 ^ - ®  =  40,
2ж +  5* =21 , 

3?/42г! =23. 

------------------- * *
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Решеше задачъ первой степени.

279. Р'Ьшеше задачи при помощи уравнешя состоитъ изъ трехъ 
различныхъ частей; части эти суть: 1° составлете уравнен1я; 2° р е 
шете уравнешя; 3° изслтьдовате р еш етя .

Задача называется задачею первой степени, если ея решеше тре
буетъ реш етя системы уравнешй первой степени. Мы ум'Ъемъ уже 
находить рЪшешя подобныхъ системъ. Займемся, следовательно, 
первою и третью частями.

§ I. Составлете уравнетн.

280. П равило для составлеш я уравненш  по услов!яиъ задачи.
Мы сказали уже (256), что невозможно дать вполнЪ общаго правила, 
которому нужно следовать для составлешя уравнешй по услов!ямъ 
задачи. Ограничиваются обыкновенно сл’Ьдующимъ указашемъ. Изу- 
чивъ тщательно выражеше задачи, обозначимъ буквами х, у, г, . . . 
тгь числа, знате которыхъ даетъ решете. Предполагавмъ, что за
дача руъшена. Обозначаемъ знаками рядъ действгй, которыя нужно 
произвести надъ буквами х, у, г, . . .  и надъ данными вопроса для 
тою, чтобы убедиться, что значешя неизвестныхъ удовлетворяютъ 
ваъмъ условгямъ вопроса, т.-е., другими словами, делаемъ поверку за
дачи, предположивъ ее решенною. Эта поверка приведешь, вообще, 
къ результатами, которые должны быть равны; приравнявъ формулы, 
выражающгя эти результаты, получимъ уравнешя вопроса.

Покажемъ на прим'Ьрахъ приложеше этого правила.
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281. Задача I. Резервуаръ, имгьющгй два крана А  и В  неравной величины 
наполненъ водою. Открываемъ кранъ А  и выпускаемъ четверть всей воды 
Оставивъ затгьмъ кранъ А  открытыми открываемъ кранъ В  и выпускаемъ 
всю воду. Положимъ, что для этою потребовался промежутокъ времени 
пятью четвертями часа болуье тою промежутка, который былъ необхо- 
димъ для выпуска ^четверти всей воды при помощи крана А.

Если бы оба крана были открыты съ самаго начала, то резервуаръ 
сдгьлался бы пустымъ четвертью часа рангье. Узнать, сколько потребуется 
времени для того, чтобы вся вода вытекла только при помощи одною 
крана А.

Обозначимъ буквою х  искомое число часовъ.

Четверть воды вытекаетъ, посредствомъ крана А , въ — часовъ.

Три четверти воды вытекаетъ, посредствомъ крановъ А  и В , въ 

часовъ.

Отсюда сл'Ьдуетъ, что вся вода вытекла бы, посредствомъ крановъ
4 ( хА  и J5, въ -д этого промежутка времени, т.-е. въ

Съ другой стороны, время, употребленное при опытЬ, т.-е. время,
1  ̂впродолженш котораго вытекло сперва — воды при помощи крана А ,

а потомъ три четверти воды при помощи крановъ А  и В , равно, по 
уело Biro задачи,

х , / х , 5 \ х  | 5
4 + 1 т  +  т ) -  вли 2 + Т -

Этотъ промежутокъ на одну четверть часа болЬе того промежутка, 
который потребовался бы для выпуска всей воды при помощи кра* 
новъ А  и В , если бы они оба были открыты съ самого начала; 
отсюда сл'Ьдуетъ, что имЬетъ м’Ьсто уравнеше:

х I 5 _х . 5 ___ 1
3  3  ~  2 ' 4  Т ’

которое, будучи решено, даетъ х  = 4 ’ .

Повгьрка. Промежутокъ времени, употребляемый краномъ А ,  для 
выпуска четверти резервуара, равенъ 1 часу; промежутокъ времени, 
употребляемый крапами А  и В . для выпуска трехъ остальныхъ чет-

вертей, равенъ, следовательно, l ’ -J-—, иди -j-; промежутокъ же вре

мени, необходимаго для выпуска всей воды при помощи обоихъ крановъ, 
4 9равенъ - j  отъ -j- часа, или 3 часамъ. Съ другой стороны, при огтытЬ,

+ 1 ) часовъ.
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резервуаръ сделался пустымъ черезъ или черезъ 3

опытъ, следовательно, продолжался на - j  часа бол^е. Задача этого 

и требовала.
t 282. Задача П. Лисит травится борзою собакою. Въ нача.т травли ли
сица находилась отъ собаки на разстоянги 60 прыжковъ. Лисица дгьметъ 9 
прыжковъ въ то время, какъ собака дгьлаетъ всею 6 прыжковъ; 3 прыжка 
собаки составляютъ 7 прыжковъ лисицы. Узнать, сколько прыжковъ сдп- 
лаетъ собака, пока не догонитъ лисицы.

Оэначимъ буквою х  искомое число прыжковъ.
Три прыжка собаки равны семи прыжкамъ лисицы, а потому х  прыж

ковъ собаки равны ^  прыжкамъ лисицы. Формула ^  представляетъ путь,о о
выраженный въ прыжкахъ лисицы, который должна проскакать собака.

Съ другой стороны, собака делаетъ 6 прыжковъ въ то время, какъ ли

сица делаетъ 9; отсюда следуетъ, что лисица сд^лаетъ ~  своихъ прыжковъ

въ то время, какъ собака сд^лаетъ х  своихъ прыжковъ.
И такъ какъ лисица въ начале находилась впереди собаки на 60 своихъ

/ 0#\
прыжковъ, то формула (60 +  -g-) представить второе выражеше пути, ко

торый должна проскакать собака, ивмереннаго теми же единицами.

Имеемъ, следовательно, уравнеше: ^  =  60 -f- ^г, которое, будучи ре

шено, даетъ х  =  72 прыжкамъ.
7

Ловгьрка. 72 прыжка собаки равны -5- отъ 72 нлп 168 прыжкамъ ли-
О

сицы. Лисица делаетъ 108 прыжковъ въ то время, какъ собака делаетъ 72 
прыжка, и эти 108 прыжковъ, сложенные съ 60 прыжкамп, составятъ 168 
прыжковъ лисицы.

283. Задача Ш. Требуется найти число, изображенное четырьмя цифрами, 
зная: 1° что цифра сотенъ равна суммгь цифръ единицъ и десятковъ; 2° что 
цифра десятковъ равна удвоенной суммгь цифры тысячъ и цифры единицъ; 
3° что частное и остатокъ отъ дпленгя искомаго числа на сумму его цифръ 
соответственно суть 109 и  9 и 4° что разность между числомъ, изображен- 
нымъ искомыми цифрами, написанными въ обратномъ порядкгь, и искомымъ чи
сломъ равна 819.

Обозвачимъ буквами х, у , я, v цифры единицъ, десятковъ, сотенъ и ты- 
сячь. Первое и второе услов1я приводятъ непосредственно къ уравнешямъ:

z =  х +  у, [1]

y =  2v-\- 2х. [2]

Такъ какъ искомое число равно ЮООу -(- 100z -\- 1 Оу -f- х, то 3-е ywoeie 
дасгъ:

lOOOy-}- 1002;+  \Оу -f х =  109(#-f-y +  ^ +  ®) +  9. [3]

04



И наконецъ, четвертое услов!е даетъ:

1000ж +  1(%  +  105 +  +  v — ( lOOOv +  1005 +  Щ  +  х) =  819. [4 ]

Решнмъ систему. Два последуя уравнеШя приводятся соответственно 
къ следующими

99t;— 5 — 11 у — 12у =  1, [3]
l l lx + lQ y  — 105 — 111© =  91. [4]

Исключивъ сперва 5 изъ [1], [3], [4], найдемъ:

99v— 12у — 13s =  1, [5]
101ж— ll lv  = 91 . [6]

Исключаемъ теперь у  изъ [2] и [5] и находимъ:

7ov — 37$ =  1.

И наконецъ, исключивъ х  изъ [6] и [7] получимъ: v =  1, и затемъ 
х  =  2, у  =  6, 5 =  8.

Искомое число равно 1862. Поверка производится непосредственно.

284. Случается иногда, что некоторый услов1я равенства, даваемыя 
выражешемъ задачи, кажутся излишними.

Задача IV. Отецъ разделяешь наследство между своими сыновьями 
такимъ образомъ:онъ даетъ первому сыну сумму а и п-у® часть остатка', 
второму — сумму 2а и п г* часть новаю остатка; третьему — сумму 3а и 

часть новаго остатка, и \т. д. Оказывается, что этимъ способомъ 
наследство разделяется на равныя части. Определить величину наслед
ства, число детей и часть каждаго изъ нихъ.

Означимъ буквою х  величину наследства.
Часть перваго сына равна:

. х  — а х - \- (п  — 1)а а _|-------- или ----- L_v-------!— .
1 п п

Остается для другихъ сыновей:

я _  * + ( *  —Ш  и ,и О — 1) ( х ~  а) 
п  ’ п

Второй сынъ получаетъ сперва 2а.
Остается:

(п  — 1 ) { х  — а) _ (п — \ ) х  — {Ъп — \)а--------—------— — 2а, или --------------- 1-------- —.п п

Часть втораго сына равна:
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п , (п — 1)ж — (Зю —1)а (п — 1) х +  (2п2 — Зп -J- 1) а 
---------------- —2 , или .

17
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По услов1ю задачи части должны быть равны, а потому имеетъ место 
уравнеше:

х +  (п — 1 )а_(п — 1) х -|- (2п2 — Ъ п-\-\)а
п п2 ’

решивъ это уравнеше, найдемъ х =  (п — 1 )2а.
Видимъ, что для определешя величины наследства мы воспользовались 

только частями двухъ первыхъ сыновей. Необходимо вычислить ихъ значешя 
и удостовериться, что оне равны частямъ другихъ сыповей, и эатемъ уже 
определить число сыновей. Часть перваго равна:

х - \- (п — \)а (п — I)2 а (п — 1)о ,1 , или -------------^ ------- -— , или (п — \)а.

Часть втораго:

Q —\)х+{2п2— Ъп +  1)а _ (п— \fa-\-{2n2—Ъп-\-\)а _ (п3—п2)а _  _  j  \а  
П2 п2 п2

Часть третьяго, по условш, равна

3„ +  1 ) « -  За_  х ± ( п - 1 ) а  ^   ̂ '
п п  v

Видимъ, что все части равны (п — 1 )а.
Разделивъ величину наследства на часть каждаго сына, определимъ число 

сыновей. Это число равно (п — 1).
Все услов1я задачи выполнены.

285. Употреблеш е вспомогательныхъ неизв'Ьстныхъ. Если вы
ражеше задачи не позволяетъ легко усмотреть соотношешй, связываю- 
щихъ дапеыя и результатъ, то приб'Ъгаютъ иногда къ вспомогатель
нымъ неизвгъстнымъ, которыя затЬмъ исключаются изъ уравненШ, ихъ 
содержагцихъ. Вотъ прим^ръ, взятый изъ аривметики Ньютона.

Задача У. На лугъ, поверхность котораго равна а, выгоняется п бы- 
ковъ; вся трава, росшая на этомъ лут и выроставгиая на немг равно
мерно, съгъдается быками впродолженш t дней. На другой лугъ, поверхность 
котораго равна а\ выгоняется п' быковъ. Вся трава, росшая на немъ и 
выроставгиая равномгьрно, погъдается въ V дней. Узнать, сколько нужно вы
гнать быковъ на третгй лугъ, поверхность котораго равна а, для того, 
чтобы вся трава, росшая на немъ и равномгьрно выроставшая, была съгъдена 
въ 9 дней.

Положимъ, что до выгона быковъ трава на всехъ лугахъ была одинако
вой высоты. Об08начимъ эту высоту буквою у. Положимъ, что дневной при
роста травы одинаковъ для всехъ луговъ; означимъ его буквою г. Буквы 
у и z суть вспомогательный переменныя. Назовемъ буквою (х  число быковъ, 
выгнанныхъ на трепй лугъ.

Такъ какъ высота травы на первомъ луге увеличивается въ росте въ 
одинъ день на гу то полное ея приращеше въ t дней будетъ tz, и къ концу 
этого времени высота травы будетъ равна у  +  tz. Полный объемъ этой травы



УРАВНЕНШ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 259

равенъ а(у +  tz). Это количество съедается п  быками въ t дней; отсюда 
-следуетъ, что одинъ быкъ, въ одинъ день, съедаетъ такое количество травы, 
.которое выражается формулою:

а(у +  tz)
nt

Очевидно, что количества травы, съЬдаемыя однимъ быкомъ въ одинъ 
день, на второмъ и третьемъ лугахъ, соответственно суть:

а'{у +  tz) а(у +  <iz) 
n't' ’ хЧ ’

Эти количества должны быть равны, а нотому имеютъ место уравнешя:

а(у +  tz) _  a '(y+ t'z) _  а р  +  4z) 
nt n’t’ Чх

Выводимъ сперва взъ уравнешя перваго букву у въ функцт отъ z и 
«аходимъ:

_(ап' — g’n )tfz
У ~~ a'nt — an't'

Заменивъ букву у этимъ значен1емъ во второмъ уравненш, получимъ

a(y +  tz) _  а'(у +  <iz) 
nt Чх ’

уничтожимъ z и найдемъ:

a [an't'(4 — t) -f- a!nt(t' — 0)| 

аа'ЦГ — t) '

Ньютонъ даетъ следующее прпложеше:

а — Ц  десятины, t =  4 неделямъ, и =  12 быкамъ,
а' =  10 t '=  9 ri — 21
а = 2 4  9 = 1 8  ж = 3 6 .

§ II. ИзслЬдоваше.

286. Изсл'Ьдоваше рЬш еш я. Решивъ систему уравнешй, состав- 
ленныхъ по услов1ямъ вопроса, мы получимъ pimeHia, удовлетворяющая 
уравнешямъ. Р е ш е т я  эти не всегда согласуются съ предложенной 
задачею. Можетъ случиться въ самомъ д^лй, что некоторый услов1я, 
налагаемыя на неизвестный природою вопроса и не могушдя быть

17*
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выраженными уравнешями, д’Ьлаютъ задачу невозможною,. Изучить, 
причины невозможности, значитъ изсмьдоватъ рЪшеше.

Если данныя задачи изображены буквами, и, следовательно, зна* 
чешя неизвестныхъ выражены формулами, то задача будетъ возможна 
только тогда, когда данныя заключены въ изв'Ьстныхъ границахъ. 
Определить границы, вне которыхъ задача невозможна, значитъ 
изслгьдовать р^шеше.

И наконецъ, изучить все замечательный обстоятельства, представ - 
ляемыя формулами, въ границахъ, опредЪленныхъ изследовашемъ, зна
читъ изслгьдовать реш ете.

Дадимъ нисколько примеровъ.
Задача VI. Въ обществгъ, состоящемъ изъ 10 особъ, сделанъ былъ сборъ 

въ пользу бедныхъ■ каждый мужчина внесъ 6 рублей, каждая женщина дала
4 рубля. Полный сборъ равенъ 45 рублямъ. Определить число мужчинъ и 
число женщинг?

Обозначимъ буквами х  и у  соответственно числа мужчинъ и женщинъ. 
Имеемъ сперва:

х +  у  =  10.

Такъ какъ каждый мужчина далъ по 6 рублей, то х  мужчинъ дали баг,: 
такъ какъ каждая женщина дала но 4 рубля, то у  женщинъ дали 4у\ следо
вательно:

6ж +  4у  —  45.

Решивъ эти уравнешя, найдемъ:

Изсл%дован1е. Это дробное решеше есть единственное, удовлетворяющее 
уравнешямъ, которыя представ ляютъ верный и полный переводъ выражешя 
задачи. Задача, следовательно, не можетъ иметь другаго решешя.

Но природа вопроса требуетъ, чтобы решете представляло систему 
целыхъ чиселъ; такъ какъ наиденныя числа суть числа дробныя, то задача 
невозможна.

Задача VII. Некоторая особа пользуется услугами работника впро- 
должент 13 лгыпнихъ дней и, при расчете, удерживаетъ изъ его жалованья 
въ виде штрафа 22 франка. Въ другой разъ эта же особа нанимаешь того же 
работника на 17 зимнихъ дней, платя за каждый день 2 франками менее, 
ч»>мъ за лгьтнш, и при расчете прибавляешь къ жалованью за усерд'хе 28 
франковъ. Каждый разъ работникъ получаетъ одну и ту же сумму. Узнать 
цену летняго дня.

Обозначимъ буквою х  эту цену; цена зимняго дня равна (х  — 2).
Первый разъ работникъ получилъ 13# — 22.
Во второй разъ онъ получилъ 17(х — 2) -f  28.
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Имеемъ уравнеше

17 (ж — 2) +  28 =• 13а; — 22,

решивъ которое, найдемъ х = — 4.
Изсдедоваше. Это отрицательное решете и только оно одно удовле

творяетъ уравнешю; задача, полное выражеше которой изображено уравне- 
шемъ, не можетъ иметь иного решетя. Природа же вопроса требуетъ, чтобы 
рпшенге было положительное; такъ какъ рпшете отрицательное, т о  задача 
невозможна.

Задача VIII. Найти двузначное число, удовлетворяющее слгъдующимъ 
условгямъ:

1°. Учетверенная цифра единицъ превышаетъ на единицу утроенную 
цифру десятковъ;

2°. Разность между числомъ, изображеннымъ цифрами искомаго числа, 
написанными въ обратномъ порядкгь, и искомымъ числомъ равна 36.

Обозвачивъ буквами х и у цифры десятковъ и единицъ, получимъ си
стему уравнешй:

Ивс.тЬдоваше. Это цгьлое и положительное р'Ьшеше есть единственное, 
которое удовлетворяем уравнешямъ. Задача не можетъ иметь, следовательно, 
другаго решешя. Природа же вопроса требуетъ, чтобы искомыя числа были 
менгье 10; такъ какъ они выходятъ за эту границу, то задача невозможна.

Эти примеры достаточно показываютъ, что р'Ьшеше системы урав
нешй можетъ не согласоваться съ задачею, приведенною къ этой си- 
стем^, ибо можетъ случиться, что рЬшеше не выполняете условш, 
налагаемыхъ на неизвЬстныя, условШ, которыя не могутъ фигуриро
вать въ уравнешяхъ въ видЬ формулъ. Изложенное обстоятельство 
представляетъ одно изъ обстоятельствъ, встрЬчаемыхъ при р'Ъшенш 
задачъ. Существуетъ другое обстоятельство бол^е важное: мы хотимъ 
сказать объ отрицателъкыхъ ргьшенгяхъ и ихъ представленш.

§ III. Отрицательныя решешя задачъ первой степени съ однимъ не
известны мъ.

287. Отрицательныя реш етя уравненШ. Отрицательныя числа, 
получаемыя, какъ рЬшешя одного или несколькихъ уравнешй, не тре- 
буютъ никакихъ замЬчашй. Числа эти, будучи подставлены вместо

4 у  — Зх =  1, 
10ж у — 10у — х =  36. }

Решивъ эту систему, найдемъ:

х =  17, у =  13.
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неизв'Ьстныхъ, обращаютъ уравнешя, на основаши соглашешй (19),. 
въ тождества.

Если же решается задача, искомыя которой суть величины и ко
торая приводится къ уравнешямъ, обладающимъ отрицательными рЪ- 
шешями, то казалось бы, что эти отрицательныя решешя, какъ числа,, 
не представляющая никакой величины, служатъ признакомъ невозмож
ности и, следовательно, должны быть отброшены, какъ числа, недо- 
пускаемыя задачею. И это обстоятельство действительно имело бы место, 
если бы, при составленш уравнешй, могли всегда выразить услов1я 
предложенной задачи самымъ общимъ образомъ, распространеннымъ 
на все случаи. Очень часто этого сделать нельзя, и тогда отрица
тельныя решешя могутъ иметь некоторый представленья, которыя 
важно изучить.

Начнемъ съ доказательства следующей теоремы.

288. Теорема. Модуль отрицательнаго реш ет я уравнешя первой 
степени съ однимъ неизвестнымъ есть реш ете новаю уравнешя, ко
торое найдемъ, переменись въ данномъ уравненш знаки у техъ чле
новъ, которые содержать множителемъ неизвестное.

Возьмемъ уравнеше

ах +  Ь =  а'х  +  V [1}

и положимъ, что оно обладаетъ отрицательнымъ решешемъ х  =  — а, 
такъ что имеемъ тождественно:

а(— а)-}-5 =  а' (— а ) - | и л и  — aaJr b =  — а’а-\-Ъ '. [2}

Переменимъ знаки у техъ членовъ уравнешя [1], которые содержать 
неизвестное, т.-е. напишемъ уравнеше

— ах -\~Ъ —  —а'х~\~Ъ'\

для того, чтобы уравнешю этому удовлетворяло число а, необходимо- 
и достаточно, чтобы имело место тождество:

—  я® - j-  Ъ =  — о! Q- -j— Ъ1.

Это же тождество есть тождество [2], которое, по условш, имеетъ 
место, и теорема доказана.

289. Зам£чаше. Мы увидимъ, что очень часто новое уравнеше, о 
которомъ шла речь въ теореме, соответствуетъ задаче, мало отличаю
щейся отъ предложенной, а иногда соответствуетъ и самой предло
женной задаче, только несколько распространенной, т.-е. взятой въ
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болйе общемъ смыслЬ; мы получимъ тогда ргыаенге задачи измененной 
или обобщенной, взявъ за ргъшенге модуль отрицательнаго ргъшенъя, 
найденнаю для неизвестного.

Подобное зам^чаше не можетъ быть развито общимъ образомъ. 
Должно изучить его приложеше въ каждомъ чаетномъ случай, что 
мы и сд£лаемъ въ сл'Ьдующихъ задачахъ.

Задача IX. Два тгъла Ж и N  двигаются по прямой, исходя изъ точекъ 
А и В, лежашихъ другъ отъ друга на разстояти d {А налтьво, В  направо), 
по одному направлению слгьва на право, со скоростями v и v'. Черезъ какой 
промежутокь времени они встретятся?

Обозначимъ буквою х искомое время. Первое тело, скорость котораго 
v, пройдетъ въ это время пространство vx\ второе же, въ то же время, про
бежать пространство v'x. Такъ какъ гбла начинаютъ движете въ одинъ и 
то тъ  же момевтъ и въ начале двпжешя о т с т о я т ь  другъ отъ друга на раз- 
стоянш d, то пространство, пробегаемое тЬломъ А , будетъ более простран
ства, пробегаемаго телоиъ В , на величину <2, т.-е. будетъ иметь место 
уравнеше

Изслпдовате. Если v более у', то значете х  положительное и предста
вляетъ требуемое решеше. Если же v менее v', то решеше отрицательно. 
Для его представлешя заметимъ, что модуль его, на основанш теоремы (288), 
удовлетворяетъ ypaвнeнiю:

Уравнеше это очевидно выражаетъ, что путь, пробегаемый гЬломъ N, 
превышаетъ на величину d путь, пробегаемый теломъ Ж, и услов!е это 
отвечаетъ следующему вопросу:

Два тгъла находятся въ пути неопределенное время; сколько протекло 
времени послп ихъ встргьчи? Ибо, въ этомъ предположена, встреча имела 
место влЬво отъ точки А.

Если, следовательно, мы хотимъ дать задаче это толковаше, то отри
цательное значете х выражаешь время уже протекшее.

Понятно, что, при г> 0 ', тело М, находящееся позади тела N  и двигаю
щееся медленнее его, никогда не встретить его позднее, а уже встретило его 
до разсматриваемой эпохи.

Задача X. Возрасты двухъ особь суть а и Ъ; черезъ какой промежу
токъ времени возрастъ первой особы будетъ вдвое болгъе возраста второй.

Обозначимъ буквою х  искомое время; уравнеше задачи следующее:

vx — х  =  d, [1]
откуда

d
..I •

v 'x — vx =  d. [2]

откуда
а +  х  =  2(Ь + ж), 

х =  а — 2Ъ.

[1]
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Шслгъдованге. Если а > 2 5 , то значеше х положительное и даетъ pime- 
Hie. Если а< 2 Ь , то значеше х  отрицательное. Модуль его удовлетворяетъ 
уравнешю

которое отвечаетъ вопросу:
Сколько времени протекло съ тгьхъ поръ, какъ возрастъ первой особы 

былъ вдвое болгъе̂  возраста второй?
Если цримемъ подобное" толковаше, то отрицательное значенге х выра

зить протекшее время.
Заметимъ, что отношеше |возрастовъ равно Это отношеше, съ тече-

шемъ времени, приближается къ единице. Если оно более 2(а>2&), то 
случится эпоха, когда оно сделается равнымъ 2; это есть случай положи
тельнаго решешя. Наоборотъ, если оно менее 2(а<2Ь), то не случится ни
когда, чтобы оно въ будущемъ сделалось равнымъ -2; пЬть решетя въ этомъ 
смысле. Но если, въ то же самое время, а более Ь, то была эпоха, когда 
это отношеше было равно двумъ; эта эпоха и указывается отрицательнымъ 
решешемъ.

Прибавимъ, что задача не имеетъ решешя, если а менее Ъ. PI самая 
формула х  =  2Ъ — а даетъ для х  значеше, большее Ь, что не можетъ быть 
принято.

Задача XI. На прямой даны двгь точки А  и В\ первая расположена 
влгьво отъ 0 на разстоянш а, вторая вправо на разстоянт Ъ. Определить 
на этой лити третью точку X  такимъ образомъ, чтобы взявъ середину М  
лити ВХ , потомъ треть AM, начиная отъ точки А, мы получили бы 
точку О.

Положимъ, что искомая точка X  помещена вправо отъ точки О. 
Возьмемъ за неизвестную величину раэстояше ОХ, которое обозначимъ 

буквою х. Фигура даетъ:

а — х =  2(Ъ — х), [2]

{ ь — о м -\-  M B
х — О М - М Х .

Такъ какъ В М  — M X, то /

а потому
Л11/Г . Ъ +  х А М = а  -\----£—

По услов1ю
М А =  ЗАО =  За.
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о . Ь+жЗа =  а  -|-----g— , [ 1 ]

откуда
х =  4а — Ь.

ИзслЪдоваше. Если Ъ меи^е 4а, то значеше х  положительно й даетъ 
p-fememe. Если же 4а мен^е Ъ, то значеше х  отрицательно, и его модуль удов
летворяетъ уравнешю:

Ь — х
За =  а  Н -—•. [2 ]

Это уравнеше есть то уравнеше, къ которому пришли бы, предположивъ, 
что точка X  помещена на разстоянш х  влЬво отъ 0, пбо, при этомъ пред- 
иоложеши, легко пашли бы:

ОМ-\- MB, о к„ а Qjj£— Ъ — х A M —а 4- —— ■
\ х — М Х  — ОМ- откУда 2 Л М — а +  2 ,

следовательно,

З а = а + Ц ^ .  - [2]

Отсюда вытекаетъ, что отрицательное значенге х, даваемое уравненгемъ [1], 
должно быть, въ этомъ случае, нанесено въ направлети, противоположномъ 
тому, которое мы приняли во внимаме, составляя уравнеше.

290. ЗазгЬчаше. Не должно думать, что вей отрицательныя р е 
ш етя  представляются также естественно, какъ и предъидупця. Не 
должно также думать вообще, что отрицательное значенге, найден
ное для времени будущаго, выражаетъ время прошедшее; что отри
цательныя длины, которыя нужно нанести на лингю, начиная отъ 
некотораго начала, должны быть отсчитываемы въ сторону, проти
воположную той, которая соответствуетъ положительнымъ значе- 
тямъ. Въ большинства случаевъ действительно это такъ и бываетъ, 
и мы покажемъ сейчасъ, въ чемъ заключается смыслъ этихъ обстоя
тельства

291. Почему прошедшее время должно изображаться отрица
тельными значешями времени. Положимъ, что х  означаетъ время, 
которое должно протечь отъ настоящей эпохи до некотораго собьшя. 
Предположимъ, что уравнеше задачи следующее:

В  +  А х  =  В ' +  А 'х .  [1]
!

Вместо того, чтобы искать промежутокъ времени, протекшаго отъ 
настоящей эпохи, будемъ искать промежутокъ времени, протекшаго

Уравнеше задачи будетъ следующее:
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отъ эпохи, отстоящей на t лЬтъ назадъ. Обозначивъ этотъ промежу- 
токъ буквою #!, получимъ очевидно

x x= t - \ - x ,  откуда х  =  х х — t.

Уравнеше [1] преобразуется въ следующее:

/ B  +  A ^ - ^ ^ B '  +  A ' i x ^ t ) .  [2]

Уравнеше это было бы уравнешемъ задачи, если бы взяли за 
неизвестное x t .

Положимъ, что значеше x lf выведенное изъ этого уравнешя, есть 
хотя число и положительное, но меньшее t и равное, напримеръ, 
t — а. Подставивъ это значеше въ уравнеше [2], получимъ тождество

В  —  Аа =  В ' — А'а,

которое покажетъ, что уравнеше [1] имеетъ решешемъ: х  =  — а.
Отрицательное рпшете х  —  — а уравненш [1] показываетъ, 

слгьдовательно, что событге случилось по прогиествт ( t — %) лгътъ 
отъ эпохи, отстоящей на t луьтъ назадъ отъ настоящей эпохи, или 
что оно случилось за « лгътъ до настоящей эпохи.

292. ЗазгЬчаше. Уравнеше [1] составлено для положительныхъ 
значешй х\ отсюда следуетъ, что уравнеше [2] составлено для значешй 
x v  болыпихъ t, т.-е. для эпохъ, следующихъ за настоящею эпохою. 
Приложивъ это уравнеше къ эпохе прошедшей, мы сделали предпо- 
ложеше, которое, можетъ быть, нельзя будетъ допустить. Иредъ- 
идущее разсуждеше не имеетъ, следоватеаьно, полной общности.

293. Почему должно разсматривать отрицателышя значешя 
разстояшй, какъ значешя разстояшй, нанесенныхъ по направле
нно, обратному принятому направленш. Положимъ, что х  означаетъ 
разстояше, нанесенное на прямую, начиная отъ точки О, въ неко- 
торомъ направленш, напримеръ вправо. Предположимъ, что уравнеше 
задачи таково:

В  +  А х  =  В ' +  А ' х . [1]

Вместо того, чтобы искать разстояше неизвестной точки отъ дан
наго начала О, будемъ искать ея разстояше отъ начала О', лежа- 
щаго влево отъ О на разстояшя d. Получимъ:

=  d "b  x t откуда x  —  x t — d,
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и уравнеше задачи преобразуется въ следующее:

В  -j-  A (x t — d) =  В ’ - |-  А (х х —  d). [2}

Предположимъ, что уравнеше это даетъ для х х хотя и положи
тельное значеше, но меньшее d, которое изобразимъ разностью (d — а); 
для опредЬлешя положешя X  искомой точки должно нанести раз- 
стояше d отъ О' до О и затЬмъ, въ противоположномъ направлен^ 
разстояше а отъ О до X .  Искомая точка расположится вл£во отъ О на 
разстоянш ос отъ этого начала. Подставивъ въ уравнеше [2] вместо
ж, его значеше ( d — а), получимъ тождество:

В  — Аа =  В ' — А'<х,

которое покажетъ, что уравнеше [1] обладаетъ решешемъ х  = — а.
Отрицательное ргьшете х  =  — а, найденное для уравнешя [1], 

означаетъ, слгъдователъно, что искомая точка расположена влгъво отъ 
точки О на разстоянш  а отъ этого начала.

294. ЗазгЬчаше. Предыдущее разсуждеше не обладаетъ полпою 
общностью. И въ самомъ д^лй, оно предполагаетъ, что уравнеше
[2], составленное для точекъ, расположенныхъ вправо отъ точки О, 
прилагается также и къ точкамъ, расположеннымъ вл^во. Обстоятель
ство это не всегда им-Ьетъ м^сто. Дадимъ прим^ръ.

Задача ХП. Желгьзная дорога взимаетъ Ор-,10 за тонну щ и  перевозкгъ 
товаровъ на разстоянш одного километра. За вагонъ въ 2000 киллогр&ммовъ 
платится особо ЗФр - 75. На какое разстоянге могутъ быть перевезены 50 
тоннъ за 3 фр. Обоэначимъ буквою х искомое разстояше; 50 товнъ соответ
ствую™ 25 вагонамъ; особая плата равна, следовательно, 3, 75 • 25. Плата за 
ировозъ равиа (0 , 10 . 50 . х). Уравнеше задачи будетъ следующее:

3, 75 . 25 +  0, 10 . 50 . * =  3; [1]

откуда паходимъ: х  — — 18, 15.

Изслтьдоваше. Это отрицательное решеше не означаетъ здесь ровно ни
чего., И въ самомъ деле, если бы мы разсмотрели его, какъ разстояше, 
лежащее влево отъ точки отправлешя, то уракнеше, дающее разстояше 
вправо отъ точки отправлешя, равное 18,15, показывало бы, что услов1я пере
возки товара влгъво и вправо отъ точки оторавлешя были бы различны, а  
между темъ ясно, что услов1я перевозки остаются те  же, будетъ ли место 
доставки лежать вправо илп влево отъ точки отправлешя. A  prion видно, 
что задача невозможна, ибо уже одна плата за вагоны превышаетъ назна
ченную полную плату за перевозку товара.

•lehto убедиться, что въ этомъ случае разсуждеше (293) ошибочно. И въ 
самомъ деле, положимъ, что 50 товнъ должны быть перевезены вправо. 
Возьмемъ за начало точку 0 , расположенную влево отъ точки отправлев!я
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па разстоянш d. Разстояше х и ско м о й  т о ч к и  отъ этого начала будетъ (ж +  <2), 
такъ что x =  x1 — d. Уравнеше задачи обратится въ следующее:

3, 75. 25 +  0,10 . 50. (xi — d )= 3 . [2]

Если бы это уравнеше (оно составлено для точекъ, расположенныхъ 
вправо отъ точки отправлен!я, ибо оно выведено изъ уравнешя [1]) при. 
лагалось къ точкамъ, расположепныхъ влево, то равсуждеше (293) могло бы 
быть продолжаемо, и значеше х1} положительное, но меньшее d, соответ
ствовало бы действительно точке, расположенной влево. Но уравнеше [2] 
не согласуется со случаемъ перевозки товара влево. Въ этомъ случае, въ 
самомъ деле, пробегаемый путь представляется формулою d — хи и уравнеше 
задачи будетъ следующее:

3,75 . 25 +  0,10 • 50 . (d — xt) =  3.

Оно отличается отъ уравнешя [2].

§ IV. Введете отрицательныхъ чиселъ въ выражеше задачи.

*295. Удобство этого введен1я. Иногда удобно ввести отрица
тельныя числа въ видЬ данныхъ вопроса.

Разсмотримъ снова задачу (289).
Два тгьла Ж  и Ж  двигаются по прямой А А ' въ направлети АА'; Ж 

выходить изъ А  со скоростью v, Ж' въ то же время еыходитъ изъ А' со ско
ростью v'. Черезъ какой промежутокъ времени они встретятся')

Назвавъ буквою х  неизвестный промежутокъ и буквою d разстояше А А \  
получимъ уравнеше (289):

vx — v'x — d.

Мы видели, что уравнеше это дастъ решете задачи и въ томъ случае, когда 
v менЬе v\ если только разсмотримъ отрицательное эначаше х , какъ вначеше 
времени протекшаго.

Для большаго еще обобщешя предположимъ, что тела ве двигаются оба 
вместе въ направленш АА'. Можно разсмотреть следующихъ три различ- 
ныхъ случая.

1°. Тело Ж  двигается вправо, тело М' влево.
Они встретятся между А  и А', пробежавъ соответственно пространства 

vx и v'x.
Уравнеше задачи следующее:

vx +  v'x =  d.

2°. Ж  двигается влево, Ж' вправо. Тела никогда не встретятся. Наэвавъ 
же буквою х  время, протекшее после ихъ встречи между А  и А \  мы най
демъ для путей, пройденныхъ ими до того момента, когда они прШдутъ въ 
А  и А', формулы vx и v'x. Имеемъ:

vx — v’x  =  d.
v
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3°. Положимъ, наконецъ, что оба тЬла двигаются влево. Встреча имеетъ 
место вл^во отъ А , и уравнеше задачи будетъ следующее:

vx — v'x =  d.

Уравнешя, относящаяся къ четыремъ случаямъ, суть:

vx — v'x =  d, когда Ж  и Ж  двигаются вправо; 
vx -f- v’x  =  d, когда М  двигается вправо, Ж  влево; 
vx -j- v'x =  d, когда Ж  двигается влево, Ж  внраво,

причемъ х означаетъ время уже протекшее; 
v'x — vx =  d, когда Ж  и Ж' двигаются влево.

Эти уравнешя приведутся къ одному (что очень удобно), если мы согла
симся означать отрицательными числами (— v), (— V) скорости, направлен
ная влево. Вследств1е такого соглашешя нужно, въ самомъ деле, заменить 
во второмъ изъ уравнешй v' череэъ (—г>'); въ третьемъ, v черезъ (—v)\ въ 
четвертомъ, v черезъ (— v), v' черезъ (— г?'); въ третьемъ уравненш, где не
известное означаетъ время протекшее, нужно заменить х  черезъ (—х).

Все уравнешя приведутся къ одному:

vx — v'x =  d,
такъ что формула

_ _ d _
V —  V1

будетъ относиться ко всемъ случаямъ.

Итакъ, введете отрицательныхъ чиселъ въ виды данныхъ вопроса 
приводить къ одному уравненш всп уравнешя, относящгяся къ раз- 
личнъгмъ случаямъ задачи, при чемъ все случаи решаются, следова
тельно, одною формулою.

§ У. Отрицательныя решешя задачъ первой степени съ двумя неизвестными.

296, До сихъ поръ мы разематривали отрицательныя ptnieaifl, до
ставляемый однимъ уравнешемъ съ однимъ неизв'Ьстнымъ. Случай 
несколькихъ уравнешй даетъ м^ето подобнымъ же замечашямъ.

Теорема. Если система уравненш обладаетъ отрицательными 
ртиенгями для некоторыхъ неизвестныхъ, то модули этихъ ргьшенш 
удовлетворяютъ новой системе, которую найдемъ, измгьнивъ знаки у  
этихъ неизвестныхъ въ данной системгь.

Возьмемъ систему:

ах -\- Ъу =  с, |  
а 'х-\-Ъ 'у — c' . j ' [1]
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Положимъ, что система эта обладаетъ решешями: х  =  а, у —  — (3. 
Будемъ иметь тождественно:

Тождества эти показываютъ, что система решешй: # =  <*, у —  (3 
удовлетворяетъ системе:

отличающейся отъ системы [1] только знаками при членахъ, содер- 
жащихъ букву у.

297. З а и й ч а т е . Новыя уравнешя, которымъ удовлетворяютъ мо
дули отрицательныхъ решешй, соответствуют иногда или задаче, мало 
отличающейся отъ предложенной, или же самой предложенной задаче, 
взятой только въ более общемъ смысле. Мы получимъ тогда решеше 
измененной или обобщенной задачи, если возьмемъ за решеше мо
дули отрицательныхъ значешй, найденныхъ для неизвестныхъ. За- 
мечаше это можетъ быть развито только на частныхъ вопросахъ.

Разсмотримъ, напримеръ, следующую задачу.
■ Задача ХШ. Резервуаръ, емкость котораго v, наполняется, въ про межу- 

токъ времени t, п кранами, вливающими каждый одно и то же количество 
воды, и дождемъ, падающимъ равномгърно на крышу, поверхность которой 
равна s. Другой резервуаръ, емкость котораго v', наполняется, въ промежу
т ок времени t \  п' кранами, подобными предъидухтмъ, и дождемъ, падаюшимъ 
равномерно на крышу s' съ тгъмъ же напряжетемъ, какъ и на крышу s. При 
помощи этихъ данныхъ определить количество воды х, вливаемой каждымъ 
краномъ въ единицу времени, и количество дождя у , падаюгиаю въ каждую" еди
ницу времени на каждую единицу поверхности крыши, п крановъ вольютъ 
во время t количество воды, выражаемое формулою nxt\ дождь доставить во 
время t количество воды, выражаемое формулою syt. Имеемъ уравнеше:

уравнешя [1] и [2J оиределяютъ * и у.
Положимъ теперь, что, решивъ эти уравнешя, мы нашли для х решеше 

положительное я и для у решеше отрицательное — р. Должно заключить (296), 
что значешя # =  а, у — $ удовлетворяютъ систем-fe уравненШ:

ах  — Ъу =  с ,)  
а'х  — Ъ'у —  с \ j

nxt -(- syt =  v. 

Подобнымъ же образомъ получимъ уравнеше:

n'xt' +  s'yt' =  v'\

[1]

[2]

f nxt — syt =  v,
\ n'xt' — s'yt' =  V .
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Уравненш эти соответствуютъ задаче, отличающейся отъ предложенной 
тбмъ, что дождь, наполняюшдй резервуары, долженъ ^быть замененъ причи
ною, уменьшающею количество воды пропорщонально времени и поверхности, 
напримеръ замененъ выпаривашемъ воды.

Если, наоборотъ, мы найдемъ отрицательное значеш е для х  и положи
тельное длд у, то модули этихъ значенш удовлетворять системе уравнешй:

Уравнешя эти соответствуют^ задачЬ, отличающейся отъ предложенной 
тЬмъ, что краны, вливаюпйе воду въ резервуары, должны быть заменены 
равнымъ числомъ причинъ, уменыпающихъ количество воды, напримеръ 
заменены отверстиями, выливающими количество х воды въ единицу времени.

298. ЗамЗшашя. Замечашя, сделанныя (291, 293) относительно 
отрицательныхъ значешй, найденныхъ для времени и для длины, 
прилагаются къ случаямъ, когда уравнешя содержать более одного 
неизв-Ьстнаго.

Прибавимъ, что кроме длины и временъ, существуютъ друпя ве
личины, которыя также могутъ разсматриваться въ двухъ противо- 
положныхъ смыслахъ. Напримеръ, температуры выше и ниже нуля, 
широты (географичесшя и небесныя) северный и южвыя, силы 
притягательныя и отталкивательныя, активъ и  пассивъ купца, суть 
величины, способныя представляться числами положительными или же 
отрицательными.

Заметимъ наконецъ, что не необходимо вводить отрицательныя
числа въ выражеше задачъ; мы можемъ делать эти соглашешя, ноi
можемъ и не делать ихъ.

Если же мы хотимъ обобщить формулы, т.-е. если мы хотимъ 
представить ргьшете задачи единственною формулою для всгъхъ слу- 
чаевъ, то обязаны сдгьлать эти соглашетя. Нужно изобразить измгь- 
ненге смысла измгьненгемъ знака.

299. Решен1я, называемые безконечными. Если формула, даю
щая общее решеше задачи, представляется въ дробной форме, то 
можетъ случиться, что некоторыя щэедположешя, сделанныя относи
тельно буквъ, заключенныхъ въ формуле, уничтожаютъ ея знаме
нателя, не уничтожая числителя. Формула принимаетъ тогда форму

к • 
x = --q . Мы увидимъ, въ общемъ изследованш формулъ (глава V I),

что уравнеше въ этомъ случае невозможно.

syt — nxt — г>, 
s'yt' — n'xt’ =  v'. }

§ VI. Р еш етя  безконечныя или неопределенныя.
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Нельзя того же сказать о задаче, приведшей къ этой форме; 
можно заключить только, что количество, взятое за неизвестное, пе- 
рестаетъ тогда существовать.

Возьмемъ для примера следующей вопросъ.
Задача X IY . Два круга радгусовъ В  и г, не помещенные внутри 

друхъ dpyia, расположены въ одной плоскости. Разстояше ихъ центровъ равно 
<2. Найти точку, въ которой общая внешняя касательная встретишь пря
мую, соединяющую центры.

Обозначимъ буквою х  разстояше, отделяющее искомую точку отъ центра 
иеныпаго изъ круговъ. Соединпвъ каждый центръ съ соответствующею точ
кою касан1я, образуемъ два нодобныхъ треугольника, которые непосредственно 
даютъ пропорщю:

г, ,  d + x В  dr riV1
[1] —  =  7-. "«уда х =  w — . [2]

Изследованге. Пока г остается менее Д  значеше х  положительное, и 
формула позволяетъ построить искомую точку.

Если значеше г приближается къ значешю В, то 8начеше х воврастаетъ, 
ибо его числитель возрастаетъ и знаменатель убываетъ; точка удаляется сле
довательно по лиши центровъ. Разность (JS — г) можетъ быть сделана сколь 
угодно малою, а потому дробь [2 J можетъ быть сделана сколь угодно большою. 
Отсюда следуетъ, что можно взять разность В  — г  столь малою, что точка 
удалится сколь угодно далеко. Наконецъ, въ пределе, когда В  =  г, дробь 
становится болЬе всякой назначенной величины. Точка встречи удаляется 
неопределенно, и две прямыя, не встречаясь более, будутъ параллельны.. 
Видамъ, что въ этомъ случае уравнеше [1 ] принимаетъ невозможную форму:

^ ~ -̂Х =  1 , причемъ формула принимаетъ особенную форму: #  =  Не су

ществуетъ более тогда нп уравнешя, ни формулы, и сама точка встречи не 
существуетъ также.

Но именво въ этомъ результате и заключается решеше задачи.

300. ЗазгЪчаше. Если знаменатель дроби убываетъ, то дробь воз
растаетъ, и она можетъ возрастать неопределенно, если знаменатель 
неопределенно убываетъ. На основанш этого говорятъ иногда, что 
дробь обращается въ безконечность, когда знаменатель становится 
нулемъ, и пишутъ, что она имеетъ значешемъ ж = о о .  Выражете 
это неправильно: дробь, знаменатель которой есть нуль, не представ
ляетъ ничего. Если данныя задачи изменяются такимъ образомъ, что 
знаменатель значешя неизвестная стремится къ нулю, то само не
известное возрастаетъ безпределвно; но если знаменатель действи
тельно нуль, то решеше не существуетъ, и уравнеше невозможно.

301. P tm eH ifl неопред^ленння. Если формула, дающая pemeHie 
задачи, представляется въ дробной форме, то случается, что некоторыя
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предположешя, сд£ланныя относительно буквъ, заключенныхъ въ фор
муле, уничтожаютъ совместно и ея числителя, и ея знаменателя.

Формула эта принимаетъ тогда форму: я  =  -^. Мы увидимъ

(глава VI), что система, дающая эту форму, вообще неопределенна; 
неопределенность эта можетъ быть только кажущеюся.

Дадимъ примеры на эти два случая.

Задача ХУ. Имгьемъ два слитка: первый содержитъ а граммовъ зо
лота и Ъ граммовъ серебра; второй содержитъ а' граммовъ золота и Ъ' 
граммовъ серебра. Сколько нужно взять отъ каждаго слитка дм  того, чтобы 
образовать слитокъ, содержаний а граммовъ золота и р граммовъ серебра? 

Обозначимъ буквами х  и у B i c a ,  которые беремъ отъ каждаго слитка. 
Такъ какъ в£съ (а +  Ъ) содержитъ а граммовъ золота и Ъ граммовъ се-

ребра, то в^съ х , взятый изъ перваго слитка, будетъ содержать— —  золотаа о
Ъоси ——г серебра. а-\- Ь r  г
В^съ г/, взятый изъ втораго слитка, в$сящаго a' -f- Ъ\ будетъ содержать

а'у Ь'у л■? j-. золота и —т—ртт серебра. а' +  Ь' а’-\-Ъ' r  г
Имеемъ систему двухъ уравнен1й:

а 'у  _
-L h> —

[1]

ах а'у _ 1
а +  Ъ +  а' +  Ъ' —

а -j- Ь 1 a' -j- Ъ‘

РЬшивъ эту систему, найдемъ:

_  {а + Ъ)(аЪ'— $а') _  (а! +  Ъ')(а$ — Ъа) 
аЪ' — Ъа' ’ у ~  ab’ - b a '

Изслпдованге. Предположимъ, что =  =

Числители и знаменатели об4ихъ формулъ обратятся въ нули, такъ что:

О 0.
•=о»*=ТГ

Для представлешя этого результата замЪтимъ, что допущенное предполо- 
жен1е влечетъ за собою слЪдств1я:

а' а

[2Jа +  6 а' 4-Ь' з + Р 1
Ъ _  Ь< _  р 

а + Ь ~  а' +  Ь' а + Г  .

Зам^нивъ въ уравнешяхъ [1] коэффнщенты при пеизв4стныхъ ихъ вна-
18



четями — и —7- 0 , выведенными изъ соотношенШ [2], приведемъ ихъ къ '  
® - г  Р а +  Р 

одному и тому же уравненш:

Х + у  =  <* + р. [31

Отсюда вытекаетъ, что система неопределенна (278). Но и сама задача 
неопред^ъленна и предполагаете, следовательно, безчисленное множество ре
шены.

И въ самомъ деле, допущенное предположеше выражаетъ, что отношеше 
количества золота къ количеству серебра одно и то же въ трехъ слиткахъ; * 
отсюда следуетъ, что каковы бы ни были те количества, которыя мы беремъ 
отъ каждаго изъ двухъ иервыхъ слитковъ, оне образуютъ очевидно смесь 
одной н той же пробы. Эти количества должны только поверять уравнеше [3].

Задача XYI. Вычислить площадь трапецт, при заданныхъ основа- 
тяхъ В  и Ь и высоте h, разсматривая эту п.югтдь, какъ разность пло
щадей двухъ треугольниковъ, которые найдемъ, продолжит непараллельный 
стороны до ихъ встречи.

Обозначимъ буквою х искомую площадь и возьмемъ за вспомогательныя 
переменныя высоты у п z обоихъ трегольниковъ.

Долучнмъ уравнеше:
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х =  \  ( Ву  — ь&). L2]

Изъ подоб1я треугольниковъ найдемъ:

у- = 4 -  гаz Ъ

Принявъ во вннмаше, что высота h есть разность высотъ у  и я, получимъ:

у — z =  h. - [3]

Для исключен1я вспомогательныхъ неизвестныхъ заметпмъ, что уравне
т е  [2] даетъ:

у — z _В — Ъ у  — z __В —Ъ
у ~  В  ' z ~  Ъ 5

откуда, при помощи уравнешя [3],

Bh bh
У— В — Ъ' В  — Ъ’

Подставивъ эти значешя въ уравнеше [1], получимъ наконецъ:

h В*-Ъ *  . . .
~2 ' М

Езслгъдоваме. Если Ъ не равно В , то формула эта даетъ для площади 
трапецш вполне определенное значеше. Если же положимъ Ъ =  В , то фор

мула принимаетъ форму -jj, и задача кажется неопределенною.

I
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Неопределенность эта кажущаяся, ибо въ этомъ случай трапещя стано
вится параллелограммомъ, площадь котораго равна Bh. Можно получить это 
выражеше ивъ дроби [4], если, сокративъ ее'на В  — Ь и представивъ въ виде-.

х =  \  (S + S ) ,

. •сд'Ьлаемъ В  =  Ъ. Формула даетъ Bh.

302. Зам'Ьчаше. Видимъ, что если формула, при некоторыхъ 

частныхъ предположешяхъ, принимаетъ форму -jj-, то изъ этого

.нельзя еще заключить, что задача, имеющая эту формулу решешемъ, 
есть задача въ данномъ случае неопределенная. Можетъ случиться, 
что неопределенность эта кажущаяся, происходящая отъ присутств1я 
множителя, общаго обоимъ членамъ дроби и обращающагося въ нуль, 
при допущенныхъ предположешяхъ (это обстоятельство имело место 
въ предъидущемъ примере). Должно, прежде чемъ делать катя 
ни есть предположетя, уничтожить этого общаго множителя и 
затемъ уже, въ упрощенной такимъ образомъ формул/е, сделать пред
положетя.. Получается истинное значеше дроби для этою част- 
наго случая.

Положимъ, что решете задачи привело къ формуле:

_ а3 — 8а2 +  4а — 2
Х а2 -f- За — 4 ’

и пусть н8Следоваше привело насъ къ предположешю а =  1. Оба члена уни

чтожаются, и дробь принимаетъ форму Оба члена делятся на (а — 1) (80).

Выполнивъ это раздЬлеше, найдемъ упрощенную формулу:

а2 — 2а +  2
х — -------п г — 5а +  4 ’

она, при а =  1, принимаетъ значете ж =  —.О

У п р а ж н е н 1 я .

I. Часовая, минутная и секундная стрелки стоять на цифре XII цифер
блата. После какого промежутка времени секундная стрелка будетъ 
разделять на две равныя части уголъ, образуемый двумя другими 
стрелками?

Обозначивъ буквою х протекшее число секундъ, найдемъ:
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П. Три тела двигаются равномерно по одной и той же прямой со скоро
стями v, v\ хГ. Въ начале движешя они находятся на раэстояшяхъ 
а, а ', а" отъ точки 0  этой прямой и ватемъ удаляются отъ этой точки. 
Черезъ какой промежутокъ времени первое тело будетъ находиться

3па разстояши, равномъ -g- разстояшя, отделяющаго два другихъ тела? 

Обозначивъ буквою х  протекшее время, найдемъ:

__2а' 4  За" — 5а
X~ H v  — 2v' — 3 i f 1

если, по нрошествш этого времени, третье тело находится впереди вто- 
раго; и наоборотъ,

_  За' 4 2 а" — 5а 
ov — 3v' — 2гГ'

если, по прошествш этого времени, второе тело паходится впередп 
третьяго.

Обобщить реш ете, предположивъ, что не все три тела движутся въ 
одномъ направлети.

[Д. Данъ прямоугольный параллелепипедъ, ребра котораго суть а, Ъ, с. 
Найти сторону х куба, обладающаго тЬмъ свопствомъ, что отношен1е 
поверхностей двухъ гЬлъ равно отношешю ихъ объемовъ.

тт _ 3аЪсНайдемъ: х — аЪ +  ас Ьс

IV. Найти пропорщю, четыре члена которой превышаютъ па одно и то же 
число четыре числа а, Ъ, с, d.

Обозначивъ буквою х  число, которое нужно прибавить къ каждому 
изъ этихъ четырехъ чиселъ, найдемъ:

Ъс — adX — а  +  d — Ъ — с '

Изследовагь реш ете: 1 ° когда Ъс — ad, 2° когда^а -f- d =  b 4* с.
V. п камней расположены на одной и той же прямой на разстояшяхъ* 

равныхъ d метрамъ. Определить на этой прямой точку X, обладающую 
следующимъ свойствомъ: если перенесемъ последовательно каждый 
камень въ точку X, то сделаемъ путь въ два раза болышй того, какой 
совершили бы, иеренеся все камни на место, занимаемое первымъ 
изъ иихъ.

Предполагается въ обоихъ случаяхъ, что начинаемъ съ перваго 
камня.

Предположивъ, что точка X  лежитъ вне камней и означивъ буквою 
х  разстояше точки X  отъ перваго камня, найдемъ:



/

Обобщал эадачу, т.-е. предполагая, что отношеше путей равно т, 
найдемъ:

(т +  1) п(п — 1) аЛ — -------л -----:-------  И»2 п — 1

Изсл^довать услов1я возможности задачи.
Если решеше отрицательно, то способно ли оно представляться?

VI. Для совершешя некоторой работы въ п дней, представляемой числомъ 
мг, необходимо а мужчинъ или же Ъ женщинъ. Сколько нужно при
соединить женщпнъ къ (а —р) мужчинамъ для того, чтобы въ (п —р) 
дней можно было совершить работу, представляемую числомъ (т +  р)?

Найдемъ:

Т П . Двое часовъ А  и В  бьютъ въ одинъ тотъ же моментъ. Было услышано 
двенадцать ударовъ. Известно, что часы А  отстаютъотъ часовъ В  на 
две секунды; промежутокъ между последовательными ударами часовъ 
А  равенъ тремъ секундамъ и подобный же промежутокъ для часовъ В  
равенъ четыремъ секундамъ. Когда часы бьютъ въ одинъ и тотъ же 
моментъ, ухо слышитъ только одинъ звукъ.

Определить часъ, указываемый часами.
Означпвъ буквою х  часъ или число ударовъ, пробитыхъ каждыми 

часами, 8амЬтимъ, что число ударовъ, потерянныхъ ухомъ, равно 1 ,

увеличенному на наибольшее целое число, заключенное въ дроби ~Х ̂

отсюда ваключимъ, что ж =  1 1 .

VIII. Найти три числа х, у, z, составляющихъ ариеметическую nporpecciio и 
обладающихъ теми свойствами, что первое относится къ третьему, какъ
5 къ 9, и что сумма трехъ чиселъ равна 63.

Найдемъ: *  =  15, у  =  21, z — 21.

IX. Данъ рядъ

а +  Ь, а р -Н bq, ар2 +  од2, Ьр3 -f- bq3, ар4 -f- bq\ . . .

Требуется определить двухъ множителей * и у, обладающихъ сле- 
дующимъ свойствомъ: каждый членъ ряда долженъ бытъ равенъ предъ- 
идущему члену, умноженному на *  и сложенному съ предъпредъиду- 
щимь, умноженнымъ на у.

Образовавъ третШ п четвертый члены по назначенному закону, 
найдемъ:

х =  p +  q, у =  — pq

н затемъ покажемъ, что множители эти, въ самомъ деле, даютъ все 
члены ряда.

УРАВНЕШ Я ЦЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 277
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a -j- Ъ +  с, ар +  bq-\-cr, a jf -f- bq2 -f- cr2, ар3 +  bq3 +  cr3, . . .

Определить три числа х, у, г, обладающпхъ слйдующимъ свойствомъ: 
каждый членъ этого ряда равенъ сумме трехъ предъидущихъ, умно- 
женныхъ соответственно на ж, у , z.

Найдемъ: х = р - \-  q - \-r ,y  =  —p q — pr — qr, z = pqr.

XI. НсЬздъ Т, скорость котораго равна г>, отправляется после поезда Т  
скорость котораго есть v1. Замедлеше вычислено такимъ образомъ, что 
оба поезда приходятъ въ одно и то же время въ место назначешя.

2
Поездъ Т \  сделавъ у  пути, нринужденъ былъ на половину уменьшить

скорость; вследств1е этого встреча произошла за а лье до места. Найти 
полную длину переезда.

V1
Найдемъ: х  =  6а  —  За. —.

X. Данъ рядъ

ХП. J ., для совершешя некоторой работы, употребляетъ въ m разъ более 
времени, чемъ В  а С вместе; В  употребляетъ въ п разъ более вре
мени, чемъ А  и С\ С употребляетъ въ р разъ более, чемъ А  п В. 
Найти соотношеше между т, п и р.

Найдемъ: — —г -\------ г- 4--------- =  1.т + 1 я + 1 р + 1

Х Ш . Даны точки А , В, С, D, , расположенныя на прямой .линш и на
ходящаяся на разстояшяхъ а, 6 , с, d, . . .  отъ точки 0 этой прямой. 
Найти, па этой прямой, такую точку X , чтобы ея .разстояше х  отъ- 
какой ни есть точки Ж  данной прямой было среднимъ изъ разстояшй 
точекъ А , Д  О, Д  . . .  отъ точки Ж. Показать, что, при помощи при- 
личныхъ соглашений, можно решить вадачи одною формулою, каковы 
бы ни были положен1я точекъ А, В, С, Д -----вправо или влево отъ О.

, ,  a-f-b-j-c-j-rf-j- ..* .
Формула будетъ: х =  — 1----- 1— ----------------»

где п чпсло разсматриваемыхъ точекъ. Опа независитъ отъ положешя 
точки Ж

Х1У. Катеты двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ направлены по однимъ 
и темъ же прямымъ.

Требуется опустить изъ точки встречи гипотенузъ перпендикуляры 
на катеты, вычислить ихъ длины и ивследовать различные случаи, ко
торые могутъ представиться.
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Назовемъ: катеты перваго треугольника буквами а и ft и соотвЬт- 
ствуюпЦе катеты втораго буквами а' и ft'.

Означивъ буквою х параллель сторовамъ а и а' и буквою у парал
лель сторонамъ Ъ и Ъ\ найдемъ:

_  аа'(Ъ'— ft) _ЪЪ'(аг—а')
Х аЪ'— Ъа' 1 У аЪ’— Ъа' *



Г Л А В А  Ш Е С Т А Я .

Излйдоваше общихъ формулъ р$ш етй системъ урав- 
нешй первой степени съ однимъ, д в у м я  и  тремя не

известными.— Соединешя. — Определители.

'  § I. Изследоваше общей формулы piineuia уравнешя первой степени съ
однимъ неизвестнымъ.

303. Общал формула. Уравнеше первой степени съ однимъ не
известны мъ можетъ заключать только два рода членовъ: члены, со
держащее неизвестное, и члены, его не содержание. Соединивъ въ 
каждой части уравнешя подобные члены, получимъ следующую общую 
форму уравнешя:

ах +  Ь —  а 'х Ъ1. (1)

Мы будемъ предполагать, что ни одинъ изъ коэффищентовъ: 
а, а х, Ь} bt не равенъ безконечности.

Уравнеше (1) равносильно следующему:

(а —  at)x =  Ъ1 —  Ь.

Обозначнвъ разности (а — бц) и (Ьг — Ъ) соответственно буквами 
e n d , приведемъ уравнеше (1) къ форме:

сх =  d.

304. Теорема I. Если въ уравненш:

сх =  d (1)
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коэффищентъ с не равенъ нулю, то уравнеше имгъетъ одно и только 
одно конечное pvmenie.

И въ самомъ д^лй, умноживъ об^ части нашего уравнешя на

множителя — , получимъ эквивалентное уравнеше (245)

d
*  =  — > (2)

которое имеетъ одно и только одно рйшеше: — .

305. Теорема И . Если въ уравнент

сх =  d (1)

коэффищентъ с равенъ нулю, то уравнеше или не имгъетъ ни одного 
ргыиешя, т.-е. невозможно, или представляетъ изъ себя тождество.

И въ самомъ дЬле, уравнеше наше можетъ быть написано въ 
такомъ вид^:

О . х  =  d. (2)

Разсмотримъ следующее два случая.
1°. Коэффищентъ d пе =  0, тогда уравнеше, им^я видъ:

О . х  =  не О,

показываетъ, что оно не обладаетъ никакимъ pimeHieMb.
2°. Коэффищентъ d =  0, тогда уравнеше обращается въ тождество:

О . х  =  О,

имеющее м^сто при всякомъ значенш буквы х. Теорема доказана.

306. Зам 'Ь ча^я . 1°. Мы видели, что уравнеше сх =  d въ случай с, 
не равнаго нулю, имЬетъ одно ptm eHie, даваемое формулою:

с
Х =  1 Г '

Если условимся прилагать эту формулу и въ случай (2 =  0, то 
получимъ следующее стмволы:

х  =  . . . въ случай невозможности,

Ох  =  -q . . . въ случаЬ тождества.
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сх —  d

коэффищентъ с стремится къ нулю; тогда, съ одной стороны, форма 
уравнешя будетъ стремиться къ предельной форме:

О . х  —  d\

съ другой стороны, корень этого уравнешя х  =  у  будетъ неопре

деленно возрастать, или, какъ говорятъ условно, будетъ стремиться 
къ безконечности. Итакъ, следовательно, если уравненге О . х  —  d 
мы будемъ разсматриватъ, какъ предельную форму уравнешя сх =  d, 
въ которомъ с стремится къ нулю, то корень этого уравнешя равенъ 
безконечности, и не какой нибудь безконечности, а безконечности, къ

которой стремится именно дробь при неопредчъленномъ убывати с.

ч 3°. Положимъ, что въ уравненш:

сх =  d

каждый изъ коэффищентовъ e n d  стремится къ нулю; тогда, съ 
одной стороны, форма уравнешя будетъ стремиться къ предельной 
форме:

О . х  =  0;

съ другой стороны корень этого уравнешя х  =  — будетъ стремиться

къ тому или другому пределу: все будетъ зависить отъ техъ зако- 
новъ изменешй, по которымъ c u d  стремятся къ нулю. Если, на
примеръ, число d, при своемъ стремлеши къ нулю, будетъ постоянно 
оставаться более с въ два раза, то корень нашего уравнешя будетъ 
постоянно равенъ двумъ; если, напримеръ, числа с и d имеютъ со
ответственно формы:

4  -  3 - i + ( i Y ,

где п  неопределенно возрастаетъ, то корень нашего уравнешя, имея

форму: 3 -j— , будетъ стремится къ 3.

Итакъ, следовательно, если уравнеше 0 . х  —  0  разсматриватъ 
какъ предгъльную форму уравнешя сх =  d, въ которомъ коэффищенты 
c u d  стремятся къ нулю, то корень этого уравнешя равенъ тому

2°. Положимъ, что въ уравнешй
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пределу, къ которому стремится дробь , при чемъ предгьлъ этотъ

зависитъ отъ техъ законовъ изменент, по которымъ c u d  стре
мятся къ нулю.

§ И. ИзслТ.доваше задачи о курьерахъ.

307. Задача. Решимъ задачу, изсл^доваше которой резюмируетъ 
все то, что было сказано выше; мы найдемъ здесь замечательное прило- 
жеше теорш отрицательныхъ количествъ; мы встретимъ также раз
личные случаи невозможности и неопределенности, о которыхъ мы 
говорили.

Два курьера двигаются по неопределенной прямой X X ' въ на- 
правленги X X ' со скоростями v и v1; курьеръ М  проходить черезъ 
некоторую точку А  этой линт h часами ранее прохождения курьера 
М ' черезъ некоторую другую точку А '. Разстояше A A ' =  d. Опре
делить точку встречи курьеровъ.

X ------------------------------------------------------------------------------ X '
В" А  В' А' В

/
Искомая точка встречи можетъ лежать или въ Д  вправо отъ А'; 

или въ R ', между А  и А'; или въ В ", влево отъ А. Ея положеше 
зависитъ отъ чиселъ v, v', d, h. Необходимо, следовательно, разли
чить песколько случаевъ.

308. 1-й случай. Положимъ, что v >  v' и й >  vh.
Курьеръ Ж, пробегая v километровъ въ часъ, пробежитъ vh ки- 

лометровъ въ h часовъ; отсюда следуетъ, что въ тотъ моментъ, когда 
М ' прибудетъ въ А ', курьеръ М  будетъ находиться на разстоянш 
vh отъ точки А . Услов1е d >  vh показываетъ, что въ этотъ моментъ 
М  не прибудетъ еще въ А'; онъ будетъ позади М ' и присоединится 
къ нему вправо отъ А ', ибо v >  v'.

Обозначимъ точку встречи буквою R. Возьмемъ за неизвестное 
разстояше A 'R  — x. Курьеръ Ж  пробегаетъ разстояше A R  — d - \-x

въ промежутокъ ; курьеръ М ' пробегаетъ разстояше А 'Л  =  х

въ промежутокъ . По условш задачи М  отправляется изъ А  позднее 

отправлешя М ' изъ А ' на h часовъ; отсюда следуетъ, что М  тра-
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титъ h часами более, чемъ курьеръ Ж ', для того, чтобы прибыть въ 
точку В . Имеемъ уравнеше:

v v1 L J

Решивъ это уравнеше (перенесемъ все неизвестные члены во вто
рую часть, чтобы не разсматривать отрицательныхъ чиселъ}, получимъ:

*  =  [«]'

309. 2-й случай. Положимъ, что v <  v', d <  vh. Въ этомъ случай 
курьеръ Ж  уже пройдетъ точку А ' въ тотъ моментъ, когда курьеръ 
Ж ' прибудетъ въ эту точку, ибо vh >  d. Курьеръ Ж  будетъ нахо
диться тогда впереди курьера Ж ' и, идя медленнее курьера Ж ', 
ибо v < v ’, присоединится къ нему вправо отъ точки А '. Точка 
встречи лежитъ, следовательно, какъ и въ предъидущемъ случай, въ 
области А 'Х '.  Уравнеше задачи остается тймъ же [1]. Но здесь,( 
решая уравнеше и желая избежать отрицательныхъ чиселъ, перено- 
симъ все известные члены въ правую часть и находимъ:

[И

310. 3-й случай. Положимъ, что v > v ' ,  d < v h .  Въ этомъ случае 
курьеръ Ж, въ моментъ перехода Ж ' черезъ А \  уже перешелъ че
резъ А '. Онъ находится впереди Ж ' и, идя быстрее Ж ', соеди
нялся съ нимъ влево отъ А ' въ эпоху, предшествующую разсматри- 
ваемой. Здесь могутъ иметь место два случая: точка встречи ле
житъ въ В ' между А  и А 1, или она лежитъ въ R "  влево отъ точки А .

Положимъ сперва, что точка лежитъ въ В ', и обозначимъ бук> 
вою х  разстояше A 'R '\  разстояше А В ' будетъ равно (d — х). Для 
составлешя уравнешя задачи заметимъ, что курьеръ Ж  можетъ быть 
разсматриваемъ, какъ выходяпцй въ некоторый моментъ изъ точки А

Cl ■ QQ
и пробегаюпцй пространство А В ' въ промежутокъ — -— ; въ конце 

этого промежутка онъ встретить курьера Ж ', который, выйдя изъ В ’,
00 ттпробежитъ пространство Л ’А 1 въ новый промежутокъ — . Итакъ, съ

того момента, какъ Ж  вышелъ изъ А ,  до того момента, какъ Ж '
d • ос осприбылъ въ А 1, протечетъ времени — -------1— — . Уравнеше будетъ

следующее:

d_-z x < ^  =  h '
V 1 V
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Предположимъ теперь, что точка встречи лежитъ въ JR". Обо
значимъ буквою х  разстояше А 'В " ;  разстояше A R "  будетъ (х — d). 
Можно предположить здесь, что оба курьера отправляются изъ точки

R "\  курьеръ Ж  нриходитъ въ А  по истеченш промежутка

курьеръ же М ' приходитъ въ А ' по истеченш промежутка По- 

услов1ю задачи получимъ ypaBHeHie:

х х — d , г ,
— ------Ъ~ =  Ь- [3]

Легко видеть, что уравнешя [2] и [3] тождественны, хотя и по
лучены разсуждешями различными. И въ самомъ деле, отд^ливъ

члены ~  и мы получимъ оба уравнешя въ виде:

_d_____ х_ | _х___,
v  V1 ~~

Итакъ, если точка встречи лежитъ влево отъ А \  то ея поло- 
жеше, каково бы оно ни было, определяется уравнешемъ [2].

Решая ypaBHeHie (оставляемъ неизвестные члены въ левой части), 
найдемъ:

м

811. 4-й случай. Положимъ, что v < v ' ,  d > v h .  Въ этомъ случае 
курьеръ М  не достигнетъ еще А \  когда М ' прибудетъ въ А \  ибо 
vh <  d. Курьеръ Ж  будетъ находиться тогда позади курьера М ' . 
Принявъ во внимаше, что v <  v \  заключимъ, что встреча должна 
произойти влево отъ А '. Уравнен1е задачи есть опять ypaB H eH ie [2]. 
Только здесь мы переносимъ неизвестные члены во вторую часть и 
находимъ формулу:

312. И зсл,Ьдован1е. YpaBHeHie [1] и формулы [а] и [Р] соответ
ствую т случаю, когда точка встречи лежитъ вправо отъ точки А '.

Формулы [а] и [(3] не различаются другъ отъ друга, если при- 
мемъ во внимаше соглашешя, сделанныя нами относительно действ^ 
надъ отрицательными числами (44), ибо и числители ихъ и знаме
натели отличаются соответственно другъ отъ друга только знаками.
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Можно, следовательно, отбросить формулу [Р] и разсмотрйть, для 
двухъ первыхъ случаевъ, только формулу [а].

Уравнеше [2J и формулы [6] и [у] прилагаются къ случаю, когда 
точка встречи лежитъ влево отъ точки А '.

Опять формулы эти, при нашихъ соглашешяхъ (44), тождест
венны. Можно, следовательно, довольствоваться формулою [т] для 
двухъ последнихъ случаевъ.

Съ другой стороны, уравнеше [2] отличается отъ уравнешя [1] 
только знакомъ при х; формулы же [о] и [?], обладая равными зна
менателями и имея числителей съ одинаковыми модулями, но съ 
различными знаками, даютъ букве ж, на основаши соглашенШ, зна- 
чешя съ одинаковыми модулями, но съ различными знаками.

Итакъ, уравнеше [1] и формула [а], ею решающая, прилагаются 
ко всемъ четыремъ случаямъ, если только мы согласимся откладывать 
длины, изиеряемыя значетемъ х, въ случае его отрицательности, 
влево отъ точки А '.

313. Частные случаи. Мы предполагали до сихъ поръ, что v ^ . v ' f 
d ^ .v h .  Разсмотримъ теперь случаи, когда неравенства эти преобра
зовываются въ равенства.

1°. Если d =  vh} при чемъ v не равно v'. Формула [а] даетъ: 
х  =  0 , т.-е. разстояше точки встречи отъ точки А ' равно нулю, или 
оба курьера встречаются въ А '. Этотъ результатъ виденъ и a priori; 
и въ самомъ деле, d =  vh, а потому курьеръ Ж  прибываетъ въ А ' 
вместе съ М ',  причемъ точка эта есть единственная точка встречи, 
ибо скорости не равны.

2°. Если v =  г/, при чемъ d не равно vh. Формула [а] даетъ:

_  v ' ( d  —  vh)
Х "  0 *

Форма эта эсть с у м в о л ъ  невозможности.
Должно заключить, что въ этомъ случае курьеры не встречаются 

никогда. Результатъ этотъ можно предвидеть; въ самомъ деле, курьеры 
никогда не будутъ вместе въ точке А , ибо d не равно vh; обладая же 
одинаковою скоростью, они будутъ отделяться всегда однимъ и темъ же 
разстояшемъ.

3°. Если совместно v =  v', d —  vh. Формула [а) даетъ; х  =

Форма эта есть сумволъ неопределенности. Можно думать, что въ 
этомъ случае курьеры все время находятся вместе. Должно это по
верить a priori, что легко сделать. И. въ самомъ деле, они въ одно
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время находятся въ А 'л ибо d =  vh’, обладая же одинаковыми скоро
стями, курьеры не разъедутся никогда.

Итакъ, даже въ тйхъ частныхъ случаяхъ, когда уравнеше и фор
мула перестаютъ существовать, можно дать встреченнымъ сумволамъ 
представлеше, которое и даетъ истинное решеше.

314. Мы не будемъ останавливаться более на изследованш этой 
задачи: путь, которому должно следовать, очевидевъ после всего того, 
что было сказано.

Предоставляемъ читателю сделать друия предположешя: напри- 
меръ, предположимъ, что курьеръ Ж 1 двигается отъ X 1 къ X , или 
что курьеръ Ж  проходитъ черезъ А , h часами послгь прохождешя 
курьера Ж  черезъ А '. Составивъ прямо, для каждаго изъ этихъ пред- 
положенШ, уравнеше и формулу, его решающую, мы найдемъ всегда, 
что уравнеше [1] и формула [а] прилагаются въ этихъ случаяхъ, если 
только условимся разсматривать те  величины, смыслъ которыхъ будетъ 
измененъ какъ величины отрицательныя.

§ III. Ивследоваше общпхъ формулъ решешя системы двухъ уравнешй съ
двумя неизвестными.

315. Разсмотримъ систему двухъ уравнешй 1-й степени съ двумя 
неизвестными,^ приведенную къ виду:

^  |  А О ,  у)  =  ахх  +  Ьху  — & =  О,

1 У) =  а2ж +  Ъ2у  — q2 =  О,

где лЬвыя части уравнешй обозначены, для сокращешя, черезъ

Л(я» У) и У)-

Мы будемъ предполагать, что ни одинъ изъ коэффищентовъ урав
нешй не равенъ безконечности.

Мы знаемъ, что системою р£ш еш й системы (1) называется си
стема такихъ чиселъ: а и {3, которыя, будучи подставлены въ уравне
шя соответственно вместо буквъ х  и у, обратятъ каждое изъ уравне
шй въ тождество, т.-е. дадутъ:

А(«, Р) =  0, £(а, Р) =  0.

Введемъ, для удобства, особаго рода выражеше, называемое опре- 
дгьлителемъ, составленнымъ изъ коеффицъентовъ: ах, Ъх, а 2,1 Ъг при не-
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известныхъ, и равное atb2 —  аф^. Определитель этотъ составляется 
такимъ образомъ: располагаемъ коэффищенты въ виде квадрата:

«1 &|
(Х2 2̂ ’

перемножаемъ ихъ крестъ на крестъ: и агЪх и изъ перваго 
произведешя вычитаемъ второе. Определитель означается такимъ 
образомъ:

Д = «1

2̂
=  а1Ъ2 — а2Ъ1,

316. Теорема I .  Если определитель A =  ai&2— а2Ьи составленный 
изъ коэффицгентовъ при неизвестныхъ системы (1) уравненш, не ра
венъ нулю, то система имеетъ одну и только одну систему р е-  
гиенгй.

Умноживъ уравнешя системы соответственно на Ьг и ( — Ъх) для 
опредЬлешя х  и на (— аг) и (dj) для определешя у и сложивъ их^, 
после умножешя, по частямъ, получимъ:

А . х  =  b2qt — biS2, А . у =  —  a2qt (2)

Эта система (2) имеетъ одно решеше, конечное, ибо & не =  0 (304), 
и именно:

» У (3)

Спрашивается теперь, принадлежитъ ли система (3) решешй си
стеме (1) уравнешй, и не принадлежать ли этой системе уравнешй 
иныя системы решешй? Для ответовъ на эти вопросы заметимъ, что 
система (1) не можетъ иметь системы решешй, отличной отъ системы 
(3), такъ какъ система (1), ири преобразованы ея въ систему (2), не 
могла потерять системъ реш ены, ибо не вводили множителей, рав
ныхъ безконечности (245). Остается, следовательно, показать, что си
стема (3) удовлетворяетъ системе (1); въ этомъ мы убеждаемся непо
средственною подстановкою. Теорема доказана.

317. Зам ^чаш е. Полезно помнить формулы (3) наизусть; оне соста
вляются такимъ образомъ: знаменатель общгй и равенъ определителю, 
образованному изъ коэффицгентовъ при неизвестныхъ системы; для 
получетя каждаго изъ числителей должно въ этомъ определителе
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заменить коэффициенты соответствующим неизвестнаю соответ
ственно известными членами уравненгй, перенесенными въ правыя части.

318. Теорема I I .  Если определитель

А =  ахЬ2 —

равенъ нулю, то система (1) будетъ или несовместна, или неопре
деленна.

Для доказательства теоремы разсмотримъ несколько случаевъ. 
Случай I. Положимъ, что, по крайней мере, одинъ изъ коэффи- 

щентовъ:

» 1̂ > ®2 * 2̂

при неизвестпыхъ системы не равенъ нулю. Назовемъ коэффищентъ, 
неравный нулю, буквою а1г а соответствующее этому коэффищенту 
неизвестное — буквою х, и составимъ следующее тождество:

а2№ ,  у) -  a j 2{x, у) =  -  a2qt +  a,q2. (4)I

Положимъ, во первыхъ, что а2 не равно нулю.
Подставивъ въ тождество (4) вместо буквъ х  и у  какую нибудь 

систему решешй перваго уравнешя пашей системы: я =  а, у  =  {3 (это 
уравнеше имеетъ безчисленное множество системъ решешй, ибо 

не =  0), получимъ равенство:

Р) :== а2Я.1~1“ ®i2a* (О

Если число — a2<l i Jr ai(l 2 не равно нулю, то предъидущее равен
ство даетъ:

— I3) не = 0 ,
или

f 2(a, р )  не =  О,

т.^е. система: (%=а, у= $ )  не обращаетъ левой части f 2(x, у) втораго урав
нешя системы въ тождественный нуль, а следовательно эта система не 
удовлетворяетъ второму уравнешю системы (1); но система: х  —  а, у =  Р 
решешй перваго уравнешя взята произвольно; следовательно, ни
какая система решешй перваго уравнешя не принадлежитъ уравнешю 
второму, т.-е. разематриваелая система уравнен!й несовместна. 

Если же — a 23i +  равно нулю , то равенство (5) даетъ:

®l/a(a»P) О»
19
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откуда, такъ какъ а, не равно нулю, получимъ:

/ > ,  Р) =  0;

этотъ результатъ говорить, что какая ни есть система pimemft s 
перваго уравнешя нашей системы удовлетворяетъ второму уравненш, 
т.-е. разсматриваемая система уравнешй неопред'Ьленна.

Въ этомъ случай тождество (4) преобразовывается въ следующее:

a / i O ,  у) — a j 2{x, у) =  О
и даетъ:

у) =  ~ ‘ fi(x > у)•

Результатъ этотъ показываетъ, что второе уравнеше системы эквива

лентно первому уравнешю, ибо сомножитель — не равенъ ни нулю,ai
ни безконечности.

Положимъ, во вторы хъ, что а2 == 0; тогда изъ услов1я теоремы, 
по которому

А =  ахЪ2 — а 2&! =  О,

имйемъ: Ь2 =  0; уравнеше второе нашей системы перепишется теперь 
такъ:

О . ж +  О . y =  q2.

Если q2 не = 0 ,  то уравнеше это невозможно; если-же q2 =  0, то 
оно представляетъ тождество.

Случай 2. Предположимъ теперь, что каждый изъ коэффищентовъ 
a n blf а2, Ъ2 равенъ нулю; тогда система преобразуется въ следующую:

} 0 . я  +  0 . у =  qlt 
\ 0 . ж +  0 . y —  q2.

Для возможности каждаго изъ уравнешй этой системы необходимо, 
чтобы qt =  0, q2 —  0, и тогда система преобразовывается въ систему 
тождествъ:

( 0 . х  -}- 0 . у =  О,
( 0 . х  +  0 . у  =  0.

Итакъ, следовательно, наша система, при услоиш:

aj)2 — — О,
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или несовместна или неопределенна. Она несовместна, когда axq2 — a2qx 
яе  = 0 , и неопределенна, когда ayq2— a 2g1 = 0 .  Теорема доказана.

319. ЗаитЬчаше I. Нужно заметить, что неопределенность нашей 
•системы можетъ быть троякаго рода:

Во первы хъ , неопределенность, когда одно уравнеше равносильно 
другому; это бываетъ тогда, когда, при ах н е = 0, а 3 не = 0 , и 
тогда каждая система решешй одного уравнешя принадлежитъ дру
гому и наоборотъ, причемъ каждая система решешй получается 
такимъ образомъ: одно изъ уравнешй, напримеръ первое, решаемъ 
•относительно х  и въ формулу для х:

яодставляемъ, вместо у , любыя значешя:

Ун Ун Уз> • • • » Уп> • • • > 

эти подстановки дадутъ соответствуюшдя значешя для х:

5 ^21 Я'З* • • • » Хпу • • . ,

и системы pemeHift нашей системы уравнешй будутъ таковы:

х  =  х Уу у =  у 1\ х  —  х 2, у  —  у2\ . . . ; Х  —  Х п , У =  У п\ . . .

Во вторыхъ, неопределенность, когда одно изъ уравнешй есть 
тождество; этому уравнешю, которое, въ сущности, перестаетъ быть 
уравнешемъ, удовлетворяетъ, при данномъ значенш для у , всякое зна
чеше для х , между темъ какъ другому уравнешю удовлетворяетъ, при 
данномъ значенш неизвестнаго у , только определенное значеше для х.

В ъ третьнхъ, неопределенность, когда каждое изъ уравнегпй 
обращается въ тождество.

320. ЗазтЬчаше I I .  Заметимъ, что, при условш a f i2— «2Ь , = 0 , равен
ство a 1q2 — a2qx = 0  влечетъ за собою и такое равенство: bxq2—b2qx= 0 . 
Мы можемъ предположить, что пи одинъ изъ коэффищентовъ: а2, Ъ2, 
не равенъ нулю (ибо, еслибы, напримеръ, а2 =  0 , но не =  0 , тогда 
Ь2 =  О, q2 —  О, и равенство 2 — b2qi =  0 поверялось бы само 
по себе; еслибы, чнапримеръ, 52 =  0 , то или =  0, или а2 = 0 \ въ 
первомъ случае равенство byq2 — b2qt =  0 поверяется, а во второмъ 
получаемъ Ъ2 —  0, и опять равенство поверяется, и т. п.).

Предположивъ это, изъ равенствъ:

a fi-2 —  a2by =  О, а^ 2 —  o2?i =  0 *
19*
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получимъ: •

% =  Т  =  Ъ  т-'е- *Й1 =  0-

321. Случай системы уравнешй, одиородпыхъ относительна 
неизвестныхъ. Разсмотримъ следующую систему уравнешй:

I а1х  +  Ь1у  =  0 ,
{ а2х  +  Ь2у  О,

однородныхъ относительно неизвестныхъ.
Если ахЪ2— а2Ъх не =  0, то система эта имеетъ одну и только 

одну систему решешй, и непосредственно видно, что эта система такова:

х  =  О, у =  0.

Если-же a j)2 — а2Ъх =  0, то ycioeie неопределенности:

ayq2 — aJb  — О

удовлетворяется само по себе.
Итакъ, система двухъ уравненш первой степени съ двумя неиз

вестными, однородныхъ относительно неизвестныхъ, имеетъ или одну 
систему ргьшенш: х  =  0 , у  —  0 , или безчислснное множество система

§ III. Иэследоваше общихъ формулъ p-femeaia системы трехъ уравнешй 
первой системы съ тремя неизвестными.

322. Разсмотримъ систему трехъ уравнешй первой степени съ 
тремя неизвестными:

[ № ,  у, г) =  atx  +  Ъ$  +  схг —  & =  0,

(I) ] fz(%, У, я) = : а2х - \-Ъ 2у  +  с2г — q2 — О,

\ № .  У, ^) =  a 3x - \ - h 3y -{ -c 30 —  q3 =  O,

где левыя части обозначены для сокращешя черезъ

f iО , у, z), f 2(x, у, е) и f z{x, у, г).

Мы будемъ предполагать, что ни одинъ изъ коэффищентовъ урав
нешй не равенъ безконечности. Мы знаемъ, что системою ретеш й
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системы ( 1 ) называется система такихъ чиселъ: а, (3, 7 , которыя, бу
дучи подставлены въ уравнешя соответственно вместо буквъ х , у , я, 
обратятъ каждое изъ уравнешй въ тождество, т.-е. дадутъ тож
дественно:

/ i ( « ,  Р, Т) =  0 , / 2(« , Р, Т ) = 0 ,  f 3(« , Р, т ) =  0.

323. Введемъ, для удобства, особаго рода выражете, называемое
опредгълителемъ, составленнымъ изъ коэффищентоеъ: а х, Ъ1} сл, а 2, 62, 
<4 » &з. с3, .и  равное:

А ---  CL̂1)2 ^ 3  | |“

Определитель этотъ означается такимъ образомъ:

Л —  Я 2 ^2 ^2

I 63 3̂

и составляется такъ: пишемъ оиределителя и рядомъ съ нимъ два 
первыхъ столбца:

av Ьг 
0/̂  2̂ 
л3 Ъ3 .

проводимъ три параллельныя д1агонали: алЪ̂ сй, bLc2a s, сха2Ьй и бе
ремъ эти произведешя съ плюсомъ, проводимъ три параллельныхъ 
д1агонали: схЪ2айу ахс2Ъ2, Ьха ,̂сй и беремъ эти произведения съ мину- 
сомъ и составляемъ многочленъ Д.

Определитель Д можетъ быть цредставленъ, между прочимъ, въ 
-следующихъ трехъ видахъ:

Д —  d 1(&2 6,3 с2 Ь3) —I-  &2(с 1^3 ^1^3) “4 ” ®з(^1^2 ^1^2)»

, ^  ^ i ( ^ 2®3 <22Cj ) I 6 2(№j C3 Cj£t3) j b 3(C j(l2 ®iC2)  *

Д =  c^a j)  3 — 62a 3) -j- — « А ) +  cs(« A  — »a^i)-

Обозвачивъ, для сокрагцешя,

|  A. j “-  62Cg В j —  CoCl j Ct2^3 > —"" ®2^3 ^2®3 >

^ 2 )  I ^42 ^1^ 3 b y C j ,  В 2 -—  й ^ С з C j d j ,  C 2 b ] ( x 3 & i b 3 >

1, ^.3 — 6 ĉ2 Cj&2, J5g — Cjd2 o^c2, C3 ^ 1̂ 2 >

ax &! Сц 

<Z2 62 C2 

a , 6. с
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получимъ:

(3) А — а1А 1 | а2А 2 I а3А 3— Ъ^Ву—(-Ь2В 2—(— Ь3В 3-— с1С1 ~\~с2С2 \~с3С3*

Непосредственно можемъ убедиться въ следующихъ свойствахъ 
определителя А:

1) Определитель не изменяетъ своего значешя, если столбцы де
лаются строчками и строчки — столбцами.

изъ которыхъ каждое представляетъ собою определителя А, въ ко
торомъ только каждый изъ столбцовъ заменяется последовательно» 
столбцомъ, элементы котораго суть: qlt q2, qi .

Въ дальнейшемъ будемъ предполагать, что ни одинъ изъ коэффи- 
щентовъ нашей системы (I) не равенъ нулю, и исключимъ изъ раз
смотрешя каждый изъ случаевъ: 1) а1 =  Ъг =  с1 —  0, q1 не = 0 ; .
2) а 2 =  Ь2 =  с2 =  0, q2 не = 0 ;  3) а3 =  Ъ3 =  с3 =  0, q3 не = 0 ,  и^о- 
въ каждомъ изъ этихъ случаевъ соответствующее уравнеше не имЬетъ 
решешя.

324. Теореиа I. Если определитель А, составленный изъ коэффи- 
щентовъ при неизвестныосъ системы (I), не равенъ нулю, то си
стема (I) имеетъ одну и только одну систему реш енш .

Умноживъ уравнешя системы (I) соответственно на А у, А 2, А 3'> 
сложивъ, после умножешя, по частямъ и приняпъ во внимаше ра
венства (3), (4) и (5), получимъ:

2) Определитель равенъ нулю, если онъ имеетъ два одинаковыхъ. 
столбца или две одинаковыхъ строчки.

Последнее свойство даетъ следуюшдя равенства:

Ъ^А^ +  Ь2А 2 4 “ Ь3А 3 —  с1А Х +  с2А 2 +  с3А3 =  О , 

(4) • а1В 1-\-айВ2-\-а3В я =  с1В 1 +  с2В 2-\-с3В 3 =  0, 
. -J -  а2С2 - f -  а3С3 =  b jC , - г  Ъ2С2 - f -  Ь3С3 =  0 .

Введемъ еще следу вопия выражешя:

?i-^i Н-  “f" Я.г-̂ -34 А2 q ^ B y q 2B 2 q3B 3y
Дз —  ffi^i +  +

Подобнымъ же образомъ, умноживъ уравнешя системы соответ
ственно на B lt В 2 и В 3 для определешя у  и на С1} С2, СЛ для
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опред'Ьлешя г\ сложивъ, после умножешя, по частямъ и принявъ во 
внимае1е равенства (3), (4) и (5),' найдемъ:

Эта система имеетъ одно решеше, конечное, ибо А, по условш, 
не равно нулю, и именно:

Спрашивается теперь, принадлежитъ ли система (III) рЪшешй 
системе (I) уравнешй, и не принадлежать ли этой системе иныя 
системы р'Ьпгешй? Для ответовъ на эти вопросы замЪтимъ, что си
стема (I) не можетъ иметь системъ рйшешй, отличныхъ отъ си
стемы (III), ибо система (I), при преобразованы ея въ систему (II), 
не могла потерять системъ рйшешй, такъ какъ мы не ввели множи
телей, равныхъ безконечности. Остается, следовательно, показать, что 
система (III) удовлетворяетъ системе (I); въ этомъ мы убеждаемся 
непосредственною подстановкою; покажемъ, напримйръ, что система 
(III) удовлетворяетъ первому уравнешю нашей системы; левая часть 
этого уравнешя обращается, после подстановки, въ следующее вы
ражеше:

2i(-^iai +  В 1Ь1 -}- Схсх) +  #2(А 2% +  B7bi +  С2с,) -f- 0.ъ(Агаг-\- В^>х-\- Сsct)
_  > 

которое тождественно равно нулю, ибо 1

Теорема доказана.

325. ЗамЬчаше. Полезно помнить формулы (III) наизусть; оне 
составляются такимъ образомъ: знаменатель общгй и равенъ определи
телю, составленному изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ системы; 
каждый изъ числителей равенъ определителю, который найдемъ, за- 
менивъ въ знаменателе столбецъ коэффищентовъ соответствующаю 
неизвестнаю столбиомъ элементовъ: qlf  q3, q3-

Итакъ, мы получимъ следующую систему:

(П) Д . s  =  Alt Л - 2/ =  Д2, А . *  =  Д3.

(Ш)
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3 2 6 .'Теорема I I .  Если определитель А равенъ нулю, то си
стема (I) будетъ или несовместна, или неопределенна.

Для доказательства теоремы разсмотримъ несколько случаевъ.

Случай I. Положимъ, что, по крайней мере, одно изъ выра- 
жешй (2), напримеръ выражеше Сг =  ахЬ2—  а2Ъх, не равно нулю. 

Представимъ А въ такомъ виде:

первыхъ двухъ уравнешй нашей системы имеетъ безконечное мно
жество общихъ системъ решешй, ибо определитель:

Эти системы решенш получаются такимъ образомъ: рЪшаемъ си
стему (а) относительно х  и у и въ получаемыхъ для ж и у форму- 
лахъ даемъ букве z  произвольныя значешя; каждое изъ этихъ зна
чешй въ совокупности съ соответствующими значешями буквъ х  и у 
и представить систему решешй системы (а). Возьмемъ произвольную 
систему решешй системы (а):

А — -j- 0 2с2 +  6 '3с3. 

Составимъ тождество:

Система:

(а) / АО, У, *) -  ахх  +  Ьху  +  el0 — ql =  О, 
\  /а(®. У> *) =  +  Ъ,у ~ -c 2z — q„ =  О

'2 1 °Л ^  =  С3 не =  0 .

х  =  а, у =  $, е =  т

и подставимъ ее въ тождество (IV); получимъ равенство:

C3fs(a, Р» т) —  — (^ i2 i  “Г  4~  C3qa). (Ъ)
Если

~Ь 2̂̂ 2 4~ СъЪ не —

то равенство (6) даетъ:

Р, Т) не = 0 ,

или

/ 3(«, Р, 7 ) не = 0 , ибо С8 не равняется безконечности.
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Результатъ этотъ говорить, что взятая нами произвольно система ре- 
шешй первыхъ двухъ уравнешй разсматриваемой системы не удовле
творяетъ третьему уравненш системы, т.-е. разсматриваемая система 
уравнешй представляетъ систему несовместную.

Если же

+  C2q2 -f- Csq3 =  О,

то равенство (&) даетъ:

С/г(а, Р, 7) =  0,
или

/з(а, Р, т) =  0.

ибо С3 не равняется нулю.
Результатъ этотъ говорить, что взятая нами произвольно система 

решешй первыхъ двухъ уравнешй разсматриваемой системы удовле
творяетъ и третьему уравнешю системы, т.-е. разсматриваемая си-

-  стема уравнешй представляетъ систему неопределенную.

Тождество (IV*), въ этомъ случае неопределенности, даетъ:

f30 ,  У, я) =  — д  t\{x , У, *) —  % f*(x > У. *) 

и показываетъ:
1°. Если ни С1} ни С2 не равны нулю, то третье изъ уравнешй 

системы (I) есть слЪдсгае первыхъ двухъ и можетъ заменять любое 
изъ нихъ.

2°. Если одно изъ количествъ: Сх и С3 равно нулю, то третье 
уравнеше соответственно есть следств1е втораго или перваго уравне
шя и можетъ заменять его.

3°. Если оба количества: Сг и С2 равны нулю, то третье урав
нение представить тождество.

Случай 2. Положимъ теперь, что все выражешя (2) равны нулю, 
но, по крайней мере, одинъ изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ, 
напримеръ а1} не равенъ нулю.

Составимъ следующая тождества:

а / ^ х ,  у, z) —  а / 2(х, у, г) =  —  a2qx +  а &  , \  

a3fi(x> У» *) — У, *) =  —  +  ai b  • I
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fi(z> У, 'г) =  ахх  +  Ъху  +  cxz  — q, =  0 (Ъ)

нашей системы. Оно имеетъ безчисленное множество системъ решешй, 
ибо коэффищентъ ах не равенъ нулю. Эти системы получаются такимъ 
< бразомъ: РЪшаемъ уравнеше относительно х  и въ формуле:

х  —  Qi — bdt — W  
«1

даемъ буквамъ у и z  произвольныя системы значешй; каждая такая 
система съ соотв'Ьтствующимъ значешемь для х  и представить си
стему решешй уравнешя (5). '.

Возьмемъ какую нибудь систему: #  =  <*, */ =  Р, 0 =  Т> такъ чт0 
/i(a» Р» т) — 0> и подставимъ ее въ тождества (У); подстановка эта 
даетъ следу юшдя равенства:

Разсмотримъ первое изъ уравнешй:

/ г (а » Р> Т) —  ^2?i —
a t q!

®2 0.2

« /з (а . Р» Г) =  a,q3 — asq1 =  ! °л
I а3 q3

Положимъ, что, по крайней м'Ьр'Ь, одипъ изъ определителей:

а\Я.2 ®2?i> axq3 Яз21 

не равенъ нулю; тогда, по крайней мере, одно изъ равенствъ: 

а / а ( а , Р, Т) =  0, а / , ( а ,  Р, V) =  О. 

или, что то же, одно изъ равенствъ:

Л ( « . Р, т) =  о, Д (« , Р> т) =  о

не будетъ иметь места; это покажетъ, что, по крайней мере, одно изъ 
уравнешй*.

f 2(x, у, г) =  0, f3(x, у , г) — О

несовместно съ уравнешемъ f 1(x) у , г) =  0.
Положимъ теперь, что каждый изъ определителей:

axq2 #2?!* axq3 агqx
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равенъ нулю, тогда получимъ:

«i/aO, Р, Т) =  0, а 1/ 3(®, Р, у) =  О,

или, что то же,

&(«. Р» 7) =  0, / 3(«, Р, т) =  0.

Эти равенства говорятъ, что каждая система решешй уравнешя 
f i ( x ,y ,z )  =  0 представляетъ систему решешй каждаго изъ уравнешй: 
ft(x, у , z) =  0, f3(;r, t/, z) =  О, т.-е. разсматриваемая система уравнешй 
представляетъ систему неопределенную . Тождества (V) даютъ:

f 2(x, у, z) —  ^ f 1(x, у у *),

f t(x, у , гг) =  ^  / х(ж, у , гг)
(У')

и говорятъ: если ни а 2, ни а3 не равны нулю, то каждое изъ 
уравнешй f 2 =  0, f 3 =  0 равносильно уравнешю / ^ = 0 ,  ибо ни одинъ

изъ множителей: ~  не равенъ ни безконечности, ни нулю, и, слй-
ai

довательно, наша система приводится къ одному уравнешю. Если же 
одинъ изъ коэффищентовъ: а 2 и а3 иди оба вмйстЬ, будетъ равенъ 
нулю, тогда будемъ иметь место одно изъ тождествъ:

fzixi Vi z ) =  0 тождественно, 

f 3(x I У) z) =  0 тождественно,

или оба вместе, и тогда, следовательно, одно изъ этихъ -уравнешй 
#нашей системы, второе или третье, или оба вместе, представить 
тождество, а другое будетъ равносильно первому уравнешю.

Случай В. Иредположимъ, наконецъ, что каждый изъ коэффи
щентовъ при неизвестныхъ равенъ нулю; тогда для возможности каж
даго изъ уравнешй необходимо, чтобы: =  0, д  ̂—  О, д3 =  0 , и 
тогда наша система преобразуется въ следующую:

О . ж -{-0 . у  +  0 . z  — 0 =  0,

О . х - \ - 0  . у —j— 0 . z  — 0 =  0,

О - гс — 0 .  ̂—J— 0 . jef —  0 =  0,

т.-е. преобразуется въ систему тождествъ. Теорема доказана.
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327. Случай системы уравнешй, однородныхъ относительно 
неизвестныхъ. Разсмотримъ систему уравнешй:

ахх  4 -  Ьху  +  cxz —  О, 

а2х  -4- Ъ2у 4- c2z  =  О,

. а3х  +  Ь2у  +  c3z =  О,

-однородныхъ относительно неизвестныхъ.
Если определитель Д не раненъ нулю, то система имеетъ одну 

и только одну систему pimeeifi, и она есть: х  =  0 , у =  0, я =  0. 
Если же Д = 0 ,  то система будетъ неопределенна, ибо каждый изъ 
определителей:

G&i +  C2q2 +  Czqz, axq2 a2qx, a ^  —  a.q,

обращается въ нуль, такъ какъ ql = q 2 =  q3 =  0.
Итакъ, система трехъ уравнент первой степени съ тремя не

известными, однородныхъ относительно неизвпстнъгхъ, имеетъ или 
одну систему решенш: # =  0, у =  0, # =  0, или безчисленное мно
жество системъ; для последняго необходимо, чтобы определитель Д 
равнялся нулю.

§ IV. Teopia соединений.

328. ОнредЬлеш я. Соединешями порядка Тс изъ п элементовъ, 
обозначенныхъ буквами: ах, а2, а3, . . . , а„, называются различныя 
группы, которыя можно образовать изъ этихъ п  элементовъ, бравъ въ 
каждую групиу по к элементовъ.

Напримйръ, если данные элементы суть числа, то произведешя 
этихъ чиселъ, въ которыхъ число множителей равно четыремъ, пред
ставать соединешя четвертаго порядка. Если вей элементы каждой 
изъ группъ различны между собою, то соединешя называются соеди- 
ненгями безъ повторенгй; если же въ числе группъ будутъ встречаться 
и таюя, в к о т о р ы х ъ  некоторые элементы, или же все, одинаковы, 
то группы называются соединенгями съ повторенъями. Мы будемъ за
ниматься только соединешями безъ повторешй и будемъ различать 
-три главныхъ вида соединешй:размещетя, сочетатя и перестановки.

329. Р азм е щ ен а . Разсмотримъ п различныхъ элементовъ:
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Возьмемъ последовательно каждый изъ элементовъ и присоединимъ 
къ нему все остальные, не присоединяя его самого. Образуются группы:

d ^ d  2 d ^ d ^  d n — \.d^ d n d j

axa3 d^d^ • • • • • 1̂ 2 dnd2

Q/^dn d ^ d n  d n — 1 d n  d t ld n — l  J

называемый размтценгями 2-го порядка изъ п элементовъ.
Разсмотримъ теперь последовательно каждую изъ группъ 2-го по

рядка и будемъ присоединять къ ней последовательно по одному эле
менту изъ вс^хъ элементовъ, не входящихъ въ разсматриваемую группу. 
Образуются группы:

d ^ d ^ d ^  d-^d^d*^ d n d n — 2 d ±  d n d y\ — \ d ^  *

d-^d^de^ d ^ d ^ d q  • • • • # d n d t i -^ ld t^  d n d n — 1 #2

d ^ d ^ d n  d t d s d7l d n d n — M n — X d n d n  — \ d n — 2 ,

называемыя размгьщенгями 3-го порядка изъ п элементовъ.
Присоединивъ къ каждой изъ группъ 3-го порядка последовательно 

по одному элемепту изъ всехъ элементовъ, не входящихъ въ эту 
группу, образуемъ размещенгя 4-го порядка.

И вообще, образовавъ группы порядка (к — 1) и присоединивъ къ 
каждой изъ нихъ по одному элементу изъ всехъ элементовъ, не вхо
дящихъ въ эту группу, получимъ размгьщенгя порядка к‘г0.

330. Число размещешй. Во многихъ вопросахъ анализа очень 
важно уметь определять число размещешй, не выписывая размещешй. 
Этимъ теперь и займемся. Обозначимъ число размещешй порядка 1с 
изъ п  элементовъ знакоположешемъ: А * . Число размещешй порядка 

{к — 1) изобразится такимъ образомъ: А пк_ х . Каждая изъ группъ 
порядка (к — 1) даетъ столько группъ порядка 1с, сколько элемен
товъ, изъ всехъ данныхъ элементовъ, не входитъ въ эту группу, т.-е. 
даетъ п — ( к — 1) группъ порядка к. Итакъ, число А п будетъ более 

числа въ (п — &-}~1) разъ, т.-е.

А ”= А пк_ 1( п - к + 1).



Сдйлавъ въ этомъ равенстве последовательно &=&,  к — 1,..., 3, 2, 
и принявъ во внимаше, что А ” =  п, получимъ:

Л пк = А лк_1( п - Ъ + 1), 

л 1 - 1 =  А 1-2^п —  к +  2),

А ’з =  А  2 (п —  2),

А ; = А ” ( п - 1),

А ” = п .

Перемноживъ эти равенства по частямъ и раздйливъ потомъ обе 
части полученнаго равенства на произведете:

А п А п А п А п

найдемъ:

А ” =  п (п — 1 ) (п — 2) . . . (п — /г 4 -1 ). [1]

Формула эта показываетъ, что число размгъщетй порядка к изъ п 
элеменшовъ выражается произведетемъ к щьлыхъ множителей, послгьдо- 
вательныхъ, убывающиосъ, причемъ первый множитель равенъ п.

Лримгъръ. Сколько пятизначныхъ чпселъ можно образовать иэъ цифръ: 
1, 2, 3, . . .  9 при томъ условш, чтобы каждое число не заключало одинако- 
выхъ цнфръ? Отв. А \ ■=. 9. 8. 7. 6. 5.

331. Сочеташя. Разсмотримъ п различныхъ элементовъ:

• • • 1 —х, ап• [2]
Црисоединимь къ каждому изъ этихъ элементовъ, начиная съ пер

ваго, все элементы, следующее за иимъ. Образуемъ группы:

аха2 а2а-3 a3ai an_ 2at ,_i an_ 1all
axa3 &0O/4 сЬц_

aLan—2 a2an—1 d-̂ ctn 
UlCtn—1
atan ,

огличаюшдисл другъ отъ друга, по крайней мЬре, однимъ элементомъ 
и называемый сочетаниями втораго порядка изъ п элементовъ.

302 к н и г а  и .
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Присоединивъ къ каждому изъ этихъ сочеташй всЬ элементы ряда
[2], по одному, следующее за последнимъ элементомъ разсматриваемой 
группы, получимъ группы:

Q/]CL§Q/

d̂ Qĵ dn СЬ-уО/̂&п у

называемый сочетатями 3~ю порядка изъ п элементовъ.
Присоединивъ къ каждой группе 3-го иорядка вей элементы ряда

[2], следуюийе за посл'Ьднимъ элементомъ группы, образуемъ сонета- 
нгя 4-ю порядка, и т. д.

332. Число сочеташй. Обозначимъ число сочеташй изъ п эле
ментовъ порядка к с у м в о л о м ъ  С" и опредйлимъ это число.

Число сочеташй порядка к , содержащихъ элементъ av  очевидно 
равно числу сочеташй порядка {к— 1) изъ остальныхъ (п— 1) элементовъ, 
т.-е. равно C"Z\ ; число сочеташй, содержащихъ элементъ а 2, также 

равно и т. д. для каждаго элемента. (Напримеръ, разсмотримъ
четыре элемента: а1г «2, а3, а/, откинемъ элементъ ах и образуемъ со
четашя 1-го порядка изъ оставшихся элементовъ: а 2, а3, а4; получимъ 
сочеташя 2-го порядка: а2а3, a2av  а 3а4; поставимъ въ каждой изъ 
этихъ группъ элементъ на первомъ месте и получимъ вей соче
ташя 3-го порядка, содержащая элементъ а{. аха2а3, а уа2а„  
откинемъ теперь элементъ а2 и сдЬлаемъ сочеташя 2-го порядка изъ 
оставшихся элементовъ: аг, а3, а4; получимъ сочеташя 2-го порядка: 
ауа3, аха„ а 3а4; поставимъ въ каждой изъ этихъ группъ элементъ а 2 
на. такомъ месте, чтобы значки шли, возрастая, и получимъ вей со
четашя 3-го порядка, содержащая элементъ а2: а^а2а3, a1a2av  a2a3a it 
й т. д.).

Выписавъ: веб сочеташя, содержащая букву ах; все сочеташя, со
держания букву а 2; вей сочеташя, содержания букву а3; и т. д., уви- 
димъ, что каждое изъ сочеташй выписано нами к разъ (напримеръ, 
сочеташе а уа2аа находилось бы и въ ряде сочеташй, содержащемъ 
букву и въ ряде сочеташй, содержащемъ букву а 2; и въ ряде 
сочеташй, содержащемъ букву а3).

Принявъ это во внимаше, получимъ следующее равенство:

а п - а а п - 2 а п—1 а п—За п—1а п 

а п - З а п—2а п

Сп =  п С ' г к
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откуда ' '

/Щп _ П р п~ 1
С к ~  к ' * -1

Равенство это даетъ:

С

П—1__ п  — 1 П п~2 
’ ^  *--2  ** - 1  ■ к —  1

f«  - 2  _ п —  2 п п-%
к— 2 к  —  2

СО1

>

r , n - k -\-2_n  —  k + 2  r , n - k + 1
2 2  '  1

Перемножнвъ всЬ эти равенства, принявъ во внимаше, что 

СГ-Н1 =  п - к + 1, 

и сдЬлавъ сокращешя, получимъ формулу:

пП _  п(п — 1 ) ( п  —  2) . . .  (п — к +  1) , оЧ
1 . 2 . 3  . . .  ( к - 1 ) к  * W

Итакъ, число сочетангй порядка к  изъ п элементовъ равно произве- 
денгю к целыхъ чиселъ, последовательных^, убывающихъ, причемъ пер
вый множитель равенъ п, разделенному на произведете всехъ чиселъ 
отъ 1 до к.

333. Зам'Ьчаше I . Предъидущая формула можетъ быть представ
лена въ болЪе удобномъ видЬ. Умноживъ, въ самомъ дЬл'Ь, оба члена 
дроби па произведете 1. 2. 3....... (п  — Л), найдемъ:

г п __  1 . 2 . 3  . . .  (п — к)(п — fc +  l ) Q  —  к +  2)  . . .  п г.-,
1 . 2 . 3  . . .  Л . 1 - 2 . 3  . . .  (п — к) * L J

т.-е. числитель равенъ произведете всЬхъ ц'Ьлыхъ чиселъ отъ 1 до w, 
причемъ знаменатель равенъ произведете всЪхъ ц'Ьлыхъ чиселъ отъ
1 до (п  —  к), умноженному на произведете всЬхъ Ц’Ьлыхъ чиселъ 
отъ 1 до к.

Примерь. Сколько можно провести дорогъ между семью городами? 
Число дорогъ равно числу сочеташй втораго порядка изъ семи эле-

1 . 2 .  3 . 4 . 5 . 6 . 7 .  01 
ментовъ, т.-е. ( Х Т Ж з П Ж ^ 1'
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334. Зам1>чаше I I .  Формула [4 ] остается тою же, если измЗшимъ 
к въ (и  —  к), ибо замена эта изменяетъ только, одно въ другое, про- 
изведешя: 1 . 2 . . . .  к, 1 . 2 . ... ( п —  к) знаменателя.

Итакъ

с ; = с пп_ к ,

т.-е. число сочетанш порядка к равно числу сочетанш порядка (п — к) 
изъ одного и того же числа элементовъ п.

335. З ам ^чаш е Ш . Формула [4 ] даетъ непосредственно:

c;=c;ii+ c ;-\

т.-е. число сочетанш порядка к изъ п элементовъ равно сумме чиселъ 
сочетанш порядковъ: (к — 1)  и к изъ [п — 1) элементовъ.

336. Зам Ьчаш е IV .  Число представляетъ, очевидно, целое 
число. Формула [3 ]  показываетъ, следовательно, что произведенье к по- 
следовательныхъ щьлыхъ чиселъ делится на произведете к первыхъ 
щьлыхъ чиселъ.

337. П ерестановки . Разсмотримъ п различныхъ элементовъ:

J ^ ”2 у « 3  > • • • > dn—1 у dm,

и составимъ изъ нихъ размещешя порядка п. Полученныя группы 
называются перестановками. Каждая изъ нихъ заключаетъ вей эле
менты, такъ что группы отличаются другъ отъ друга только местами 
элементовъ. Напримеръ, изъ четырехъ элементовъ:

а 1, й2, ®з, а 4

можно образовать следующдя 24 перестановки:

6l l^ 2̂ 3̂ 4 > d-^d^d^d^y а 1а3а2а4, d^d^d^Ct 2? d^Ctqd^d^  ̂ d^d^d^d^y 

d^d^d^d^ у  ̂ С̂ 2dgd^d^j d^d^d^d^ ) d^d^d^d^ > d2d^d^d1 ,

d^d^d^d^y d̂ d-̂ d/̂ d̂ ) d^d^d^d^^ d^dyd^dn d^d^d^d^t d^d^ci^di^ 

d/fo^d^d^ у d^d^d^dt^y d/^d^d^d^y d^dyd^d^ ) J dq.d^d^dj'»

338. Ч и с л о  перестановокъ безъ  повторенШ . Изъ предъидущаго 
определешя следуетъ, что число перестановокъ изъ п элементовъ

20
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равно числу размЪщешй изъ п элементовъ порядка и. Обозначивъ 
число этихъ перестановокъ знакоположешемъ: Р п и сдйлавъ, въ фор
м уле [ 1], & =  п, найдемъ:

Р„ =  1 . 2 . 3 . . . п. [5 ]

Итакъ, число перестановокъ изъ п различныхъ элементовъ равно 
произведетю всехъ целыхъ чиселъ отъ 1 до п.

Примгьръ. Сколько существуете трехзначныхъ чиселъ, изображенныхъ циф
рами 5, 7, 9, безъ повторегпя одиой и той же цифры.

Очевидно, что число чиселъ равно числу перестановокъ изъ трехъ элемен
товъ, т.-е. равно 1.2.3 =  6.

*  339. Классы перестановокъ. Разсмотримъ элементы:

& l  1 ^ 2 ?  ^ 3  * • • • 1 d p  ) • • • )  СХгП— l j  & П }

данные для перестановокъ. Возьмемъ какую нибудь перестановку, 
выпишемъ значки у буквъ въ этой перестановка въ томъ порядке, въ 
какомъ они въ пей идутъ, и образуемъ изъ этихъ значковъ сочеташя 
2-го порядка (331); въ нЬкоторыхъ изъ этихъ сочеташй бблышй зна- 
чокъ будетъ находиться влево отъ меныпаго; назовемъ ташя сочета
шя обращенными сочеташями; если число обращенныхъ сочетангй есть 
число четное, включая сюда и нуль, то говорятъ, что разсматриваемая 
перестановка принадлежитъ къ первому классу, въ противоположномъ 
случае перестановка принадлежитъ ко второму классу.

Примерь. Разсмотримъ, напримеръ, перестановку

а3 й/j etc,

изъ четырехъ элементовъ.
Выпишемъ значки:

3, 1, 2, 4 

и образуемъ двойныя сочеташя:

31, 32, 34, 12, 14, 24;

число обращенныхъ сочеташй равно двумъ, следовательно разематри-. 
ва'емая перестановка принадлежитъ къ первому классу.

Возьмемъ еще такую перестановку:
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«образуемъ изъ значковъ двойныя сочеташя:

14, 13, 12, 43, 42, 32.

Зд'Ьсь находятся три обращенпыхъ сочеташя, следовательно раз- 
-сматриваемая перестановка принадлежитъ ко второму классу.

*  340. Теорем а. Если въ данной перестановкгъ перемгъстимъ 
взаимно два значка, то перестановка перемгьнитъ свой классъ.

Для доказательства достаточно показать, что при взаимной пере
становка двухъ значковъ число обращенныхъ сочеташй изменится на 
нечетное число.

Положимъ, что даны дв^ перестановки:

AapB aqC, Аая БаР С ,

'отличаюшдяся только взаимною перестановкою значковъ р  и q, при 
чемъ буквы А, В , С  представляютъ общ1я части у об’Ьихъ перестано- 
вокъ (напримеръ, перестановки: а^а^а^а.а^а^а^ и аэа2а6а^ахаАа3а&а&). 
Очевидно, что достаточно разсмотрЪть только числа обращенныхъ со
четашй, относящихся къ перестановкамъ:

ар Bag, aq ВаР.

(В ъ  предъидущемъ прим^рй эти перестаповки суть: a3a1a1aia6 и 
-а6а7а 1а4а3). Предположимъ, что

р <  q

л  обозначимъ: буквою at —  число указателей въ В , меньшихъ р; буквою 
<з2 —  число указателей, заключенныхъ между р и q, и буквою о3 —  
число указателей, превышающихъ q (въ предъидущемъ прим^рй р  —  3, 
■q s= 6, В —  и^аха̂  ̂ —  1, °2 1» ^)*

Число обращенпыхъ сочеташй въ перестановка aPBaq равно:

° i °з +  число обращенныхъ сочеташй въ перестановке В.

(В ъ  предъидущемъ примере обращенный сочеташя перестановки 
<i3a7axa,.a6 суть: 31, 71, 74, 76).

Число обращенныхъ сочеташй перестановки аяВар равно:

о : о2— 1 -j— 1“ ^з- Ь- число обращенныхъ сочеташй въ перестановке В.

(В ъ  предъидущемъ примере обращенныя сочеташя перестановки 
9 пва7аха3аа суть: 61, 64, 63, 71, 74, 73, 43).

20*
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Разность чиселъ обращенныхъ сочеташй въ перестановкахъ:

ClpJBciq И  C lq ВаР

равна, следовательно, нечетному числу 2оа- } - 1, что и требовалось до
казать.

*  341. Сл'Ьдств1я. 1°. Существуетъ одинаковое число перестановокь 
каждого класса въ ряде всехъ перестановокъ изъ п элементовъ. Ибо 
каждой перестановке изъ п элементовъ соответствуете перестановка, 
выводимая изъ первой взаимною перестановкою значковъ.

2°. Если две перестановки .чогутъ преобразовываться другъ въ 
друга четнымъ числомъ взаимныхъ перестановокъ двухъ значковъ, то 
оне принадлежать къ одному и тому же классу.

3°. Если две перестановки могутъ преобразовываться другъ въ 
друга нечетнымъ числомъ взаимныхъ перестановокъ двухъ значковъ, то 
оне принадлежать къ различнымъ классамъ.

#  § И. Основеыя свойства определителей.

342. О п р ед *леш е . Дано п2 чиселъ:

а I1 а12 а\ . . o f . . а ,п

а2 а22 а28 . . а * . . а2

[ I ] Op dp ар . . а/ . . Ор

an an Оп ап" апп

гд е  верхше значки суть значки, а не показатели. Числа эти, кото
рыя мы будемъ называть элементами, расположены въ п горизонталь- 
ныхъ литяхъ, различающихся другъ отъ друга нижними значками, 
и въ п вертикальныхъ столбцахъ, различающихся другъ отъ друга 
иерхпими значками, такъ что, напримеръ, элементъ агв помещается 
въ г 080* лиши и въ 5‘ово“ъ столбце.

Разсмотримъ произведете:

1 2  3 Р Q па, аа « з  . . .  av . . .  ач . . . ап

всехъ элементовъ, расположенныхъ на д1агонали, и образуемъ всевоз- 
можныя перестановки изъ верхнихъ значковъ; присвоимъ каждому изъ
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произведен^ знакъ -1-  или знакъ — , смотря по тому, принадлежитъ ли 
■соответствующая перестановка верхнихъ значковъ къ перестановкамъ 
перваго класса или втораго, и составимъ алгебрическую сумму изъ 
■образованныхъ такимъ образомъ членовъ. Эта сумма называется опре- 
дгълителемъ и представляется такимъ образомъ:

« j1 а *  б*13 . . . o f ... а -

а2 а2и а2я .. . а29 . . .  а ”

• . . . .
а ^ ор ор  • . . а/ . . . аРп

йл* On* CLr? . . . ап9 . . On”

Изъ этого определен in вытекаетъ, что каждый членъ определителя 
не содержитъ более одного элемента каждой лиши и одного элемента 
каждаго столбца, ибо каждый членъ не будетъ содержать двухъ буквъ 
и более, съ одинаковыми нижними значками, или же съ одинаковыми 
верхними значками. Изъ этого же определешя вытекаетъ, что въ 
каждомъ члене определителя входятъ все пижше значки и все 
верхше значки. Въ каждомъ определителе число членовъ, которымъ 
предшествуетъ знакъ (- (- ), равно числу членовъ, которымъ предшествуетъ 
знакъ (— ).

Порядкомъ определителя называется число элементовъ, входящихъ 
въ каждое произведете. Нашъ определитель есть определитель по
рядка п.

Число членовъ определителя равно числу перестановокъ изъ п 
указателей, т.-е. равно числу:

1 . 2 . 3  . . .  и.

Каждый изъ элементовъ определителя будетъ входить во столько 
членовъ определителя, сколько можно образовать перестановокъ изъ 
п —  1) указателей, т.-е. въ

1 . 2 • 3 . . . ( п — 1)

членовъ; напримеръ, элементъ а /  будетъ входить во все члены, кото
рые найдемъ, сдЬлавъ въ произведенш:

1 2  4  г  —  ^  у* л«1 а2 а3 . . . аг_ г а г+1 . . .  а»
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всевозможный перестановки указателей:

1, 2, 3, . . .  , г  —  1, r - f 1, . . . , п

и умноживъ каждое изъ полученныхъ произведешй на этотъ эле- 
ментъ а/.

343. Прим^ръ. Разсмотримъ определитель:

a *  a j 3

« г 1 а22 а23 а2* 

« з 1 « з 2 « з 3 « з 1 
а4* a42 a43 a44

Его значеше образуется такимъ образомъ: беремъ произведете

ах а22 a33 а44

и составляемъ 24 перестановки изъ указателей 1, 2, 3, 4: 1234, 1243,. 
1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 
3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321 
и присвоиваемъ буквамъ a1a.2a3ai последовательно указателей, нахо
дящихся въ каждой изъ этихъ перестановокъ; получаемъ нроизведешя-.

a^afa^a*, а32а Д  a ja fa fa f ,  qSafafa* * ,

afa ja fafy afafaJaS, a^a^a^aS, a f a f a f a j ,

a13a21a32a44, afaja^af ,  a^a^a^a/ , a13a22a3<a41, a^afaJaS,  , .

a fa fa fa f )  , а^а^а^аД  a14a22a33a41, а14а2яо31а42, ;

определяемъ знакъ каждаго изъ этихъ произведешй по классу пере
становки верхнихъ значковъ въ этомъ произведен^; окажется, чта 
каждому изъ произведешй, помещенныхъ въ 1, 3 и 5 столбцахъ, дол
женъ быть присвоенъ знакъ (- j- ) и каждому изъ остальныхъ произве- 
дешй знакъ ( — ); значеше определителя будетъ, следовательно, таково*

(a s2a33a<4 — a22a34a43 +  a23a32a<4 — a23a34a42 - f  a24a32a43 — a24a33a42)a11 

+  (chlQs3ai* — а* аз +  « 23«з1«<* — +  a2*a3la f  —
+  (a21a32o44 — +  a22a31a44 — a22a34a41 +  a24a31ai2 — a^a,,2»*1) ^ 3

+  (a2aa32a43 — +  a22a31a43 — — a23a32a41)a14

Оказывается, что нашъ определитель представился .многочленомъ, 
лШейнымъ относительно элементовъ первой строчки; но видно, что онъ
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можетъ быть написанъ въ виде многочлена, ливейнаго относительно 
элементовъ какой ни есть строчки и относительно элементовъ какого 
ни есть столбца.

Видимъ далее, что коэффищенты при элементахъ: а ,1, а Д  а ,3, а ,4 
суть, въ свою очередь, определители:

a22 a2a a2* a2 _ 3 a2 « 21 a 22 a2 a2 a 22 a23

( i ) a32 a3s rtg4 ) a3L a3 a 34 1 a3
о

a3 » a^ a3 a3

a42 a43 a44 «41 a43 a44 a^ _ 2 <z4 a44 «4 1 a42 a43

умноженные соответственно на (— 1) 1+\  ( — I ) 1"1"2, ( — 1) 1+3, ( — 1) 1+4, 
т.-е. на степени ( —  1) ,  показатели которнхъ суть суммы нижняго и 
верхняго значковъ у соответствен наго элемента; определители эти обра
зовываются соответственно изъ элементовъ, остающихся после зачер
кивала  той лиши и того столбца въ данномъ определителе, на пе- 
ресеченш которыхъ лежитъ тотъ изъ элементовъ a ,1, a t2, ах3, а Д  къ 
которому относится разсматриваемый определитель, изъ определи
телей (г).

Способъ, которымъ мы сейчасъ пользовались, для нахождешя зна
чешя определителя, вытекаетъ непосредственно изъ поняйя объ опре
делителе,- мы видимъ, что онъ очень длиненъ. Мы дадимъ сейчасъ 
теоремы, относящаяся къ такимъ свойствамъ определителей, которыя, 
т.-е. свойства, позволять быстро и изящно вычислять значешя опре
делителей.

344. Теорем а I .  Если изъ п* элементовъ".

a/, a, . , o f ,  . . . . a "

« 2\ «22- a2\  . . n У9 ^2 > * . , a2n

aP\ (Ip2, aP\  . . , ap9, . . , aPn

an1, an, a n ,  . . , anq, . . , a "

расположенныхъ въ п лингяхъ и въ п столбцахъ, составимъ есть про
изведенья изъ п элементовъ, взятыхъ по одному изъ каждой линги и 
изъ каждаго столбца въ какомъ ни есть порядке, при чемъ ни въ одно 
изъ этихъ произведенгй не будетъ входить двухъ, и более, элементовъ, 
принадлежащихъ одной и той же линги и одному и тому же столбцу; 
если присвоимъ каждому изъ этихъ произведенгй знакъ - f-  или знакъ j— , 
смотря по тому, представляютъ ли перестановки верхнихъ значковъ 
и перестановки нижнихъ значковъ въ разсматриваемомъ произведены пе-
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рестановки одного и того же класса или классовъ различньгзсъ, и если 
образуемъ алгебрическую сумму этихъ произведенш, то сумма эта 
будетъ равна определителю порядка п, составленному изъ данныхъ пи 
элементовъ.

Зам'Ьтимъ сперва следующее: сделаемъ въ какомъ ни есть про
изведены элементовъ взаимное перемещеше элементовъ; если классы 
перестановокъ, образованныхъ верхними и нижними значками, были, 
до перемещешя, одинаковыми, то они останутся одинаковыми и после 
перемещешя; если же до перемещешя эти классы были различны, 
то и после перемещешя они будутъ различны, И въ самомъ д е л е , 
взаимное перемещеше двухъ элементовъ повлечетъ за собою переме
щешя и двухъ верхнихъ значковъ и двухъ нижнихъ значковъ, а по
тому изменятся классы перестановки верхнихъ значковъ и переста
новки нижнихъ значковъ.

Примгьръ. Разсмотримъ произведете: a fa fa fa f\  въ немъ перестановки: 
1324 и 2134, образованные верхними и ниж ним и значками, принадлежать къ 
одному и тому же второму классу; сделаемъ перемещеше элементовъ: а^а^а^а^', 
въ этомъ произведены перестановки: 4321 и 4132, образованный верхними и 
нижними значками, принадлежать опять таки къ одному классу, хотя уже 
не ко второму, а къ первому.

Сделавъ предъидущее замечаше, легко докажемъ теорему. Изъ 
самаго способа образовашя определителя и нашей суммы очевидно, 
что каждому члену (произведешю) нашей суммы соответствуетъ въ 
определителе членъ (произведете), составленный изъ гбхъ  же эле
ментовъ (множителей), и на оборотъ.

Для доказательства теоремы остается, следовательно, показать, что 
знаки у соответствующихъ членовъ суммы и определителя одинаковы.

Разсмотримъ членъ суммы, которому предшествуетъ знакъ (- }- ) ;  
классы перестановокъ верхнихъ и нижнихъ значковъ въ этомъ члене, 
по условш, одипаковы, а следовательно, на основаши замечашя, и 
классы перестановокъ верхнихъ и нижнихъ знаковъ у равнаго ему 
члена определителя должны быть одинаковы, но классъ перестановки 
нижнихъ значковъ: 1, 2, 3, . . . , п въ каждомъ члене определи
теля есть первый, следовательно и классъ перестановки верхнихъ 
значковъ есть первый, а такой членъ, согласно определенш , входитъ 
въ определителе со знакомъ (-J-).

Возьмемъ теперь членъ суммы, которому предшествуетъ знакъ ( — ); 
классы перестановокъ верхнихъ и нижнихъ значковъ въ этомъ члене, 
по условш, различны, а следовательно, на основаши замечашя, и 
классы перестановокъ верхнихъ и нижнихъ значковъ у равнаго ему
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члена % определителя также должны быть различны, но классъ пере
становки нижнихъ значковъ: 1, 2 , 3 , . . .  , п есть первый; следовательно, 
классъ перестановки верхнихъ значковъ есть второй, а такой членъ, 
согласно определешю, входитъ въ определителе со знакомъ ( — ).

345. Т еор ем а  П . Определитель не изменить своего значенгя, если 
его лити сделаются столбцами, и обратно.

Разсмотримъ два определителя:

а ^ а ^  . . . а *  . . а ? w . . Ъ Р . . . Ь ”

а ^ а ?  . . . а *  . . а 2 " №  • . ъ/ . . . Ъ3 "

а? ар . . . ар9 . . ОрП , \  = №  • . V  . • . V

Оп1ап* . . a j  . . апп ЬпЪп . . ъп* . . . w

А  =

где б?р =  ор?.

Требуется доказать, что А =  Дх. 
Разсмотримъ какой ни есть членъ:

(9) в 1 а 3 аР а яа а а . . .  а . . .  а
1 2  3

определителя А, въ которомъ верхняя перестановка:

(г ) ^  а2 а3 . . .  а,, . . .  a,t

есть одна изъ перестановокъ чиселъ:

1, 2, 3, . . . , п.

Этотъ членъ будетъ иметь знакъ (-{-)> если перестановка (г) при
надлежитъ къ 1-му классу, и знакъ ( — )  —  въ противоположномъ случае.

Составимъ теперь изъ элементовъ определителя А х сумму, по уело- 
в1ямъ предъидущей теоремы; сумма эта будетъ равна определителю A t ; 
докажемъ, что она равна определителю А. Очевидно, что каждый 
членъ этой суммы можетъ быть написанъ въ виде;

(к) 1 2  3ъ ъ ъ . ъ

и ему соответствуетъ членъ (д) определителя А , и обратно; для 
доказательства равенства суммы и определителя, достаточно пока-
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зать, что знаки членовъ (д ) и (к) одинаковы; но они одинаковы, ибо 
верхняя и нижняя перестановки въ член^ (д) совершенно одинаковы 
соответственно съ нижнею и верхнею перестановками въ члене {1с).

346. Т еорем а  I I I .  Если въ данномъ апредгълите.т мы замгьнимъ 
взаимно другъ другомъ два столбца или двгъ линт, то новый опредгъ- 
литель будетъ равенъ прежнему, умноженному на ( —  1). Разсмотримъ 
два определителя:

Д =

а^а^ .. а *  . . ■ а / . . .  а ” а^а^  .. • d,9 .. a / . .

а2 а? . .  а /  . . . а / . . . а " d21d2i .. . d 29 . . d/  .. d2n

dp аР . . .  аРя .. . а / . .  аРп w .. • Ър9 .. bPq .. V *

а/ар? .. .а Р'9 .. . ар*' . . .  аР'п Ьр'1Ьр<2 .. .bp* .. w . . . V

andn . . . dnq . . . ап4' . . .  апп а-П dn •. . ап9 .. . dn9' . . . dn

где Ър{ =  ар<\ Ър* =  аР\ Определители эти отличаются другъ отъ друга 
темъ, что строки:

ар ар2 аРч аРч а?

аР<1а /  . . . aV'q . . . о у ?' . . . < v n 

взаимно переставлены. Требуется доказать, что

Дж— Д . ( — 1).

Определители Д и Дх образуются соответственно изъ членовъ:

_я—1 _ 9 Лг+1 
• аР- 1 аР аР+ 1 •

j i —l  g'• ар._г ар, ар, ; ,  . . . а , 

-S’'-1  А Я 'Я 'М1 2 а Я—1 7 Я 7+1 *Я,яшт* i Я1 У'-И пai «2 а3 . . .  ap_ i  Ьр . . . яр|_] Ьр, . . . ап

всевозможными перестановками верхнихъ значковъ.
Образуемъ, но услов1ямъ теоремы I, суммы S  и S 1, соответственно 

равныя определителямъ Д и Дг
При составлены суммы S  мы будемъ перемножать^ элементы въ 

такомъ порядке, чтобы каждому члену:

АаР9ВаР,я'С
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этой суммы отвйчалъ членъ:

(К) Аар 9 Вар9 С

той же суммы.
Эти члены (д) и (А ) должны входить съ различными знаками. 
При составленш суммы S t мы будемъ перемножать элементы въ 

такомъ порядке, чтобы каждому члену:

(9 ') А Ъ / В Ъ / С

суммы отвйчалъ членъ:

( * ' )  А Ъ / В Ъ / С ,

причемъ эти члены (д ')  и (h1) должны входить въ S x соответственно 
съ теми же знаками, съ какими входятъ члены (д ) и (h)  въ сумму S . 

Но члены (д ') и (h')  суммы S t соответственно равны членамъ:

(h ) Аар,9Вар9'С  и АаР9 Вар,9' С (д )

суммы S.

Итакъ, мы видимъ, что соответственно равные члены въ суммахъ 
S  и входятъ съ различными знаками, т.-е.:

S  —  —  S x, а потому А =  —  Д1, ч. и т. д.

347. Т еорем а  IV .  Если въ (тредгьлителгь две линги или два 
столбца совершенно одинаковы, то определитель равенъ нулю.

Переместивъ взаимно эти лиши или столбцы, мы получимъ новый 
определитель, съ одной стороны совершенно равный данному, а съ 
другой, на основанш предъидущей теоремы, отличающейся отъ него 
знакомъ. Имеемъ, следовательно:

Д =  —  Д, откуда Д =  0 .

348. Т еорем а V . Определитель можетъ быть представленъ въ 
виде многочлена, линейнаго относительно элементовъ одной и той же 
линги или одного и того же столбца.

И въ самомъ деле , по определенш , каждый членъ определителя 
содержитъ элементъ, и только одинъ, каждой линш и каждаго столбца.
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Если, следовательно, мы разсмотримъ, напримеръ, элементы лиши 
места р, то можемъ написать:

А =  A fd p 1 - f- Ар*(1р* -f~ ApCip “ I-  • • • 4" А -p4dip1 -j-1 • • • - { -А р парп1

где  буква Ар4 представляетъ сумму произведены элементовъ, у кото
раго все нижше значки отличны отъ р  и все верхше значки отличны 
отъ q.

349. Сл-Ьдспме I .  Если есть элементы одной и той же лити 
или одного и того же столбца умножатся на одно и то же число, 
то определитель умножится на это число.

И въ самомъ д ел е , умноживъ на К  все элементы лиши м естам , 
получимъ новый определитель Дх , который можетъ написаться такимъ 
образомъ:

\  =  ApxKapl +  A v2Kap2- f  . . . +  A P4Kap4 +  . . . + W ,  

т.-е.

Д' =  Д • К .

350. CU l^CTBie I I .  Если элементы двухъ литй или двухъ столбцовъ 
пропорцгопальны, то определитель равенъ нулю.

И  въ самомъ д е л е , этотъ определитель равенъ определителю, у ко
тораго две линш или два столбца совершенно одинаковы, умпоженному 
на коэффищентъ пропорщональности, т.-е. определитель равенъ нулю.

351. С л ед ст1н е 111. Данный определитель можетъ быть пред- 
ставленъ безконечнымъ числомъ способовъ въ виде суммы какого ни есть 
числа определителей-

Представимъ, въ самомъ д еле , каждый изъ элементовъ столбца q 
въ виде суммы двухъ слагаемыхъ:

=  а29 =  2̂ +  с2» ••• » ар4 =  Ьр -\-сР, . . .  , апя —  Ьп- { - с п .

Получимъ:

Д =  А *  (& !- {-с,)-\ -А 2\Ь2+ с2)- | - ... -{-Ap\bp-{-Cp) - \ - . . .  - f - А п\Ьп-\-с,), 

или '

д __ |  A ^ b i -^ -  А а9Ъ2-\- . . . +  АрчЬР -\- . . . 4 - А пчЬп

(. А 1',с1 А 2чс2-{- . . . -|- А р чСр-\- . . . - \ -А пчсп .
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Очевидно, что первая строчка представляетъ нашъ определитель, въ 
которомъ только столбедъ места q замененъ столбцомъ:

Ъ1г Ь2, . . .  , ЪР, . . . , Ъп f

а вторая строчка представляетъ нашъ определитель, въ которомъ тотъ 
же столбецъ замененъ столбцомъ:

Сц с2 ср, } с » .

Мы здесь раскладывали элементы на два слагаемыхъ, но #сно, что 
ихъ можно разложить на какое ни есть число какихъ ни есть сла
гаемыхъ.

352. Т еорем а  ТГ . Если въ определителе элементы каком ни есть 
числа лиши или какого ни есть числа столбцовъ суть сум м ы  соответ
ственные элементовъ какого ни есть числа линт или какою ни есть 
числа столбцовъ даннаго определителя, то этотъ определитель равенъ 
этому данному.

И  въ самомъ д е л е , этотъ определитель можетъ быть иредставленъ 
суммою определителей, изъ которыхъ одинъ есть данный, а остальные 
суть определители, имеюшде по двумъ совершенно одинаковымъ ли- 
шямъ или по двумъ совершенно одинаковымъ столбца^ъ» а следо- 
вательпо суть нули.

353. СлЬдств1е I .  Прежде чемъ делать указанное преобразоваше t 
мы можемъ умножить на одно и то же число все элементы той лиши 
или того столбца, которые складываются съ элементами одной изъ 
лив1й или одного изъ столбцовъ.

354. Сл1}дств1е И. Определитель не измп>няетъ своего значешя, 
если мы вычтемъ поэлементно две лиши или два столбца-

Напримеръ, имеемъ последовательно:

1 2 3 4 5 — 5 -  5 — 5 — 5 — 5
6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 = 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

— 5 — 5 — 5 - 5  -- 5

- 5 — 5 — 5 -- 5  -- 5

11 12 13 14 15 =  0 .

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25
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355. Определители миноры. Определителемъ миноромъ перваго 
порядка даннаго определителя, состоящаго изъ п2 элементовъ,называется 
всятй  определитель, получаемый отъ зачеркивашя въ данномъ опре
д ели теле  одной лины  и одного столбца.

Обозначимъ черезъ Ар? миноръ перваго порядка, выводимый изъ 
даннаго определителя Д черезъ зачеркиваше лины  места р и столбца 
мйста д; число этихъ определителей равно п2 .

Миноръ перваго порядка определителя порядка п есть опреде
литель порядка {п —  1).

И  вообще, миноромъ порядка г  называется определитель, полу
чаемый изъ даннаго определителя черезъ зачеркиваше г  лишй и г  
столбцовъ; онъ представляетъ определителя порядка (п  —  г).

356. Теорема V I I .  Коэффищентъ А РЧ при элементе аР: въ раз- 
ложети определителя:

а^  . . а?  . . . а *

ар1 . . аР9 . . . арп

ап 1 . • ап9 . . - апп

представляетъ произведете минора А /  на (— 1) р +  г.
Докажемъ сперва, что коэффищентъ А /  при элементе aj1 въ 

разложены определителя есть миноръ А ^ . И  въ самомъ д е л е , коэф
фищентъ A i1 мы можемъ образовать следующимъ образомъ. Разсмот
римъ произведете:

а^а^а? . . . аРр . . . апп 

и, откинувъ элементъ ах1, т.-е. взявъ произведете

а 2 а *  . . • ар**1 . . .  a,i ,

сделаемъ всевозможныя перестановки верхнихъ значковъ: 2, 3, . . . 
р, . . . , п\ полученныя произведешя представятъ члены коэффи- 
щента A j 1; для определешя знаковъ каждаго изъ этихъ членовъ 
мы должны были бы приписать къ каждому изъ нихъ элементъ 
слева и определить, къ какому классу принадлежитъ перестановка 
верхнихъ значковъ въ каждомъ изъ этихъ членовъ; но, принимая во 
внимаше, что у элемента а / , стоящаго первымъ, верхшй значекъ 
есть 1, т.-е. онъ ниже всехъ значковъ, стоящихъ отъ него вправо, 
мы можемъ не принимать его во внимаше при определены  класса 
перестановки, т.-е. при определены  знака каждаго изъ членовъ коэф-
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фищента А х . Итакъ, следовательно, коэффищентъ можетъ быть 
образованъ слйдующимъ образомъ. Беремъ произведете:

а22ала . . . аРр . . . апп,

дйлаемъ всевозможныя перестановки верхнихъ значковъ и въ каж- 
домъ полученномъ члене оиредедяемъ классъ перестановки, образуе
мой верхними значками; но такимъ же точно образомъ составляется 
и миноръ:

а22 а23 а2п 

а32 « з 3 а3п

dn dn dn*

Доказавъ следовательно, что коэффищентъ А х при элементе а *  
есть миноръ Д,1, перейдемъ къ доказательству теоремы.

Разсмотримъ элементъ а / . Онъ можетъ быть приведенъ въ пер
вый столбедъ черезъ взаимную перестановку двухъ смежныхъ столб
цовъ, исполненную ( q — 1) разъ; каждая такая перестановка будетъ 
умножать нашего определителя на (— 1), такъ что, въ моментъ при- 
ведешя элемента о /  въ первый столбецъ, определитель умножится 
на ( — 1) г-1 ; поместивъ элементъ а?7 въ первый столбецъ, приведемъ 
его въ первую лишю черезъ взаимную перестановку двухъ смежныхъ 
линш, исполненную ( р — 1)  разъ. Вследств1е такихъ повторныхъ 
перестановокъ нашъ определитель еще умножится на ( — l )* ’-1 , такъ 
что новый определитель 8, имеющш первымъ элемептомъ элементъ оя?, 
будетъ равенъ данному определителю Д, умноженному на ( —  1) р+ г-а . 
Итакъ:

о =  Д • ( — 1)Р+?-2 =  Д . (—  1)Р+?.

Равенство это говорить, что

8 =  ( — 1)р+7 (A Plai>1 -f-  Ар а 2 - j-  . . . -j-  Apdp1 . . . +  A P dp ),

т. e. говорить, что коэффищентъ при dPg въ определителе 8 равенъ 
( — 1 У + ч . Ар4', но, съ другой стороны, этотъ коэффищентъ равенъ 
минору определителя 8, получаемому отъ зачеркивашя въ этомъ опре
дели теле  первой строки и перваго столбца, ибо элементъ аРч въ опре
дели теле  8 есть первый элементъ его; этотъ же миноръ есть не что 
иное, какъ миноръ определителя Д, получаемый отъ зачеркивашя 
р'ой лиши и д‘аг0 столбца, т.-е. миноръ Д Д  Итакъ:

V  =  ( —  1 ) р+9'А р 4,
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а отсюда*

Л 9 =  ар М - 1)р+?>

ч. и т. д.

357. Сл4дств1е. Если все элементы линги р  суть нули, за исклло- 
четемъ элемента, находягцагося въ столбцгъ q, то определитель при
водится къ произведетю:

А РчаРч =  (—  • W -
358. Р а зл о ж еш е  о п р ед ели теля . Предъидущая теорема даетъ 

средство расположить определителя порядка п по элементамъ лиши 
или столбца; коэффищенты суть определители порядка (п —  1); это 
суть определители миноры перваго порядка, взятые съ темъ или 
другимъ знакомъ.

Примеры. 1°. Определитель втораго порядка:

Д =

есть разность: а1 Ъ2 —  аа Ъг

2°. Определитель третьяго порядка:

Д =
ai с 
а

а,

будучи расположенъ по элементамъ 1-го столбца, представится та
кимъ образомъ:

Д =  а.
оа с2

Ъ3 с3 £3 6я
4~ «з

Ъг с1 

Ь2 с 2

—  ® i(^ 2̂ 3 Ьйс^)-\-а3{Ь3с3 Ъ̂ Съ) -\- а^Ъ^с  ̂ Ь2с1). 

3°. Вычислимъ значеше определителя:

Д =

1 1 1 1

а Ъ с d

а2 Ъ2 с2 d2

а4 &4 с4 d4
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Принявъ во внимаше, что въ определителе мы можемъ вычи
тать по элементно столбцы (351), получимъ:

0 0 0 0

a —  b b - c с -  d d

a2—  b2 b‘ —  c2 с2- d 3 d2

a4-  bl b4 —  c4 с4 -  di <Z4

Определитель этотъ приводится (356) къ минору Д * , умножен
ному на ( — I ) 5; приведя его къ этому минору и принявъ во вни
маше, что во всякомъ определителе мы можемъ выносить за знакъ 
определителя сомножитель, обпцй всемъ элементамъ какого ни есть 
столбца (349), получимъ:

А =  —(a—b)(b —c)(c—d)

1 1 1

а-\-Ъ Ь-j-c c-\-d

a3-\-a2b-\-ab2-\-b3 Ь3+Ь2с+Ьс2-}-с3 c3-}-c^d-j-cd2-j-d3

или

Д =  —  (а -  Ъ)(Ъ —  с )(с— d) . 8.

Сделавъ въ определителе 8 вычиташе столбцовъ по элементно и 
принявъ во внимаше, что, после вычиташя, первая строчка этого 
определителя будетъ такова: О, 0, 1, а следовательно определи
тель можетъ быть замененъ минорами 8,3, умноженнымъ на ( —  I ) 4, 
т.-е. самимъ миноромъ, найдемъ:

8=г
а— с Ъ— d

(a — c )(a 2-\-b2-\-c2-\-ac-\-bc-{-ab) (b ~ -d )(b 2 -\-cu-\-d2-\-bd-{-cd-\-bc)

—  {a —  c ){b  —  d)
1 1

i3- { -b 3-\-c'-\-ac-\-bc-\-ab d2-\ -bd  -\-cd-\-bc\,

т.-е.

8 =  (a — c)(b  —  d )(d —  a )(a  -f- b +  с -f- d),
ч

а потому

Д =  (a — b )(a — c ) (a — d)(&— c ){b— d ) (c — d )(a  -J- b -(- с -f- d).

21
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#  § III. Изсл'Ьдово^е общихъ формулъ ptiuemS системы п уравнешй первой 
степени съ п неизвестными.

359. Разсмотримъ систему п уравнешй первой степени съ п не
известными:

/ i(s lt ж2, ... , x j  =  a 1' x 1 +  а *  я2 +.••+ а/' Р*и_ -+.»+в, «ч +  - + а ' х п— ^ = 0м-Я

f , ( xu я2, ... , хп) =  а ^ х х +  а22ж2 + . . .+  a* \ _ f+- + а; х) + . . .  -f а2"жп — д2=  О

f  (ж,,#2, ...,ж )= a *  ajj +  a 2 ж2+ . . .+ а  х -+-.
'  п — р 11 П7 п —р  1 л —р * п—р п — р + а„ л + - + а« вх*-2 «-р = $п—р X « - Я  т

®з, ... , ж„) =  ах1ж1 +  ах2ж2 +•••+«£ Р*п_ р+ - 4 -а х + . . .  +  »  хп— а = 0  
XX X X

/ , ( « ! ,  х2, ... , аг„) =  ая1ж1 +  а„2 ж2 -f...+ а ” P®n_ p+ - + a fl« x +  •.. +  « „ " £ »  — 2 »= 0 .

Значки наверху суть значки, а не показатели; значокъ X означаетъ 
любое изъ чиселъ: и —  р +  1, п —  р - {-2, . . . . , п; будемъ предпо- 
лагать, что пи одинъ изъ коэффищентовъ не равенъ безконечности.

Системою р:Ьптешй системы ( I )  называется система такихъ чиселъ: 
ai, а2> • • • 5 а»> которыя, будучи подставлены въ уравнешя соответ
ственно вместо буквъ a?j, х 2 . . . . , х п ,  обратятъ каждое изъ ура
внешй въ тождество, т.-е. дадутъ тождественно:

/ l(® l» ®2 1 • • * > ® " )--- /г(®1 > ®2 » - ' ’ ®п) 0, . . . , /n(®i, ®3 , . • . , Я«) О»

Исключимъ изъ разсмотрешя каждый изъ случаевъ:

d m 1 =  0, О т 2 =  О, О т *  =  0, . . .  От" =  О, НО Нв =  0,

где т  равно каждому изъ чиселъ: 1, 2, . . , п — р, . . , \  . . , п, 
ибо въ каждомъ изъ этихъ случаевъ соответствующее уравнеше не 
имеетъ решешя.



360. Теорема I. Если определитель и'аг0 порядка:
N

а /  а *  . . .  a ?~ v . . . а ," 
а2 а22 . . . а2и~р . . . а 2м

А 1 * п—р , »  ,
« » - р  . . . « п_р • • • ®п_р

........................................................... !
Лп1 ап“ . . . Ян** ** • . • <2г»п |

составленный изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ системы ( I ) ,  
не равенъ нулю, то система ( 1)  илыъетъ одну и только одну систему 
решети.

Представимъ определитель Д такимъ образомъ:

Д =  А^а^ -\-А2 а2 +  • • • Н- Л | _ р« „ ,_ р +  • • • - b ^ n l au' ,

где

A ‘= v ,  А%'= & Х - 1)3, ..., Л ‘п_р=Д>н_р ( —1)«»-я +1,..., Л „ * = Д Д - 1)4-» (350). 

Умноживъ уравнешя системы ( I )  соответственно на

/1 1 /1 1 /1 ' Л - 1j , -̂ -2 * • • • и — р 1 * * * 1

сложивъ ихъ по частямъ и принявъ во внимаше, что

А ^ а " 1 А 2 а2т-{- ••• +  ^ п - Рйп-р “Ь ••• -|- Л п 1»)»’" =  О 

для всякаго зпачешя т ,  отличнаго отъ 1 (347), получимъ:

Д#1 =  А 1д1 +  Л 212г +  ••• +  A i-p ^ n -p  +  •••

И вообще, нредставивъ определитель Д въ такомъ виде:

Д =  А ^ а " '  -f- А 2та2т +  . .  • +  А п_ра"_р -+ -• • •  ~Ь А »т апт,

где т означаетъ каждое изъ чиселъ: 1, 2, 3, . . . .  и; умноживъ 
уравнешя системы соответственно на А™, А™, . . , АУ-п, . . • , Л пт 
и принявъ во внимаше, что (347 )

A™ai +  Л 2та28 +  • . .  +  К _ ра :_р +  . . .  +  Anmans =  0, (к)

для всякаго s, отличнаго отъ т, получимъ:

Джт =  A xmql +  A 2mq2 +  . . .  A "_ pqn_ ? -\- . . .  +  A™  qn, ( I I )

где А п -Р =  д Г - р . ( —  i ) " - r + m.

t
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Система ( I I )  имеетъ одну систему решенш, конечную, ибо А не =  О, 
и именно:

А-ГЯ.\ +  A ™  <h +  ■ • • +  A i -p Q n - р  +  • • • +  А я Я.п /тттч
Х т ----  Д Ц * * )

Спрашивается теперь, принадлежитъ ли система ( I I I )  решешй си
стеме ( I )  уравнешй, и не принадлежать ли этой системе уравнешй 
ипыя системы решешй? Для отв^товъ на эти вопросы заметимъ, что 
система ( I )  не можетъ иметь системы решешй, отличной отъ системы 
(Ш ) ,  ибо система ( I ) ,  при преобразованы ея въ систему (И ), не могла 
потерять ни одной системы решешй, такъ какъ мы не вводили мно
жителей, равныхъ безконечности. Остается, следовательно, показать, 
что система ( I I I )  удовлетворяетъ системе ( I ) ;  въ этомъ мы убеждаемся, 
при помощи равенствъ (&), непосредственною подстановкою. ,

Теорема доказана.

361. Полезно помнить формулы ( I I I )  наизусть; оне составляются та
кимъ образомъ: знаменатель общгй и равенъ определителю, соста
вленному изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ системы; каждый изъ 
числителей равенъ определителю, который найдемъ, заменивъ въ зна- 
ченателе столбецъ коэффищентовъ соответствующаго неизвестнаю 
ттолбцомъ элементовъ: qx, q2, q3, . . . , qn.

362. Т еорем а  I I .  Если определитель А равенъ нулю, то система
( I )  или несовмЬстна, или н еоп ределен н а .

Положимъ, что каждый изъ миноровъ порядковъ:

1-го, 2‘го, . . . (р  —  1) ' аго

равенъ нулю, но въ ряде миноровъ порядка р , г д е ^  не превышаетъ 
(п — 1), есть, по крайней мере, одинъ, неравный нулю. Положимъ, 
что этотъ миноръ есть:

« 11 а * a i*  • • а ! ’*- *'

« 2 1 а* а 2 3 • • 
»

. а 2" ~ р

а 2 а 3 a n~ vп—р п—р п —р • • *»-р

(Заметимъ, что еслибы миноръ, не обращающейся въ нуль, былъ 
иной, то отъ насъ зависило бы переобозначить коэффнщенты и не
известные такимъ образомъ, чтобы миноръ, неравный нулю, былъ 
именно этотъ).



Разсмотримъ, совместно съ этимъ миноромъ, определитель:
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А  =

<

<

«1S

a 22

« I 3

« 23

. . . a,"-*

. . . a 2w-p

X

X
«2

d tl—p
„ 2
U-n— p & n —p • • •

X
(J-n—p

a i V К • • ■ * r p

X

ax

гд е  X равно по очереди каждому изъ чиселъ:

п — р +  1, п —  p - f - 2, . . . , п.

Заметимъ, что если jp = - l ,  то А  =  Д и Х =  м.
Такъ какъ определитель А  есть одинъ изъ миноровъ порядка (р — I }  

то онъ, по условш, равенъ нулю. Представимъ его такимъ образомъ
ч

А  =  С1а1 - } - (72а 3 Cn-f an-?  Н~ С^а = 0, (Ъ)

где- G\, равное Дх, не равно нулю.
Возьмемъ теперь изъ нашей системы ( I )  - следующую систему:

f i(Zu =  +  « I s®» 4  ...+ а1П~Ржл_ р+ . . .+ а 1̂ + . . . +  ахпхп — дх =  О

f t ( x !, ®а, ... , х„) =  а* Х х +  а22 ж2 4 ... + а 2" _ра; 4 - ...+ а >  +...-{- а2" «» — 9» =  0
tl—Р * у

К  *(*!»*»*•••! *->=».!. „ Х1 +  а * „ Xs+...+a ~Px х+ ...+а * xn—q =  Оtl—р п—р п—V п —р п—р п—Р \ п—р п---р

f  («i, я2, ... , хп) =  а 1ж1 4  а 2 х3 4  ... 4  а ~ \  +...+а х 4 ... 4  ж» — Я, =  °* X * х X rt“ P X X  X X

Умноживъ уравнешя эти соответственно на

^1 > ^2 У ' * * > Сп—р И СХ J

принявъ во внимаше известное свойство определителей (347) и ра
венство ( 6)  и сложивъ затймъ по частямъ, получимъ тождество:

(IV )
j C / y f 3?2, , Хп) | C^f^Xy, # 2, ••• ) X,i) -)1- ••• | Cn—pfn—p(xv X%y ••• , Xn) I"

I “j-  C\f\{x11 Xs, ... , Д/n) —  I (-'ъО.ч ~H ••• ~f~ ^™—Р?и—P



где  правая часть есть не что иное, какъ определитель:
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« I 1 < а *  • . . а{п~ р 2 i

а21 а 22 „  зСС<2 • . . а2п~ р q 2

а п -р а п—1> а п~р • * а п -р q«—P

<
о

ак <  ■ ■ ' а х 9k

отличаюшдйся Отъ определителя А  темъ, что въ определителе А  по

следш й етолбецъ, элементы котораго: а Д  аД  . . . , а * _ р, суть 
коэффишенты при х  ̂ въ системе ( I ' ) ,  замененъ столбцемъ, элементы 
котораго: gJ? q.v . . . , <z„_p, q} суть известные члены уравнешй этой 
системы, перенесенные въ правый части.

Разсмотримъ первыя (п — р)  уравнешй системы ( I ') .  Они могутъ 
быть решены относительно неизвестныхъ: x v х2, . . .  , х* - Р, ибо 
определитель А , составленный изъ коэффищентовъ при этихъ н е
известныхъ, не равенъ нулю. Реш ивъ ихъ относительно этихъ не
известныхъ, получимъ для нихъ формулы, въ которыя будутъ входить 
остальныя р  неизвестныхъ:

Хп-р-у  1, Х п—р-\-2 j • • • > Х п .

Давая системе этихъ неизвестныхъ произвольныя системы зна
чешй, будемъ получать соответствуюпця системы значешй для

*̂ 2> * * * 1 Х п —р.
Итакъ, следовательно, система первыхъ (п — р)  уравнешй системы 

( Г )  имеетъ безчисленное множество системъ -решешй.
Возьмемъ любую изъ этихъ системъ:

ООу --  9 9 • • • *

и, подставивъ ее въ тождество (IV ) ,  получимъ:

(V ) • • • » а« )  =  Я .

Если определитель Б  не равенъ нулю, для некотораго X, то ра
венство (У )  даетъ, для этого А,

/>(«1, «2, • • • , <*«) не = 0 ,

ибо Ск не равно безконечности, т.-е. говорить, что какая ни есть 
система рЬшешй системы первыхъ ( п — р )  уравнешй разсматриваемой
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системы ( I )  не удовлетворяетъ по крайней м ере одному изъ осталь- 
ныхъ уравнешй этой системы, т.-е. система ( I )  есть система несов- 
мгьстная. Положимъ теперь, что определитель В  равенъ нулю для 
каждаго X; въ этомъ случай равенство (V )  даетъ, для каждаго X,

1’ ' * ' > ---0>

ибо 6\  не =  0.
Результатъ этотъ говорить, что взятая нами произвольно система- 

решешй первыхъ (п —  р) уравнешй разсматриваемой системы удовлетво
рить и каждому изъ остальныхъ р  уравнешй, т.-е. разсматриваемая 
система ( I )  уравненш представляетъ систему неопределенную, при чемъ 
значешя для тйхъ  р  неизвестныхъ, коэффищенты которыхъ не фигу
р и р ую т  въ миноре порядка р , не обращающемся въ нуль, остаются 
совершенно произвольными.

Тождество ( IV ),  при В  =  0 , даетъ:

- 1 »*̂ 2 ’ » •*'” ) --  ~Q fS&\ » ^ 2» *•* » Хп) (J f  2 0®1 * ••• * ^п) •* ’
X А

—£тГ /и—р (д?!, Д?2, • « • , Д?п)

и показываетъ, что уравнеше

^2> * * * > ®п) --- О,

где  а равно каждому изъ чиселъ: п — р -\ -1, п — j? —f - 2, . ' .  . , п, 
есть или тождество (это случится тогда, когда каждый изъ миноровъ 
С1$ С2, . . .  , Сп-р , соотвЬтствующихъ данному X, равенъ нулю ), или 
представляетъ следств1е всехъ первыхъ (и  —  р) уравнешй системы (I ) ,  
или нЬкоторыхъ изъ нихъ.

Положимъ теперь, что все миноры равны нулю, а следовательно 
равенъ нулю каждый изъ коэффищентовъ при неизвестныхъ. Для 
возможности каждаго изъ уравнешй системы необходимо, чтобы

2i =  22=  • • • =  2* “  О, 

и тогда система превращается въ систему тождествъ:

1 °
. х2 +  . ,. . + 0  .■ Хп —  0]

1 0
j

. х 2-\- . ,. . 4 - о . х*  =  0,

1 0

о+

Х2 4 "  • • . 4 - о  • Хп =  0

Теорема доказана.
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303. Случай системы уравнешй, однородиыхъ относительно 
неизв'Ьстныхъ. Положимъ, что система (I) есть система однородная 
относительно неизвестныхъ, т.-е.

?1 = 2 2  =  2з =  • • • = q n  =  0.

Если определитель Д не равенъ нулю, то система имеетъ одну и 
только одну систему решешй, и она есть:

х г =  0, #з =  0, #з =  0, . . . , Хп —  0.

Если же определитель Д равенъ нулю, то система неопределенна, 
ибо въ этомъ случае определитель В  равенъ нулю для всякаго X.

Итакъ, для того, чтобы система п однородныхъ уравненш первой 
степени съ п неизвестными имела систему решенш, въ которой не 
все неизвестный были бы нулями, необходимо и достаточно, чтобы 
определитель, составленный изъ п2 коэффищентовъ при неизвестныхъ, 
равнялся нулю.

§ IV. Метода Беву.

364. Изложимъ методу исключешя, называемую методою неопре- 
дЬленныхъ коэффищентовъ.

Возьмемъ систему п уравнешй первой степени съ п неизвестными

—  Z?i,

( 1)
а2х  -j- Ъ2у -\-c2z . . —  ,

, амх -{- Ь»у -I-  CnZ -j-  • . —  kn •

Умноживъ уравнешя эти соответственно па неопределенныя числа: 
К ) \  * • • > и сложивъ уравнешя, после умножешя, по частямъ, 
получимъ:

I х {а ^ у - ( - « 2̂ 2"Ь  • • • + ^ n )  +  y (^ i^ i-f _^2̂ 2_h • • • + W  +

\  - J -  2 ( c i ^ i  ~ Ь  с 2 ^ 2  •  •  •  “ Ь  Сп̂‘) “ Ь  •  •  •  =  4 “  Н -  •  •  •  Н " •

Уравнеше это можетъ заменить одно изъ предложенныхъ урав
нешй (258).

Определимъ введенныхъ неопределенныхъ сомножителей такимъ 
образомъ, чтобы коэффнщенты при (п  —  1)  неизвестныхъ въ уравне-
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нш ( 2),  напримеръ при неизвестныхъ у, г , , обратились въ пули, 
т.-е. чтобы эти сомножители удовлетворяли системе:

(3)
. . . -f-^n^n —  О,

CjXj -J- C3X2 Cn̂ n =  0,

(n  —  1) уравнешй первой степени относительно п  неизвестныхъ: 
Х1? Х3, Х3, . . . ,  Х„. Реш ивъ эту систему относительно' техъ  (п — 1) 
неизвестныхъ изъ этихъ неизвестныхъ, для которыхъ система имеетъ 
конечную систему решешй, принявъ затемъ оставшееся неизвест
ное равнымъ тому числу, которое будетъ более удобно, и подста
вивъ найденпыя значешя въ уравнеше ( 2), получимъ:

-|- а 3Х3 - j-  , . . Оп^п) =  -f- &3Х3 - j-  . . . -J-fe»X„,

откуда

__ ~t~ ^2X2 ~t~ 4~ K K  
ajXj -f- й3Ха +  ... +

Изложенная метода показываетъ памъ, что вопросъ о решенш си
стемы ( 1)  и уравненш съ п неизвестными приводится къ решешю 
системы (3 ) (п — 1) уравнешй съ (п —  1)  неизвестными.

865. Примеры. 1°. Разсмотримъ систему:

(1)
a1x-\-bly +  cie =  ki, 

ОтХЛ-ЪдАт с..г* =  А2, 

a sx  +  b3y-\-c3z =  k3

трехъ уравнешй съ тремя неизвестными.
Для этой системы уравнеше (2) будетъ таково:

(2) ( x(alk1 -f- а2Х2 -}- о3Х3) -(- ~Ь ft 2 2̂ "Ь Ьз з̂) 4" z(ci î +  с2̂ з ~Ь с3Х3) — 
\ =  kt\  -(- 4“ *зХз •

Приравнявъ нулямъ коэффищенты при у и z, найдемъ:

(S) {
ftjXi +  Ь2х2 -{- Ь3Х3 — о, 
CiXj +  с2)  ̂ -{- с3Х3 =  0.

Положимъ, наприм-Ьръ, что ft2c3 — ft3cs не равняется нулю; тогда си
стема (3), будучи решена относительно Х2 и Xs, даетъ:
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Принявъ \  =  Ьгс3 — Ъ3с2, получимъ:

Xj- Ъ2С3 — Ь3Со > Xj 63Cj — &1<?з , Xj - 1̂̂ 2 2̂̂ 1 ■

Уравнен1е (2) преобразуется въ следующее:

xla^Cs — Ь3с2) 4  «2(&3Ci — Ьас3) 4  a3(V 2 — M i)] =  
— A)i(62c3 b3c2) 4 k2(b3Ci ЬуСз) 4  к3(Ъ\С2 2̂̂ i)]i

отсюда
i _ î(^2̂ 3 з̂сг) 4  k2(b3Ci &1C3) 4  к3{Ъ̂С2 2̂̂ -1)

^i(p2c3 b$c2) 4  a2(63C! 6iC3) “I- ®з(̂ 1£2 2̂̂ 1 ̂

Этотъ результатъ мы имели выше (325), но тамъ мы определили множи
телей a p rio ri, здесь же мы нашли ихъ a posteriori.

ЗамЬтимъ, что для мпожителя Xt мы могли бы взять иное значеше: мы 
могли бы взять, напримеръ, Xj =  1.

Если же Ъ2с8 — Ъ3с2 равно нулю, но, напримеръ, Ъ±с2 — Ъ2сi не равно нулю, 
то решаемъ систему (3) относительно \  и Х2, давая Х3 произвольное значете, 
и тогда

могли бы принять за Х3 любое число, напримеръ могли бы взять Х3 =  1.
Если же Ъ2съ— Ъг с2=-0  и biC2 — &2с1=0, то непременно Ьгс3— &8Cj=0, 

и тогда предложенная система будетъ или несовместна, или неопределенна (318).
2°. Разсмотримъ систему:

Система эта не можетъ быть решена относительно Х2 и Х3. Решая ее 
относительно другой пары неизвестныхъ, напримеръ относительно \  и Х2, и 
иринявъ Х3 =  1, найдемъ:

) __(£>2С3 3̂С2)ЛЭ
1 -  Ъ,с2- Ъ 2с,

3v2/3 Q у __\У2У1
h о  * * h r

(M i  î^3)X3
ЪуС2 — 62Cj

Принявъ X, =  6jC2 — 62c,, получимъ:

Xj — Ъ2с3 — Ъ3с2 — О, Х2 =  , Х3 ~  Ъ̂ с2 — Ъ2с± j

’ Ъх — 2у 4  =  3,
• 2 ^ 4 3 ^ 4  е =  1, 

5 ^ 4 9 ^ 4  3-е =  2 .



Уравнеше (2) даеть х~1.  Для опредФлешя вначешй у н и  можемъ по
ступить такимъ же образомъ, какимъ поступили для оиредЬлешя значешя х . 

3°. Разсмотримъ систему:

j Ьх — 2у +  3z =  7,
(1) | 2 x -f </- г =  3, .
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14а: — 2у -f 4z —  20.

Система эта даетъ:

(2) х(5Xj + 2Х2+  1^з) +  У(—2Xj-(- Х2 - 2Х3) £(3Xt— \  -f 4Х3) =  7Х14-ЗХ24~20Х3. 

Цриравнявъ нулямъ коэффнщенты при у и я, получимъ:

( — 2Хх + Х2 — 2xs =  О,
I 3h — Х2-j- 4Xj =  0.

Система эта даетъ: А 1 =  — 2Х3, Х2 =  — 2Х3; подставивъ эти значешя въ 
уравнеше (2), получимъ тождество:

0 . х =  О,

говорящее намъ, что система (1) неопределенна.
4°. Разсмотримъ еще такую систему:

(

( 1 )

Я+  у +  *+  и =  1, 
х  +  ау + Ъг + си =  О, 
х  + а?у +  Wz -{- с2и =  О, 
х  +  а3у -f- b3z 4- сяи = 0 .

Умноживъ уравнешя эти соответственно на Xt, Xj, Х8, и сложивъ по ча- 
стямъ, наЗдемъ:

(2) ( х (\  4- х2 + 4- 1) 4- у(К  -Ь аК  4- а^К “Г ®3) 4-
\ -}- z (\  -j- &Х2 -}- Ъ %  -f- Ъ3) -f- w(Xt -j- cX2 -(- c2X3 -(- с3) — Хг. 

Приравнявъ нулямъ коэффнщенты при у, z и и, получимъ: 

( Xj -j- аХ2 <i2X3 а3 О, 

(3) ■! +  Ък,2 -f- Ь2Х3 -(- Ь3 =  о,

I h + с х 2 +  с2х3 +  с> =  0.

Уиотребнмь следующей upieMb для решешя этой системы: разсмотримъ 
полиномъ

(4) «>5 +  х3<о4 4- К ю +  Xi,
вь которомъ Х3, )«, и \  имЬютъ значешя, удовлетворяются системе (3). Урав> 
нешя этой системы говорятъ, что полиномъ (4) обращается въ нуль при 
ш — а, ш =  Ъ, ш =  с и, слёдовательно, делится ва произведете
(5) (ш —  а)(ш — Ь )(Ш — с),

причемъ частное равно одному, ибо первый членъ делителя равенъ о>3.



Полиномы (4) и (5), следовательно, тождественны, такъ что 

ш* -f Х3<1)2 -f- XjO) -|- X, =  (о> — а)(а> — ЪХШ — с)>
или

<о* -{- Х3ш2 -f- Xj =  ш8 — (а -j- Ь с)о>J (ab 4- ас-\- Ьс)ш — аЬс. 

Тождество это даетъ:

Х3 =  —(а +  Ь +  с), Х2 =  ab ас 4- Ъс, X, =  — abc.

Подставляя значешя эти въ уравнеше (2) и замечая, что коэффищентъ

К +  \  "Ь ̂ 8 + 1

прв неизв-Ьстномъ ж, представляющШ значеше полинома нри <о=1, равняется

(1 — а)( 1 — Ь)(1 — с),

получимъ:
_________ — аЬс______

Совершенно нодобнымъ же образомъ найдемъ:

332 к н и га  п.



ГЛАВА СЕДЬМАЯ.

Неопределенный уравнешя первой степени.

§ I. Р-Ьшеше цйлыхъ неравенствъ первой степени.

366. Опред1;леш е. Реш ить неравенство значитъ найти границы, 
между которыми должны лежать т£ значешя буквы, фигурирующей 
въ неравенстве и принимаемой за неизвестное, которыя удовлетво
р я ю т  неравенству.

367. P tm e H ie  неравенства. Если знаменатели членовъ неравенства 
суть численные, то ихъ можно уничтожить, ибо мы будемъ знать 
знакъ общаго знаменателя, на котораго должно умножить обе части 
неравенства. Неравенство, следовательно, можетъ быть приведено къ 
форме:

ах >  Ъ.

Для определешя границъ, между которыми должны лежать зна
чешя буквы х , должно знать знакъ коэффищента при а.

Если а > 0, то х > ~  (101); если же а < 0, то х  < 77- (101).а %л %

868. Примгьръ. Решить неравенство:
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Умноживъ o6i части этого неравенства на положительнаго общаго наи- 
мепьшаго знаменателя, равнаго 24, получимъ:

9я — 4я +  2 >  12ж + 4 -  30,

откуда:

28 >  7ж, х  <  4,

и это неравенство равносильно предложенному. СлЬдонательпо, для удовлетво
рена предъидущему неравенству необходимо н достаточно присвоить букве ж 
какое в и есть значеше, менынее 4.

§ II. Неопределенный уравнешя первой степени съ двумя неизвестными.

369. О предйлеш я. Мы видели, что если дана система т урав
нешй (276), связывающихъ ( т-\-р )  неизвестныхъ, то система эта 
имеетъ безчисленное множество системъ решешй. Она неопреде
ленна. Мы показали, какимъ образомъ решается подобная система 
уравнешй.

Задача не представляетъ ни затрудненш, ни интереса, если иско- 
мыя значешя неизвестныхъ несвязаны никакими услов1ями, кроме 
техъ, которыя налагаются на нихъ уравнешями. Задача представить 
и затруднешя, и интересъ, если потребуется найти все целыя и по
ложительныя системы решешй. Этимъ вопросомъ мы теперь и зай
мемся. Разсмотримъ сперва уравнеше первой степени съ двумя не
известными. Ураёнеш е это можетъ быть приведено къ виду:

ах ~ Ъ у  =  с, [ 1]

где  а, Ъ, с, суть числа целыя, причемъ а и Ъ положительныя. Мы 
можемъ предположить даже, что обгцш наибольших делитель чиселъ 
а, Ъ, с равенъ единице, ибо, въ противоположномъ случае, можемъ 
разделить обе части уравнешя на общаго наиболыпаго делителя, 
отличнаго отъ единицы.

Реш ивъ уравнеше [1 ] относительно одного изъ неизвестныхъ, на
примеръ относительно х , получимъ формулу:

въ которой у остается совершенно произвольными



Давая въ этой формуле букве у совершенно произвольныя зна
чешя: а0, а1? а2, . . . , получимъ соответствующая значешя для х :

о __ с b&Q q __с -4- q _____ с +
Po—  а » Pi —  ~~а » р2--------а - » * • •

Является вопросъ: какья ц/елыя и положительныя значешя должно 
дать букве у, не пропустись ни одною, чтобы получить соответ- 
ствушцгя значешя для буквы х  целыми и положительными.

Сперва займемся решешемъ неопределенная уравнешя [ 1]  въ 
числахъ ц'Ьлыхъ. Будемъ предполагать, что коэффищенты а, Ъ, с суть 
числа взаимно простыя.

370. Теорем а. Если коэффищенты а и Ь неопределенного уравнешя

axz^zby =  с

суть числа невзаимно простыя, то уравнеше не имеетъ ни одной 
системы решенгй.

По условш теоремы имеемъ:

a а |(/, & —“

где  а „  и d суть числа цЬлыя, причемъ d отлично отъ единицы. 
Положимъ, что уравнен1е допускаетъ систему цЬлы хъ решешй: 
х  =  а, y =  $t такъ что имеемъ тождественно:

axda z t  bxd$ =  с;

раздЬливъ обе части тождества на d, получимъ:

at* z t b ip =  - | ; .

этотъ результатъ очевидно невозможенъ, ибо левая часть представ
ляетъ число целое, между темъ какъ правая часть равна дроби.

371. Теорем а. Если коэффищенты а и Ъ неопределенною уравнешя

а х ± Ъ у  =  с [ 1]

суть числа взаимно простыя, то неопределенное уравненге допускаетъ, 
по крайней мере, одну систему целыхъ решенгй.

Напишемъ рядъ чиселъ:
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а . О —  с, а . 1 — с, а . 2 —  с, . • • , а(Ъ —  1) —  с. [ 2]



Легко показать, что остатки, получаемые яри раздйлешяхъ чиселъ 
этого ряда на Ъ, будутъ различны между собою. Положимъ обратное, 
т.-е. положимъ, что два числа: Ж и ^ ,  взятые въ этомъ ряде, имЗдагь 
форму:

M = Q b + r ,  N = Q 1b +  r y

где  Q и суть нЪкоторыя цЬлыя числа, положительныя или же отри
цательныя. Равенства эти дадутъ: М — N = ( Q — QJb и покажутъ, 
что разность М — N  делится на Ь. Замечая же, что разность эта 
имеетъ видъ: аа), гд е  ш менее Ъ, заключаемъ, на основанш извест
ной теоремы ариеметики, что а<» не можетъ делиться на &, при а 
простомъ съ Ъ *)•

Итакъ, числа ряда [3 ], число которыхъ равно 6, дадутъ, при д4- 
ленш на Ъ, Ъ различныхъ остатковъ, т.-е. дадутъ, въ н4которомъ 
порядке, остатки:

О, 1, 2 , 3, 1.

Одинъ изъ остатковъ равенъ, следовательно, нулю. Положимъ, 
что число ряда [3 ], давшее остатокъ, равный нулю, есть (аа  —  с), 
где  а менее Ъ. Назовемъ частное при, этомъ делеш я, положительное 
или же отрицательное, буквою (3. Итакъ

=  Р, откуда аа —  с =  Ь$, или же аа — bfi =  c.

Тождество это показываетъ, что уравнеше [ 1]  удовлетворяется 
следующими значешями: х  =  а, у =  нР Р-

Примеры.

1°. Дано уравнеше Иге — 3«/ =  14. Составляемъ рядъ чиселъ:

11.0-14, 11.1-14, 11.2 — 14.

Числа эти, при д^леши на 6 =  3, даютъ соответственно остатки:

1, 0, 2.

Частное ири д1’>леши числа (11.1 — 14) па 3 равно (— 1).
Отсюда сл'Ьдуетъ, что 2 =  1, у = — 1.
2°. Дано уравнеше: Ьх + 33у =  17. ЗдЬсь удобнее взять д1>лителемъ число 

а, равное 5, и составить рядъ:

33.0 — 17, 33.1 — 17, 33.2 — 17, 33.3- 17, 33.4 — 17.
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*) См. Ариеметика Бертрана. Переводъ Н. Билибина.



•Остатки, получаемые при разделе Hi и чиселъ этого ряда на 5, соответ
ственно суть:

3, 1, 4, 2, 0.
33 4 __17

Итакъ, ----- ——  =  23; — 5.23-j- 3 3 .4 =  17. Тождество это показываетъ.
что уравнеше удовлетворяется при а; =  — 23, у =  4.'

372. Теорем а. Неопределенное уравненге

ах it .  by =  с, [ 1]

въ которомъ а и Ь суть числа взаимно простыя, допускаетъ безчис
ленное множество системъ целыхъ решенш. Все эти решетя за• 
ключаются въ форм/улахъ:

х  =  х0 +  Ы, у =  у0-\- at, [ 2]

где (х0 у0) представляетъ одну какую ни есть систему решенш, 
причемъ t есть произвольное целое число.

Докажемъ сперва, что всякая система, заключенная въ формулахъ 
[ 2] ,  удовлетворяетъ уравнешю [ 1] .  И въ самомъ д еле , подставивъ 
въ левую  часть уравнешя [ 1] ,  вместо х и у, значешя [ 2] ,  найдемъ:

ах0 abt z±i (Ъуо -f-  bat), или же axo^zby0.

Результатъ этотъ, по условш, равепъ с, ибо х0 и у0 представляютъ 
систему реш еш й уравнешя [1 ]. Итакъ, наша подстановка обращаетъ 
л^вую  часть уравнешя въ с, т.-е. формулы [ 2]  удовлетворяютъ 
уравнешю при всякомъ t.

Докажемъ теперь, что, наоборотъ, всякая система целы хъ  решешй 
уравнешя [ 1]  получается изъ формулъ [ 2]  при некоторомъ целомъ 
значенш t.

И въ самомъ д еле , возьмемъ какую нибудь систему целы хъ ре- 
шенШ (а, Р) уравнешя [ 1]; получимъ тождественно:

аъ —  Ъ$ —  с;
;1

имеемъ, по условш , тождественно:

ах о —  by о =  с; 

вычтя эти два тождества по частямъ, получимъ:
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Тождество это, будучи равносильно следующему:

__ а _  у0 — Р
+  Ь а — х0 ’

говорить намъ, что, при а и Ъ взаимнопростыхъ, числа: (у0 —  |3) и 
(а  —  #0) суть одинаковыя кратныя чиселъ а и 6, т.-е.

Уо — p =  fca, « — x0 =  ztJcbf
%

откуда

а Д/Q 1 1сЪу Р - Уо ..  li(l ,

гд4 & есть некоторое целое число, положительное или же отрица
тельное.

Равенства эти показываютъ, что числа я и р получаются изъ фор
мулъ [ 2]  при t =  — Tt.

373. У п р о щ е м е  уравн еш я ах!±Ъ у  =  с. Если коэффищенты а и с, 
или же коэффищенты б и с ,  имеютъ некотораго общаго делителя d, 
то уравнеше можетъ быть упрощено. И въ самомъ д е ле , положимъ 
y =  dy1. Подставивъ значеше это въ наше уравнеше, получимъ: 
ах —  bdyy =  с; разделивъ обе части уравнешя па d, придемъ къ

а сболее простому уравнешю: - ^ x ^ b y ^ - j  съ целыми коэффищентами.

Найдя систему (а , [3) решешй этого уравнешя, получимъ для дан
наго уравнешя систему (a, P i).

Примпръ. %х — Н у =  10. Полагаемъ: у =  2уъ подставляемъ въ уравнеше 
и разделяемъ на 2, что даетъ: Зх -  17уг =  5.

Уравнеше это допускаетъ решешя 13 и 2. Bet решешя данпаго урав- 
пешя заключаются въ формулахъ:

2=13 у =  4 + 6*,

где t есть произвольное целое число.

374. З а л^ ч а ш е . Нахождеше одной системы решешй изложенною 
выше методою (371) слишкомъ затруднительно при болыпихъ а и Ь. 
Мы изложимъ иныя методы, быстрее приводяпця къ цели.

375. Ч астн ы е  виды уравнен !я .
1°. Уравнеше или имеетъ видъ: х  z t  by =  с, или же можетъ быть 

приведено (373) къ этому виду; отсюда находимъ: x =  c ^ b y ;  сделавъ 
у =  о, получимъ х =  с. Итакъ, одна система решешй будетъ с л е 
дующая: х0 =  с, уо =  0.
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Все остальныя суть:

Х =  СЦ2Ы, y  —  t.

2°. Уравнеше имеетъ видъ: a x ^ z y  =  c\ отсюда у —  ± с Ц 1 а х \  

сделавъ х = 0 ,  найдемъ у — ± с .  Одна система: х 0 =  0 , y0 —  zirc. 
ВсЬ остальныя суть:

х  =  Ц1t, у —  z t  с -f- at.

3°. Уравнеше имеетъ видъ: a x l t b y  =  О. Одна система следую 
щая: х0 =  О, у0 =  0. B c i  остальныя суть:

х —  Ц^Ы, у — at.

376. Р е ш е т е  уравн еш я ах —  Ьу =  с. Покажемъ на примере нахож- 
деше одной системы решешй этого уравнешя, причемъ разсуждеше 
будетъ общее и приведетъ насъ къ методе, вообще более удобной, чемъ 
метода, изложенная выше (370 ).

Возьмемъ уравнен1е:
I

7я —  59 у —  12.

Регааемъ ypaBHeHie относительно неизвестнаго, имЬющаго мень- 
шШ коэффищентъ, т.-е. относительно х\ получаемы

х  _  12 +  59у

Исключивъ изъ правой части этого уравнешя целую  алгебрическую 
часть, найдемъ:

Для того, чтобы х  и у были числами целыми, необходимо и достаточно 

подобрать такое целое значете для у, при которомъ 5 было бы 

целымъ числомъ.
Итакъ, положимъ:

ы

где t какое пибудь целое число.
22*
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Равенство [а ]  даетъ намъ:

3 у —  I t  — —  5.

Решаешь уравнеше это относительно того неизвестнаго, у кото
раго коэффищентъ менЬе, т.-е. относительно у, и находимъ:

- 5  +  7*
У =  — — •

Исключивъ целую  алгебрическую часть, найдемъ:

Для того, чтобы у и t были целыми, необходимо и достаточно подо-
___ 2  t

брать такое целое t, при которомъ - - - -представляло бы цЪлое
_2  _i_ i

число. Итакъ, положимъ: - --- j — =..tv  где  tx есть некоторое целое

число.
Последнее равенство даетъ.

t —  Stx =  2.

Мы получили слйдующШ рядъ уравненш:

7ж —  592/ = 1 2 ,  Ъу — I t — —  5, t —  3tx =  2.

Последнее уравпеше мы умйемъ решать.
Оно даетъ: tx —  0, t —  2. Поставивъ во второе уравнеше, вместо 

t, число 2, найдемъ: у —  3, и тогда первое уравнеше даетъ: х —  27. 
Итакъ, одна система целыхъ решешй такова:

Xq —  27, у $ =  3.

B c i  же целыя р еш етя  даются формулами:'

£ =  27 +  59*, */ =  3 +  7£.

Разсматривая внимательно методу рЪшешя предложеннаго урав
нешя, видимъ, что вопросъ приводится къ последовательному р&шешю 
несколькихъ уравнешй, которыя суть:

1)  Данное уравнеше въ х  и у съ коэффищентами при неизвест
ныхъ, равными а и Ъ.
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2)  Уравнеше въ ж и t, при а <  Ъ, или же въ у и t, при а > Ъ .  
Коэффищенты его суть: а или Ъ и остатокъ г х при деленш  Ъ на а , 
или же а на Ъ.

3) Уравнен1е въ < и tx\ коэффищенты его суть: предъидупцй оста
токъ и остатокъ г 2 при деленш  а на г п  или же при деленш  Ь на

4) YpaBHeHie въ tx и £2; коэффищенты его суть: остатокъ г 2 и оста
токъ г3 при д-Ьленш г х на г 2, и т. д.

Мы непременно придемъ, при а и & взаимно простыхъ, къ такому, 
уравнешю въ tn- i  и tn, въ которомъ коэффищенты суть: г «  и 1.

И  въ самомъ д еле , припомнимъ, какимъ образомъ въ ариеметике 
находится общШ наиболышй делитель двухъ целы хъ чиселъ. Мы дЬ- 
лимъ тамъ большее число на меньшее, меньшее на первый остатокъ, 
первый остатокъ на второй, и т. д., т.-е. делаемъ то же самое, что 
делали при решешй нашего уравнешя, до техъ  поръ, пока не при
демъ къ остатку, равному нулю.

Предыдупцй остатокъ будетъ общимъ наиболыпимъ делителемъ. 
Принимая же во внимаше, что данныя числа суть числа взаимно 
простыя, т.-е. имеютъ общимъ наиболыпимъ делителемъ единицу, 
заключаемъ, что этотъ предъидупцй остатокъ непременно долженъ 
быть равенъ единице.

Итакъ, непременно придемъ къ уравнешю въ £H- i  и tn, въ ко
торомъ коэффищенты суть: г п и 1. Сделавъ въ этомъ уравненш 
tn =  О, получимъ tn- ! =  <*„_!, где  оси-1 есть некоторое целое число.

Положивъ въ предъидущемъ уравненш tn- i  =  <*n-i, найдемъ: 
tfn_2 =  a « - 2> гд е  ам_ 2 есть некоторое целое число, и т. д.; положивъ 
во второмъ уравненш £1= о с 1, получимъ х, или же у , равнымъ а0, и 
тогда ypaBHeHie даетъ: у, или же х, равнымъ ро.

Реш еш е будетъ окончено.

377. Н ек отор ы й  уп р ощ еш я . Предъидущая метода допускаетъ 
некоторыя упрощешя, которыя мы выяснимъ на примерахъ.

1°. Разсмотримъ ypaBHeHie:

П х  —  29у =  100.

Реш ая его относительно х , получимъ:

х = ш ± Ш .  щ

При исключенш целой алгебрической части изъ дроби мы можемъ 
поступать такимъ образомъ: делить 100 на 17 съ цЪлш получить 
положительный остатокъ, равный 15, и тогда частное будетъ равно 5;
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или же делить 100 на 17 съ ц елш  получить отрицательный оста
токъ, равный —  2, и тогда частное будеть равно 6.

Далее, можемъ делить 29 на 17 съ цЬлш  получить положитель
ный остатокъ, равный 12, и тогда частное будетъ равно единице, 
или же делить 29 на 17 съ ц елш  получить отрицательный остатокъ 
равный —  5, и тогда частное будетъ равно 2. Итакъ, возможны че
тыре комбинацш остатковъ:

15, 12; 15, — 5; —  2, 12; - 2 ,  5.

Удобнее всего выбрать вторую комбинацш. И въ самомъ д^л'Ь, 
если выберемъ вторую комбинацш, то исключеше целой части, при 
этой комбинацш остатковъ, дастъ:

е I n | 15 —* 5у х =  5 +  2у +  — Y f—  •

Можемъ вынести въ числителе за скобки 5, и тогда

я =  5 +  2у +

Для того, чтобы числа х а  у были целыми, необходимо и доста

точно выбрать такое целое у , при которомъ ~ — было бы цЬлымъ;

для этого необходимо и достаточно чтобы 3 было цЬлымх,

ибо 5 и 17 суть числа взаимно простыя. (Заметимъ здесь следующее: 
всегда случится, что тотъ множитель, который удастся вынести за 
скобки въ числителе, будетъ взаимно простымъ съ знаменателемъ. И 
въ самомъ д еле , въ противномъ случае оказалось бы, что остатокъ 
при деленш  одного коэффищента на другой и этотъ другой имели бы 
общимъ множителемъ число, отличное отъ единицы, и тогда оказа
лось бы, какъ показываетъ Teopifl общаго наиболыпаго делителя, 
что коэффищенты даннаго уравнешя имели бы также этого общаго 
множителя, что несовместно съ услов1емъ, по которому коэффищенты 
уравнешя взаимно простые).

Итакъ, полагаемъ:

-  - -  <£/
—~ -  =  t, откуда у-\- 17£ =  3.

Вопросъ оконченъ, ибо коэффищентъ при одномъ изъ неизвестныхъ 
равенъ единице.
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17# — 2 9 у =  100, у +  Ш = 3 .

Сделавъ t =  0, найдемъ у —  3.
Первое уравнеше даетъ: # = 11. Найдя одну систему реш енш, 

получимъ все целыя р еш етя  по формуламъ;

# = 1 1  +  29*, у  =  3 + Ш .  [а ]

•2. Возьмемъ третью систему остатковъ.
Иcключeнie целой алгебрической части изъ дроби [ 1]  даетъ:

*  =  6 +  !/ +  ^ ^  =  6 +  * + : ^ f ® .

Полагаемъ: —'~^у- —  t, откуда 6у \ lt =

Рйшаемъ уравнеше это относительно у и находимъ;

Здесь мы взяли систему остатковъ: 1 и —  1.

Полагаемъ: t =  tu откуда t —  6^  =  —  1.

Мы пришли, следовательно, къ уравнешямъ:

17# — 2 %  =  100, 6 t / + 1 7 * = l ,  t —  6*j =  —  1.

Делаемъ въ третьемъ уравненш tx —  0 и получаемъ: t —  —  I ;  
полагаемъ во второмъ уравненш t =  —  1 и находимъ у —  3; первое 
уравнеше даетъ # = 11.

3. Разсмотримъ теперь первую систему остатковъ.
Исключеше целой алгебрической части изъ дроби [ 1] даетъ:

. - 5 + , + £ £ *  =  в + , +  ! 2 $ 4 в .

Полагаемъ 5 —  t, откуда 4у — 17  ̂=  —  5. Реш ивъ урав- 

неше это относительно у, найдемъ:

у =  ~~-5 ^~1/- =  —  1 +  4£ +  — 1у - ^ -  Полагаемъ: — = * 1Э отку

да t —  4 ^ = 1 .

Уравнешя, которыя мы здесь имеемъ, суть следующая:
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17ж — 2 % =  100, &у —  17^ =  —  5, t —  4^ =  1.

Полагаемъ ^  =  0, тогда t =  1, у =  3, х  =  11.

378. Прнложеше теорш пепрерывныхъ дробей къ нахожденш 
одной системы решешй неопределенна™ уравнешя.

1°. Разсмотримъ сперва уравнеше скс - }-  Ъу =  с, где  а и Ъ суть 

числа взаимно простыя и положительный. Обратимъ дробь у  въ не-
Рп—1прерывную и образуемъ предпоследнюю подходящую ---- (201).

Данная дробь ~  будетъ последнею подходящею, образованною по 

данному выше закону (202), ибо а и Ь суть числа взаимно простыя. 
Мы имели (205 ):

aQn-i —  bPn- i  =  ( - l ) M. [1 ]

Здесь могутъ иметь место два случая:
1)  п четное. Равенство [ 1] даетъ:

aQn-i —  ЪРп- 1 —  1, откуда acQn- i  — ЪсРп- г  =  с.
Л

Сравнивъ равенство это съ предложеннымъ уравнешемъ, увидимъ, 
что уравнен1е удовлетворяется следующими значешями буквъ х  и у:

х  =  cQn- ь  у —  — сР п -1.

2) п нечетное. Равенство [ 1]  даетъ:

aQn-i —  ЪРп- 1 =  —  1, откуда —  acQn-1 +  b c P l- i  =  с.

Сравнивъ это равенство съ предложеннымъ уравнешемъ, найдемъ:

х =  —■ cQn- 1, у =  сР п -1.

2°. Разсмотримъ теперь ypaBHeHie ах —  by — с, где а и Ъ суть 
числа положителышя. Находимъ опять равенство [ 1]. Оно, въ случае 
п четнаго, даетъ: x —  cQn- 1, у —  сРп- 1; въ случае же п нечетнаго 
получимъ: х  =  — cQn-1, у =  —  сРп—1. Метода эта требуетъ, разу
меется, чтобы Ъ было отлично отъ единицы. При Ъ = 1  уравнеше 
рЬшается непосредственно.

Им’Ьемъ, следовательно, уравнешя:



Вместо дроби j -  можно было бы взять дробь и ее обращать въU Со
непрерывную. Разсуждешя остались бы г£ми же.

Примгьры.

1°. Дано уравпеше: 102х — ПЪу — 4. Имеемъ:

m  i
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102 i + i -

>+*•
39Предпоследняя подходящая равпа «щ- Имеемъ: 173 . 23 — 102. 39 =  1; 

отсюда

102 . (— 39 . 4) — 173(— 23 . 4) =  4.

Сравнпвъ равенство это съ предложеннымъ уравнешемъ, получимъ;

X —  — 156, у --- 92.

2°. Равсмотримъ уравнеше: 10ж -\~ 21у =  7. Имеемъ:

* 5 = o + L _
27 2 + 1

1 + ±
2+|- 

з
Предпоследняя подходящая равна g- Имеемъ: 10. 8 — 27 . 3 =  — 1,

отсюда ю  (— 8 . 7) +  27 (3.7) =  7.
Сравнивъ равенство это съ предложеннымъ уравнешемъ, получимъ: 

х = —  8 . 7, у =  3 . 7.

379. P tm e H ie  неоп ред 'Ь леп ны хъ  уравнеш й въ ч и с ла х ъ  ц й лы х ъ  
и п о лож и тельн ы хъ .

Разсмотримъ здЪсь два случая:
1°. Уравнеше имеетъ видъ ах — Ъу =  с, гд^ а и Ь суть числа 

положительныя. Подобное уравнеше имеетъ безчисленпое множество 
системъ цЪлыхъ положительныхъ р4шешй.

И  въ самомъ д^лй , ц^лня р еш етя  даются формулами:

х  =  #0 +  btf у =  у0-\- at.

Для того, чтобы х  и у были положительныя, необходимо и доста
точно, чтобы t удовлетворяло неравенствамъ:
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Неравенства эти даютъ соответственно (367):

Для того, чтобы эти неравенства были удовлетворены, достаточно

взять для t значешя, не менышя наиболынаго изъ чиселъ: — ~  -  ~ -  ’ о а
Такихъ зн ач еШ  для t существуетъ безчисленное множество.

Примгьръ. Возьмемъ уравнеше Ьх — 7у —  3. Все целыя эначешя его даются 
формулами:

x =  2-{-7ty ?/ =  1-)-5*. [о]

2 1Неравенства будутъ: 2 +715^0, 1 -f- bt^ 0, откуда t 5» — у , * 2» — у  
Эти неравенства удовлетворяются совместно следующими целыми эпачетями t:

0 ,1 ,2 , 3 , . . . ,о о ,  [Ъ]

и другихъ ц’Ьлыхъ значешй t, удовлетворяющихъ нашиыъ услов1ямъ, не су
ществуетъ.

Давая теперь въ формулахъ [а\ букве t значешя [6], получимъ безчис
ленное множество Ц'Ьлыхъ, положительныхъ системъ рЬшешй.

СдЬлаемъ здесь одно замЬчаше. Возьмемъ следукпщя формулы:

3 =  9 +  7*, у =  6 +  Ы. [а1]

для всехъ ц’Ьлыхъ системъ рЬптенш нашего уравнешя.
9 6Неравенства будутъ: 9 -f I t  2= 0, 6 -{- Ы 5* 0, откуда t ^ z — — , t ^  — — > 

Эти неравенства удовлетворяются совмЬстно следующими целыми значениями t:

1, 0, 1, 2, 3, . . .  , оо. [с]

Казалось бы на первый взглядъ, что мы пришли къ результату, несоглас
ному съ темъ, къ которому пришли, исходя изъ формулъ [а]. Казалось бы, 
въ самомъ дел’Ь, что число чиселъ въ ряде [с] единицею более числа чиселъ 
въ ряде [Ь]. Такое эаключеше было бы справедливо тогда, когда оо выра
жало бы собою число. Безконечность въ ряд-Ь [&] не выражаетъ собою числа; 
она выражаетъ только, что мы можемъ въ формулахъ [о] брать, для получешя 
положительныхъ решешй, вм-Ьсто t все цЬлыя числа, не менышя нуля. Без
конечность въ ряде [с] выражаетъ, что мы можемъ брать въ формулахъ [o'], 
вместо все целыя числа, не менышя (—1).

2°. Уравнеше имеетъ видъ: асс+Ъу— с, гд е  а и Ъ суть числа 
положительныя. Очевидно, что, при отрицательномъ с, уравнеше не 
будетъ иметь ни одной положительной системы решешй.

При положительномъ с уравнеше имеетъ ограниченное число це
лыхъ положительныхъ системъ решешй, которое, иногда, можетъ при



водиться къ нулю. Напримеръ, если с не равно нулю и менее а и Ъ, 
то не существуетъ ни одной целой положительной системы решешй.

Въ разсматриваемомъ случай формулы, даюпця цЬлыя решешя, 
будутъ:

х  =  х 0 —  bt, у =  у о at- 

Неравенства, которымъ должны удовлетворять t , суть сл'Ьдуютдя: 

х0 —  Ы^2  О, y0 -\ -a tSz  О,

откуда

1 Ъ ’ а

Если у  будетъ менее то ясно, что эти два неравенства

несовместны, и уравнеше не имеетъ ни одной системы положитель
ныхъ решешй.

Если же у  будетъ не менее ^  то неравенства будутъ удовле-. 

творены для всехъ значешй t, заключенныхъ между и у -

Примеры. 1°. Зх-\-7у =  0. Вс* делыя решешя могутъ быть изображены 
формулами:

2 =  — 7— It , ж =  3+ 3*.

Неравенства будутъ:

— 7 — 7*^ 0 , 3 +  3 ^ 0 ,
отсюда

t ^ - 1 ,  t ^  — 1.

Единственное значеше t, удовлетворяющее этимъ услов1ямъ, равно (—1). 
Отсюда сл-Ьдуетъ, что единственная положительная система р!>шен1й будетъ 
следующая:

2 =  0, у =  0.

Наипшемъ, для поверки, цЬлыя решешя нашего уравнешя въ такомъ виде: 

2 =  — 71, 2 =  31.

Неравенства будутъ: S t ^ O ,  откуда t ^ O ,  t ^ O .  Единственное
значеше для t, удовлетворяющее этимъ услов1ямь, равно нулю, и, следова
тельно, единственный положителышя решен1я уравнешя будутъ: х  =  0, у =  0. 
Получили предъидущШ результатъ.
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2°. Ъх +  2у =  4. Все целыя рйшешя изображаются формулами: х =  — 2t,
2

у =  2 +  Zt. Неравенства будутъ: — 2/^0, 2 + St 5 »  0, откуда 2 ^  0, * Ss — g- •
Единственное целое значение для удовлетворяющее этимъ услов1ямъ, равно 
нулю, и, следовательно, единственная целая положительная система решенш 
будетъ; ж =  0, у =  2.

8°. Ьх-\-Ьу =  Ы. Целыя р’Ьшетя даются формулами:

x  =  7 -Q t ,  у =  1 +  Ы.

7 1Неравенства будутъ: 7 — 6£^=0, 1 +  5£^= 0, откуда t^ s  — — .

Единственныя цЬлыя значев!я для t, удовлетворякмщя этимъ неравепствамъ, 
суть: 2 =  0, t — 1. Положительныя системы решешй предложеннаго уравнешй 
будутъ следуюпця:

® =  7, у =  1; я  =  1, 2/ =  6.

Для поверки возьмемъ следуюпця формулы цЬлыхъ решешй нашего урав
нешя:

ж =  - -5  — 61, у =11 +  Ы.

5 ■ 11Неравенства будутъ: — 5— б^^О, 11 +5/^=0, откуда — -•
Едипственныя цЬлыя эначетя для t, удовлетворякнщя этимъ неравенствамъ, 
суть — 1 и — 2. Системы положптельныхъ решешй предложеннаго уравнешя 
будутъ:

ж =  1, у =  6; Ж = 7, у= 1 .

*  § III.  PemeHie неопределенныхъ уравнешй первой степени съ тремя и 
съ болыпимъ числомъ неизвестныхъ.

380. Метода решетя неонределеннаго уравнешя съ двумя неизвестными 
въ числахъ цЬлыхъ (376) можетъ быть приложена и къ темъ случаямъ, когда 
число неизвестныхъ более двухъ.

Пояснимъ на примерахъ.
Примпръ I. Разсмотримъ уравнеше

23ж — 53  ̂+  80  ̂=  101.

Разрешая его относительно того изъ неизвестныхъ, которое имеетъ 
напменыпш коэффищентъ (въ данномъ случае относительно х), получимъ:

х = Щ ± М = * * ^ + ,у _  „  +  » ± 3 £ Ш .  . м



Для того, чтобы значешя х, у и z были ц'Ьлыя, необходимо и достаточно 
цодобрать ташя ц'Ьлыя значешя для у и £, при которыхъ

9 +  7у - Ш _ ,
23 — 1

гдЬ * ц'Ьлое число. Уравнеше это, будучи решено относительно неизвЬстнаго 
съ меньшимъ коэффищентомъ (въ данномъ случай относительно у), даетъ:

f= = S ± u ^ = _ 1 + # + l(+ = S ± 4 j± «  m

Полагая: — —i ~ . l L — =  tu  гдЬ tt есть некоторое цЬлое число, и р-Ьшая 
уравнен1е относительно *, получимъ:

( _ ^ = . ц + п 1 = 1 _ ! и + 3  ( i + |  м

Полагаемъ, наконецъ, =  откуда ^ =  2<2, и останавливаемся. 
Уравнешя [a], [6J и [с] даютъ:

х  =  4 +  2у — Zz + *, 
у — — 1 +  # +  3* +<i,
* =  1 — 2  ̂+  3^ +  #2,
*1 =  2*а.

Уравнешя эти позволять выразить х, у я z, при помощи буквъ *2 и -г, 
такимъ образомъ:

х  =  9 — 15* +  53*2, 

у —  2 — bz +  23*г , 
z =  z.

Давая эд'Ьсь буквамъ *2 и. z совершенно проиввольния ц'Ьлыя значешя, 
будемъ получать для х м .  у соотвЬтствуюпця ц'Ьлыя значешя. Посмотримъ, 
кашя ц'Ьлыя значешя должно присвоить буквЬ *2 для того, чтобы х, у ъ z были 
положительныя. Необходимо, чтобы

9 - 1 5 * +  53*2 =3=0, 2 - 5 0  +  2 3 ^ 0 ,

или же

9 +  53*2 ̂  15*, 2 +  23*2 5 »  5*. [«*]

При положительныхъ значешяхъ z необходимо, чтобы

9 +  53*2^0, 2 + 23*2^0.

Неравенства эти говорятъ намъ, что значешя *2 должны быть бол-Ье нуля 
или равны ему.
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3 2Испытываемъ, напримЬръ, t2 =  0. Неравенства [с2] даютъ- z ^ — , z ^ - ^ t

Неравенства эти удовлетворяются единственнымъ целымъ положительнымъ
значешемъ: е — 0, в тогда система решенШ будетъ:

\

2 =  9, у =  2, 2 =  0.

Испытываемъ t3 =  l. Неравенства [й] даютъ:
о

г ^  4 — } z ^ 5 .

Целыя положительныя значешя z, удовлетворяйся этимъ неравенствамъ, 
суть: 4, 3, 2, 1, 0, и тогда

2 =  2, у = 5 , z =  4.

2 =  17, у =10, г =  3.
2 =  32, у =15, z =  2.
х  =  47, у =  20, г =  1.
2 =  62, у =  25, 2 =  0.

Испытываемъ t2= - 2, п т, д.
Прилньръ I I .  Дано уравнеше 172 +  1$у +  82 =  89. Уравнеше это даетъ

г = 89-1| t iZ 2 =11 _  j , -  2* +

1 __^Иолагаемъ: ---- 1 о т к у д а  2 =  1 — 5# — 81. Итакъ,
0

2 = 1  — Ьу — Ы, я =  9 + 9 у+ Ш . [а] 

Для нахождешя положительныхъ значешй х, у и я, пишемъ неравенства:

1 — 5у ~  & === О, 9 +  9у +  Ш5з=0.

Неравенства эти даюгь:

_ 1 — 8« , — 9 — 17* Г/Л
Os^ys=S — , y S » -----g------  И

Для того, чтобы неравенства эти не противоречили другъ другу, необхо
димо, чтобы

1 — 8<__— 9 — 17#
5 9 ’

2откуда —4 г,, т.-е. t не можетъ иметь значешй, отличныхъ отъ значешй: 
1о

- 4 , -3 , - 2 , - 1 , 0, + 1+ 2, . . . , + оо. [Ъ]



I
Кроме того, t должно удовлетворять условш:
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которое даетъ для t вначешя:

О, — 1, — 2, — 3, — 4, — 5, . . . , -  оо. [с]

Сравнивъ результаты [i]  и [с], найдемъ, что t можетъ иметь только зпа- 
чешя:

О, - 1, — 2. - 3 , — 4.

Подставляя ихъ последовательно въ неравенства [<?], найдемъ:

при t = 0, » < !■ y ^ ~ 1, откуда y =  0.

при t = -1 , » < £ ■ y ^
8
9 ’ откуда у =  1.

при t = -2 , y ^
25
J ’

откуда у =  Ъ.

при t = - 3 , У ^  5 , y ^
42 
9 ’ откуда у =  5.

при t = -4 , _ 3 3
y ^

59 
9 ’ нетъ целыхъ вначешй

Подставляя въ равенства [а] найденныя соответствуклщя целыя и поло
жительный значешя'для у и получимъ:

у =  0, х  =  \, гг — 9;
у =  1, х =  4, 0 =  1;

у =  3, х  =  2, z =  2\ 

у =  Ь, ж =  0, е =  3.

Другихъ целыхъ и положительныхъ системъ решенШ данное уравнеше 
не имеет

*  § IV . PeuieHie неопределенной системы уравнешй первой степени.

381. Решен1е системы двухъ уравнешй съ тремя неизвестными. Оред- 
подожимъ, что дана система двухъ уравнешй:

ах +  Ъу + cz =  d, atx  + Ъху +  c1z =  d1.

Исключивъ одно иэъ неизвестныхъ, напр, £, получимъ ypaBHeHie вида: 
А х  ~f By =  С, где А, В  и С суть числа взаимно простыя. Если А  я В  суть



числа взаимпо простыл, то уравнеше им'Ьетъ безконечное множество системъ 
ц'Ьлыхъ рЬшешй, эаключенныхъ въ формулахъ:

x =  a — Bt, y =  $ -\ -A t.

Подставивъ 8начешя эти въ одно изъ данныхъ уравнешй, получимъ урав
неше въ 2 и z вида: A xt +  B xz =  Clt гд"Ь J . „  B v Си суть числа взаимно 
простыл. Если A t и В х суть числа взаимно простыл, то

t =  ax B xtx, z =  pj -f- A xtx.

Поставивъ эвачеше 2 въ выражешя, найденныя для жи(/, найдемъ:

X —  (а — Ва±) +  В В & , У =  + A aJ — A B xtx.

Неизв'Ьстныя ж, у и г  выражены въ tx.
Примгьръ.
Дана система: Ь х— \ \ у = 1 , Зж—4* =  0. Исключивъ отсюда ж, полу

чимъ: — 33у +  20* =  3. РЬшимъ это уравнеше. Полагаемъ: z =  3zx, и тогда 
уравнеше приводится къ следующему — 11̂  +  20% = 1, отсюда

-1  + 20* l  + 2*t 
У — n  *1 u  •

Полагаемъ: откуда *, =  — =  52 + ~~1 t -

Полагаемъ: =  откуда 2=1 +  22̂  СдЬлавъ 2j =  0, получимъ
послЬдовательно: t =  1, zx =  5, у =  9, z =  15. ВсЬ рЬшеная суть:

?/ = 9-202, £ =  15 — 33*.

Подставивъ значеше z во второе уравнеше, получимъ: х  + 442 =  20. 
Итакъ,

ж =  20 — 44£, «/ =  9 — 20#, * =  15 — 332. [1]

Для нахождешя всЬхъ цЬлыхъ положительныхъ системъ рЬшешй пишемъ 
неравенства:

20 — 442250, 9 — 202 ̂  О, 15-3322*0.

Неравенства эти дадутъ соответственно:

, 20 , л . ~
^ 44’ 0ТКуда * =  0’ — — 2, . . . , — с » ;

v 9
2 ^  — , откуда 2 =  0, — 1, — 2, . . . , — оо;

152 ^ ко , откуда 2 =  0, — 1, — 2, . . . , — оо.
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Итакъ, данная система уравненШ имеетъ безчисленное множество 
системъ ц'Ьлыхъ положительныхъ решешй, которыя найдемъ, подставивъ въ 
формулы [1], вместо £, последовательно значешя:

О, — 1, —  2 , ------ -  сх).

382. P'bmeHie системы двухъ уравнешй съ четырьмя неизвестными.
Примгъръ I. Дана система:

4 х З у 2 z 8̂  =  36, Ъх — 4у +  7z +  bv =  12.

Исключивъ изъ эгихъ двухъ уравнешй v, найдемъ:

— 4х +  47у — 46я =  84,
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откуда

— 84 —f— 47у — 46z *п, I 1 n t l I j. х =  1— ------- =  —  21 +  12у — l lz  +  *,

где t =  — ^— —. Это уравнеше даетъ: у =  — 2z — 4t.

Выражая г въ г и t, получимъ: х  =■ — 21 — 3bz — 47t.

Подставляя полученныя значешя для х  и у во второе изъ данныхъ урав
нешй, найдемъ: — 18# — 2Ы v =  15.

Выразивъ теперь х, у и v при помощи z и t, будемъ иметь:

х =  — 21 — 3bz — 47t, y =  — 2z — 4t, 0 =  15 + 18̂  + 2bt. [1]

Давая въ этихъ формулахъ буквамъ г и  / цЬлыя значешя, будемъ полу
чать для х, у и v соотвЬтствуюпця ц$лыя значешя. решпмъ вопросъ: каюя 
целыя вначешя можно присвоивать букве t и каыя целыя и положительный 
значешя можно присвоивать букве z для того, чтобы соответствуюпця зна- 
4epia х, у иг? были положительныя? Для решетя вопроса пишемъ неравенства:

— 21 — 35*-47 *S&0, - 2 z - 4 t ^ 0 ,  15 + 18* + 25* 3s О, *3=0. [2]

Неравенства эти дадутъ:

л _____  21 +  47t п. __— 15 — 251 г ,О ----------— , 0 ^ z ^  — 2t, -г5 5 ------ —— . [а]

Неравенства:

имеютъ одинаковый смыслъ, следовательно они не будутъ противоречить и 
тогда, когда



и тогда, когда
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21 +  47* 0. , 21 Гл1
---- Ш -  " "  23* И

Въ случай [&] мы должны иметь неравенство:

21+47* 15 +  25* _  147 
----- 36— 3 8 ------ й - >  W

для того, чтобы неравепства [а] не противоречили другъ другу. Неравенства 
[6] и [<*], мри совместномъ существовали, даютъ:

* =  0, - 1 , - 2 , - 3 , - 4 , -5 . [cj

Въ случае [с] мы должны им^ть неравенство:

0, _  — 15 — 25* г̂-1- 2 * S & ---^ --- , или * ^ — [/]

для того, чтобы неравенства [а] не противоречили другъ другу. Неравенства 
[с] и [/], при совместномъ существованш, даютъ:

* = 1 . Iд]

Изъ значенШ [е] и [gr], найденныхъ для буквы *, мы должны выбрать те 
значешя, которыя удовлетворяютъ неравенствамъ:

_ 2 (as0 ,

Первое неравенство даетъ:

*sg;0, т.-е. * =  0, — 1, — 2, -3, . . . , — оо.

тт , ^  21Изъ втораго неравенства находимъ: * ^  —

Этому неравенству удовлетворяютъ:

* —— 1» 2, 3, . . . , — сю.

Эти результаты покаэываютъ, что 8начен1я: * =  1 и * =  0 должны быть 
отброшены.

Итакъ, значешя *, удовлетворяющая неравенствамъ [а], суть:

*= - 1 , - 2 ,- 3 , -4 , —5.
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Подставляемъ значешя эти последовательно въ неравенства [а] и нахо
ди мъ:

при < =  — 1, нЬтъ целаго 2.

* о ^  73 35 _г =  — 2. 2 ̂  . г  5 = —  . 2  =  2.
’ ^  35 ’ —  18 1

t =  — 3, z ^  -у^-, нетъ целаго 2 .

£ =  — 4, 2 s^^jZ , 2 ^=-||-, нетъ целаго 2.
оО 1о

t =  — 5, 2 ^  нетъ целаго 2.

Отсюда следуетъ, что неравенствамъ [2] удовлетворяютъ совместно нзъ 
всехъ целыхъ t и изъ всехъ целыяъ и положительныхъ 2 только t =  — 2 и
2 =  2. Подставляя значешя эти въ равенства [ 1], найдемъ одну целую п по
ложительную систему решенШ:

ж =  3, у = 4 ,  2 =  2, v — \ 

предложенной системы уравнешй.

•#> § V. Решеше некоторыхъ неопределенныхъ уравнешй второй степеии
въ числахъ целыхъ.

388. Решеше неопределенныхъ уравненШ второй степени въ числахъ це
лыхъ составляетъ вопросъ, выходяпцй изъ пределовъ элементарной алгебры.

Мы ограничимся некоторыми указашями.

884. Решеше уравнешя тху -f- ш * -\-рх +  qy =  г. Уравнеше это со- 
держитъ въ квадрате лишь одно неизвестное и можетъ быть решено методою, 
которую выяснимъ на следующемъ примере. Дапо уравнеше:

Ъху +  2а;2 =  by -(- 4х 5.

Решая его относительно у, найдемъ:

— 2я2 + 4я + 5 
^=  Зх — 5 ‘

Исключимъ целую алгебрическую часть изъ правой части этого равенства. 
Для избежашя дробныхъ коэффищентовъ умножимъ обе части равенства на
9 и получимъ:

55
»ц  =  - в Х + 2  +  ^ = ^.

23*



356 КНИГА II.

Такъ какъ х и у еуть числа ц'Ьлыя, то Зх — 5 должно Д'Ьлить 55. Един
ственное случаи, которые подлежать разсмотрЬтю, суть, слЬдовательно, сл'Ь- 
дуюпце:

Зх —  5 =  :£ 55, Зх — 5 =  ± . 11,
Зх — 5 =  ±  5, Зх — 5 =  :£ 1.

Изъ нихъ только три случая даютъ ц’Ьлыя н положительныя значешя для 
х, и именно

Зх —  5 =  55, откуда х  =  20;
Зх — 5=  1, откуда х —  2;
Зх — 5 =  — 5, откуда # = 0 .

‘ При х  =  20 мы не получимъ цЬлаго положительнаго значешя для у. При
х =  2, у =  Ь\ система эта представляетъ единственную систему ц'Ьлыхъ и по
ложительныхъ р^шенШ предложеннаго уравнешя.

У  п р а ж н е н 1 я .

Решить въ ц'Ьлыхъ и положительныхъ числахъ сл'Ьдуюпця уравнешя:
1. 8ж+  6 % =  81. . 4. 17#-f 23у =  183.
2. 19# +  by =  119. -5. 1 х -\ -Щ —  297.
8. 3# + 7у —250. 6. 13# + 19у=1170.

Найти обпця формулы ц'Ьлыхъ рЪтейй и наименышя цЬлыя зна
чешя для х  и у въ уравнешяхъ:

7. 7#— 9у —  29. 8. 9# — 11у =  8.
9. 19# — Ьу— 119. 1 0 .17#-49у + 8=:0.

11. РавдЬлить 200 на татя двЬ части, чтобы, при дЬленш одной на 6 и 
другой на 11, получились соответственно остатки 5 и 4.

12. Найти п  положительныхъ цЬлыхъ чиселъ въ ариеметической прогрес- 
cin, имеющей сумму ю2. Показать, что, при нечетномъ », получаются 
два рЬшешя.

13. Опред’Ьлить наименьшее число, которое, при д^лент на 28, даетъ въ 
остаткЬ 21; при долети же на 19 даетъ въ остатк-Ь 17.

14. Найти общШ видъ чиселъ, которыя, при дЬленш на 3, 5, 7, даютъ со
ответственно остатки 2, 4, 6.

15. Найти наименьшее число, которое, при дЬленш на 28, 19 и 15, даетъ 
въ остаткЬ 13, 2 и 7.

16. Решить въ цЬлыхъ и положительныхъ числахъ уравнеше 17# +  23у +  
+  3* =  200.

17. РЬшить въ Ц’Ьлыхъ и ноложительныхъ числахъ систему: 5ж+4^+,г=272, 
8# +  9у +  3z =  656.



18. Число состоитъ иэъ трехъ цифръ, которыхъ сумма равна 20; если отъ 
него отнять 16 и остатокъ раздкшть на 2, то получится число, изо
браженное т$ми же цифрами, написанными въ обратномъ порядкЬ. 
Опред'Ьлнть число.

19. Найти три правильныя дроби, составляйся ариеметичёскую про- 
rpecci», знаменатели которыхъ равны 6, 9, 18 и сумма которыхъ

о 2равна 2 у

20. Решить въ целыхъ и положительныхъ числахъ уравнеше

3 ху — 4у + Зх =  14.

21. Решить въ ц'Ьлыхъ и положительныхъ числахъ ypaBHeHie

ху +  ж1 =  2х Зу 29.
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КНИГА III.

Уравнеш я высшихъ степеней.

ГЛАВА П Е Р В А Я . 

Уравнешя второй степени съ однимъ неизвйстнымъ.

385. О бщ ая форма уравн еш я  второй степени  съ  одним ъ не- 
извЬстны мъ. Если об£ части уравнешя съ однимъ неизвЪстнымъ х  
суть выражешя цЬлыя и рацшнальныя относительно х  и если наи- 
высийй показатель буквы х  равенъ двумъ, то уравдеше называется 
уравнешемъ второй степени или квадратнымъ. Изъ этого опред-Ьлешя 
вытекаетъ, что квадратное ypaBHeHie можетъ заключать члены только 

трехъ родовъ: члены, содержание квадратъ неизвЬстнаго х\ члены, со
держание первую степень х\ члены, независимые отъ х. Перенеся 
всЬ члевы въ первую часть уравнешя, соединивъ въ одинъ членъ всЬ 
члены съ ж2, въ одинъ —  всЬ члены съ ж и въ одинъ —  всЬ извест
ные члевы, придадимъ уравнешю общую форму

ах2 Ъх с =  О,

въ которой а, Ъ, с суть данныя числа, положительныя или отрица
тельныя, независимыя отъ х.

Примгьръ. Дано уравнеше
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Мы последовательно преобразовываем его въ схЬдующш уравнешя.-

? - Х  +  & + Ж - 8 - 4 = 0 .
Ьх2 -  ЗОх2 +  135я 4- 78а; -  360 -  18 =  0,

-  25ж2 + 2\3х — 378 =  0,
25ж2 -  213# + 378 =  0.

Р4ш еш я квадратнаго уравнешя называются его корнями.
Коэффищентъ а не можетъ быть нулемъ, ибо, въ противномъ слу 

чай, уравнеше перестало бы быть квадратнымъ. Что же касается до 
коэффищентовъ Ъ к с, то они могутъ быть нулями, и тогда урав
неше принимаетъ одну изъ формъ:

ах2 4 - с =  0, ах2 - f-  Ьх =  0.

Въ этихъ случаяхъ уравнеше называется неполнымъ.

§ I. Piunenie уравнешя второй степени.

386. С лучай , к огд а  уравнение и м еетъ  ф орму ах2 - {-  с =  0. Если 
уравнеше второй степени имЬетъ форму

их2 - }-  с =  О, [ 1]

то оно можетъ быть разсматриваемо, какъ уравнеше первой степени 
относительно х 2, и тогда

Если число ^ е с т ь  число положительное, то оно представ

ляетъ квадратъ неизвестнаго. Значеше х есть, следовательно, квад

ратный корень числа ^— —j,  имеющШ два значешя, «.различныя 

по знакамъ, но одинаковыя по модулю. Имеемъ два решетя:

» ХЧ — ~  " \ f  ~~ ~а' И

Если же число ( — есть число отрицательное, то не сущ е

ствуетъ ни числа положительнаго, ни числа отрицательнаго, квадратъ



котораго былъ бы отрицательный. УравненЬе [ 1]  не имгьетъ корней. 
Говорятъ, что оно имгьетъ два мнимыхъ корня, представляемыхъ 
формулами [ 2].

387. С лучай , к о гд а  ур авн еш е и м еетъ  форму ах2-\ -Ъ х = 0. Если 
членъ, независимый отъ х , равенъ нулю, то уравнеше имеетъ форму:

ах*-\-Ъх —  0\ [ 1]

можно х  сделать множителемъ и написать:

х{ах-\-Ь) —  0.

Для того, чтобы произведете двухъ множителей было равно нулю, 
необходимо и достаточно, чтобы одинъ изъ множителей былъ равенъ 
нулю. Мы получимъ, следовательно, все р е ш е т я  уравнешя, если 
положимъ:

ж =  0, ах-\-Ь =  0.

Уравнешя эти суть уравнешя первой степени, корни которыхъ 
соответственно таковы:

х х = 0, х2 —  —. [2]

Итакъ, уравненге имгьетъ два корня, изъ которыхъ одинъ равенъ 
всегда нулю.

388. Р е ш е ш е  п о л н а го  уравн еш я. Разсмотримъ теперь полное 
ураввеше

ах2 - j-  Ъх с —  0 [ 1]

и постараемся привести его къ форме [ 1]  (386 ), въ которой первая 
часть есть квадратъ, содержащей неизвестное; вторая же вполне из
вестна. Для этой цели  умножаемъ обе части на 4а (имеемъ право 
это сделать, ибо 4а не равно нулю), переносимъ затЬмъ 4а во 
вторую часть и получаемъ эквивалентное уравнеше:

4 а 2ж8 -f-  АаЪх =  —  4 ас.

Мы видимъ, что первая часть состоитъ изъ двухъ членовъ квад
рата (2ах +  6) 8, при чемъ для полнаго квадрата недостаетъ члена 62. 
Ирибавивъ къ обеимъ частямъ уравнешя &2, получимъ:

4а2ж2 - {-  4аЪх &2 =  Ъ2 — 4ас,

360 . книга  m.
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или

(2 ах -J- ЪУ =  &2 —  4 ас.

Мы привели уравнеше къ искомой форме, а именно ( 62—  4ас) пред
ставляетъ квадратъ числа (2ах-\ -Ь ). Если, следовательно, ( 62— 4ас) 
есть число положительное, то значеше ( 2ах - }- Ъ) будетъ квадратный 
корень этого числа; принимая во внимаше, что корень этотъ имеетъ 
два значешя, равныя по модулямъ, но противоположныя по знакамъ, 
найдемъ непосредственно:

2ах - j-  Ъ —  -f- |/б2 —  4ас, 2ах-\-Ъ =  —  УЪ* —  4 ас.

Эти уравнешя первой степени даютъ:

- Ъ - \ - 1/Ь2 — 4 ас — Ъ — \Zb7 — 4ас
x i —  2а » —  2а *

Уравнеше, слльдователъно, имгьетъ два ргьшетя. Обыкновенно эти 
два реш еш я заключаютъ въ одной формуле и пишутъ:

.  =  и

предполагая, ч то -|-]/&2 —  4ас представляетъ положительное значеше

радикала и — \/b2 —  4ас представляетъ его отрицательное значеше. 
Если же, наоборотъ, количество ( Ъ2 —  4ас) есть число отрицательное,

то j/&2 —  4ас не представляетъ никакого числа, ни положительнаго,. 
ни отрицательнаго. Разсматриваемое уравнеше не итьетъ никакого 
ргьшетя. Въ этихъ случаяхъ говорятъ, что уравнеше имгьеть два мни- 
мыхъ корня, представляемыхъ формулою [ 2].

Можетъ случиться, что ( 62 —  4ас) равняется нулю; въ этомъ слу

чай оба значешя ]/б2 —  4ас приводятся къ нулю. YpaBHeHie обра
щается въ следующее: {2ах +  b f  =  0, при чемъ оба корня делаются

равными: х  —  —  Уравненге имп>етъ, следовательно, одно ргьшете. 

Принято говорить, что оно имгъетъ два равны хъ  корня.

389. Уравнен1е второй степени  и м еетъ  всегда два корня.
Предъидущее изследоваше показало намъ, что ypaBHeHie второй сте
пени имеетъ иногда два р еш етя , иногда одно, и, наконецъ,
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иногда не имЪетъ ни одного р еш етя . Мы условились говорить, 
что уравнеше всегда имеетъ два р еш етя , которыя могутъ быть 
вещественный и различныя, вещественныя и равныя и, вако- 
нецъ, мнимыя. Можетъ, на первый взглядъ, показаться страннымъ 
выборъ такой формы, позволяющей однако заключать, во всехъ слу
чаяхъ, о существованш двухъ корней. Эти выражешя и это введете 
въ исчислешя мнимыхъ чиселъ суть сл$дств1е того духа обобщешя, 
который господствуетъ въ алгебре. И  въ самомъ д е л е ,  невозможно 
было бы производить д,Ьйств1я надъ буквенными выражешями, если 
бы форма результатовъ менялась вместе съ численнымъ значетем ъ 
буквъ. Нужно было бы безпрестанно подразделять вопросы для того, 
чтобы получать формулы, соответствующая тому или другому предпо
лож ен ^ . Приняие чиселъ отрицательпыхъ и мнимыхъ имеетъ ц елш  
избежаше этихъ затруднешй. Въ вопросе частномъ введеше этихъ 
чиселъ не приноситъ никакой пользы, но въ общемъ изученш целаго 
класса вопросовъ числа эти позволяютъ выражать и доказывать пра
вила и результаты, относянцеся ко всемъ вопросамъ класса, между 
темъ какъ OTcyTCTBie этихъ чиселъ потребовало бы доказательствъ и 
формулъ, различныхъ для различныхъ вопросовъ одной и той же 
природы.

390. О п р е д ^ л е т е  м нимаго вы раж еш я. Вообще мнимымъ выра- 
женгемъ называется квадратный корень изъ отрицательнаго числа. Вы
ражеше это не заключаетъ въ себе ни малейшей идеи объ измеренш 
величинъ. Мнимое выражеше, подобно числу отрицательному, не пред
ставляетъ никакой величины. Действ1я надъ мнимыми выражешями, 
подобно действ1ямъ надъ числами отрицательными, имеютъ условный 
смыслъ и представляютъ драгоценное средство обобщешя.

Первое изъ соиашент состоитъ въ введенги мнимой единицы или 
мнимаго знака, обозначаемаго знакомъ г, которому, условно, приписы- 
ваютъ свойство, выражаемое равенствомъ:

» • * = —  1- м

Второе соглашете состоитъ въ разсматриванги числа ]/ —  А, 

какъ произведешя двухъ чиселъ: ]/А  и i, такъ что

V '^ A  =  V 'A  ■ г. Гр]

Отсюда будетъ слЬдовать, что

\/—  1 =  |/1 . i  — г .
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Условливаются производить все действгя надъ мнимыми выраже
ньями по тгьмъ же самымъ правиламъ, по которымъ они производятся 
надъ количествами действительными (вещественными) (вещест
венными или действительными количествами называются положитель
ныя и отрицательныя числа).

Вслед е ш е  этого соглашешя соглашеше [р] не противоречить по- 
нятш  о квадратномъ корне, й  въ самомъ д еле , имеемъ:

( ]Г а  . i )  =■ W А )  . г 2 =  А  . —  1 =  —  А .

391. Ф орм а  м ннм ы хъ корней уравн еш я второй степени . Мнимые 
корни уравнешя второй степени суть выражешя формы А-\-\/ — В,  
въ которой В  есть число положительное. Обозначивъ буквою Ъ квад
ратный корень этого числа, такъ что В ^ Ъ - ,  приведемъ мнимое вы
ражеше къ форме А-\-\/  —  Ъ2. Последняя форма, въ силу соглашешя 
[Р], принимаетъ видъ

А. +  Ъ |/ —  1 =  A  - j-  Ы.

Выражешя этой формы называются комплексными выражешями. 
Всякое вещественное число можетъ быть разсматриваемо, какъ частный 
случай мнимаго, если положимъ Ь =  0, такъ что, напримеръ,

7 =  7 -j- 0 . г, — 2 =  — 2 —J— 0 . г, и т. д.

Мы займемся впоследствш этими выражешями; теперь же заметимъ, 
что вообще правила действШ, доказанный для чиселъ вещественныхъ, 
будутъ служить, какъ определенгя действш, нроизводимыхъ надъ ком
плексными выражешями. Безъ этихъ соглашенш действ1я надъ ком
плексными выражешями теряютъ смыслъ.

392. П р а в и ло . Формула [ 2]  даетъ, во всехъ случаяхъ, корни 
уравнешя [ 1]. Она показываетъ, что для полученгя корней должно взять 

коэффищентъ при х, переменить у него знакъ, прибавить къ нему и 
вычесть изъ него отдельно квадратный корень числа, образованнаю 
вычитангемъ изъ квадрата этою коэффищента учетвереннаго про- 
изведетя коэффгщгента при х 2 на независимый членъ, и полученный 
результатъ разделить на удвоенный коэффищентъ при х 2.

393. У п р ощ еш е . Случается иногда, что формула эта и правило, 
ею выражаемое, значительно упрощаются.
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1°. Разд^ливъ всЬ члены уравнешя на а, мы приведемъ уравнеше 
къ формй:

Можно прямо рЪшить это уравнен1е, перенеся q во вторую часть, при-

ратные корни изъ результатовъ. Проще вывести новую формулу изъ
[ 2], сделавъ а =  1, Ъ = р ,  c — q. Формула обратится въ следующую:

Нужно знать наизусть эту формулу и употреблять ее всегда, когда 
а =  1. Она показываетъ, что для ргьшетя уравнешя [3 ]  должно взять 
половину коэффиигента при х, изменить у нея знакъ, прибавить и 
вычесть потомъ последовательно квадратный корень числа, образован
наго вычитангемъ всею извгъстнаю члена изъ квадрата этой половины.

2°. Можетъ случиться, что коэффищентъ Ъ при х  будетъ четный. 
Если сдйлаемъ множителя 2 явнымъ, положивъ Ъ =  2к, то уравнеше 
[ 1]  приметъ форму:

Можно было бы прямо решить это уравнен1е изложенною мето
дою, умноживъ обе части на а и образовавъ въ первой части квад
ратъ выражешя (ах-\-к ). Но проще сделать предположеше Ъ =  2к въ 
формул^ [ 2]; она обратится въ следующую:

х 2 -\-рх +  2 =  0. [3]

бавивъ потомъ къ обЪимъ частямъ и извлекая, наконецъ, квад-

х

или, выполнивъ разд^деше радикала на 2,

М

ах2 -f- 2кх 4“ с =  0. 15]

— 2к ±. y/4fc2 — 4ас
2 а

или, по сокращены на 2,

— к ±  у/к* -  ас [6]

Итакъ, для нахожденгя корней въ этомъ случаи должно взять по
ловину коэффициента при х  съ измгьненнымъ знакомь, прибавить и вы
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честь квадратный корень числа, которое получит, вычтя изъ квадрата 
этой половины произведете коэффищента при х 2 на независимый членъ, 
и разделить результатъ на коэффищентъ при х 2.

394. Цриложенгя. 1°. Дано уравнеше: ж2 — 7ж +  10 =  0.
Будемъ им^ть:

7 , 3  „ 
Xl - ~ 2 + J  — 5’

х =  — ±  \ f  — — 10 =  — ± у /  — =  — ± —;2 Г 4 2 г 4 2 2 ’

2°. Дано уравнеше: Зж2 +  14ж — 440 =  0. 
Найдемъ:

— ~  1 ~  ^49 +  3 . 440 _  — 7 ± ]/ 1369 
3 — 3

х =

ж2_  2 - у  — 2.

=  10.

44
3 '

3° Дано уравнеше: 7ж2 — 13ж +-3 =  0. 
Имеемъ:

13 ± Ущ — 4. 17 . 3_13±^85.
«1 =

_  13+У85
14

14 14 ] _1 3 - j/ 8 5  
( 14

4°. Дано уравнеше: ж2 — бж + 9 =  0.
Имеемъ (корни равные): ж= 3± |/9 — 9 =  3; | Xi ~

I —
5°. Дано уравнеше: 2ж2—11ж+20=0.
Имеемъ (корни мнимые):

=  3 
3.

_  11± 121— 4 . 2. 2 0 _1 1 г£ ]/-  39.
4 ~  4ж =

I И  . V  39 ,
* i = T  +  —

I 11 |/39 .
* = Т ” Г - г*

6°. Дано буквенное уравнеше: 4- —  у" 4  ~ •
Уничтоживъ знаменателей, иеренеся члены и соединивъ подобные члепы, 

получимъ:

(а —b)2x j— (а2+ Ь3)(а  4  Ъ)х4 аЪ(а+ b f  =  0,



откуда

(а? + Ь2)(а + Ь) ± \/ {а-+ ¥ )\ а +6)2- 4 аЬ(а+Ъ У(а  ~  Ь)2 
х ~  2 (а — 6)*

или - ■

_  (а+6) [а2+  62i  |/(а -  Ь)4+4а2Ь2 J 
2(а — bf

$ II. Насл^доваше формулъ.
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395. Случай, когда корни вещественные и неравные. Мы
видели, что уравнеше [ 1] имЬетъ два вещественныхъ вераввыхъ 
корня:

— Ъ — \/ъ2 — 4ас -  Ь + 1/б2 — 4ас 
* 1 =  2а--------- ’ ^  = -----------2а--------- '

если (Ь2 — 4ас) представляетъ положительное число.
Всегда можно предположить, что а есть число положительное, ибо, 

въ противномъ случай, неременивъ знаки у всехъ членовъ уравнешя, 
сделаемъ число это положительнымъ. Итакъ, знаменатель обоихъ 
корней можетъ считаться положительнымъ, и знакъ корня одинаковъ, 
следовательно, со знакомъ числителя.

Число с можетъ быть положительнымъ, нулемъ или отрицатель- 
нымъ. Если с положительное, то (&2 —  4ас) менее 62, и, следовательно, 
]/ 62 —  4ас менее модуля числа Ъ; отсюда вытекаетъ, что знакъ чи
слителей одипаковъ со знакомъ ( —  Ъ), т.-е. въ этомъ случае оба 
корня имиъютъ одинъ и тотъ же знакъ, одинаковый со знакомь 
( —  Ъ). Если с отрицательное, то (V  —  4ас) более Ъ2; отсюда сле- 
дуетъ, что J/V —  4ас более модуля числа Ъ, т.-е. знакъ числителя 
одинаковъ съ темъ знакомъ, который помещенъ передъ радикаломъ 
J/V —  4ас\ оба корня имгъютъ, следовательно, противоположные 
знаки; причемъ, если Ъ положительное, то модуль корня x t более 
модуля корня х 2; если же Ъ отрицательное, то, наоборотъ, модуль 
Корня х2 будетъ более модуля корня х1. Въ частномъ случае, когда 

с —  О, УЪ1— 4ас равенъ модулю числа Ъ\ отсюда следуетъ, что 

х 1=  —  — , х 2 « =  0, если Ь положительное; х у =  0, х 2 =  —  ~  > если Ъ 

отрицательное.



396. Случай, когда корни вещественные равные. Если

(Ь2 — 4 ас) =  О,

то оба корня равны между собою и равны числу — ~  ; знакъ корней

противоположенъ знаку при Ъ.
Замйтимъ, что въ разсматриваемомъ случай уравнеше можетъ на

писаться такимъ образомъ:

62 /  Ъ \ 2
аж2 +£>.* + ^  =  0 , или а [х +  2 а) =  ° v

Первая часть уравненгя представляетъ, следовательно, полный 
квадратъ, умноженный на а.

397. Случай, когда корни мнимые. Если (Ъ2 — 4ас) есть число 
отрицательное, то корни мнимые. Положивъ, для сокращ ена,

Ь | /  4 ас — 62 D
2а ~  а’ — 15—  =  & 

нридадимъ корнямъ форму:

*i =  а “  Р 1/— 1» =  a -{- р ]/— 1.

Въ этомъ случай ypaBHeHie можетъ написаться въ видй, который 
полезно заметить.

Им-Ьемъ, очевидно,

axa +  bx +  c =  a ( x a +  - l  х + \ )  =г  а ( ж2 +  я: +  ^ + £ } .

Первые три члена въ скобкахъ представляютъ полный квадратъ: 

посл-Ьдше же два приводятся къ 4а^ & • Уравнеше мо

жетъ написаться такимъ образомъ:
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Число — ^ 2— * будучи положительнымъ, можетъ разсматриваться,

какъ квадратъ своего квадратнаго корня. Можемъ, слйдовательно, 
писать:



368 КНИГА I I I . '

Результатъ этотъ показываетъ, что въ случагь (Ъ2 — 4ас) отрица
тельнагоj лгьвая часть уравненгя представляетъ произведенье числа а 
на сумму квадратовъ двухъ вещественныхъ выражетй. Форма эта очень 
хорошо показываетъ, почему уравнеше, въ этомъ случай, не имеетъ 
никакого реш еш я: никакое значеше буквы х  не обратитъ выра-

ж ея1я | х  +  въ отрицательное число, т.-е. первое слагаемое въ

скобкахъ никогда не можетъ сделаться числомъ отрицательнымъ, вто
рое же слагаемое есть всегда число положительное, а потому сумма 
этихъ двухъ слагаемыхъ, ни при какомъ вещественномъ х , не можетъ 
быть нулемъ.

398. Таблица изсл1;довашя. Результаты предъидущаго изсл^до- 
вашя могутъ быть заключены въ следующей таблиц^:

= о {

с > 0  {

ъодинъ корень нуль, одинъ корень =  — —;Ъ2 — 4ас >  0.
Оба корня с 'Х )  /  оба ^°РНЯ положительные,

вещественные 
неравные.

Ъ2 — 4 ас =  0.

Ъ >  0, оба корня отрицательные; 

с < 0  { оба корня различныхъ знаковъ.о{
Оба корня веществен- | хг = х 2 =  — ^ :  |

ные и равные.

первая часть представляетъ пол
ный квадратъ.

62 — 4 а с < 0 .  ( первая часть есть сумма двухъ
Оба корня мнимые. |  х  _ a _ |_ p j/IT y  ’ квадратовъ.

399. ЗаагЪчаше. 1°. Если знаки а  и с различны, то корни всегда 
вещественные, ибо (62 —  4ас) представляетъ тогда сумму.

2°. Для того, чтобы корни были равны по модулю, но противопо
ложны по знаку, необходимо и достаточно, чтобы Ъ =  0. И въ самомъ, 
дк^Ь, если числа а и — а суть корни, то им’Ьемъ тождественно:

j  а а 2 6а - j-  с =  О,

\  а а 2 — ba - f  с —  О,

откуда, вычитая эти тождества,

2&а =  О, 

или, такъ какъ о не есть нуль,

6 =  0.

Очевидно, что услов1е это и достаточно.
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§ III. Свойства корней.

400. Теорема I. Сумма корней квадратнаго уравнешя равна част
ному, получаемому отъ раздгьлетя коэффицгента при х съ измгъненнымъ 
знакомъ на коэффищентъ при х 2.

И въ самомъ д^лй, сложивъ формулы [ 2] (388), найдемъ:

— 4- и :

401. Теорема II. Произведете корней равно частному, получае
мому отъ раздгьлетя извгьстнаго члена на коэффищентъ при х 2.

Перемноживъ формулы [ 2] по частямъ, получимъ:

_  ( _  ь — \ / v  -  4 а с )(-  Ь +  ] /ъ2 - 4 а с )  _  Ь2 -  (Ь2 — 4 ас) 
x ix * —  4а2 “  4а2 ’

или

Х1Х* — а*

ГГредъидушдя два предложешя въ высшей степени важны.

Приложешя ихъ многочисленны. Дадимъ некоторый изъ нихъ.

402. Разложеше левой части уравнешя второй степени на 
множителей первой степени. Если x t и х и означаютъ корни урав- 
нешя:

ах2 -f- Ъх с =  0, [1 ]

, Ъ с
Х\ “Г д » Х1ХЧ а •

Ъ с
Разделивъ о б е  части уравнешя [1] на а  и заменивъ — и — предъ- 

идущими значешями, найдемъ для левой части:

х 2 —  (2̂  4 ~ х 2)х  -}- %iX2, 

или, какъ легко въ этомъ убедиться,

(ж —  Xj)(x — х2)-

24



Итакъ, мьвая часть уравнешя второй степени, приведеннаго къ виду

х 2 — х  — 0,' а 1 о ’

представляетъ произведете двухъ биномовъ, равныхъ разностямъ между 
буквою х  и каждымъ изъ корней.

Левая часть уравнешя, написаннаго въ форме:

ах2 -|- Ъх +  с — 0,

можетъ быть представлена такимъ образомъ:

а(х — x t)(x — х2).

403. Разложеше трехчлена второй степени на множителей 
первой степени. Предъидущая теорема прилагается непосредственно 
къ разложешю трехчлена второй степени на множителей первой сте
пени. Она же можетъ быть доказана и прямо такимъ образомъ. 

Разсмотримъ трехчленъ

ах2 4 ~Ьх-\- с\

имеемъ тождественно:

а х 2 +  Ъх +  с = а ( х *  +  ^ х - \ - ^ )  =  « { ( *  + 4 ) + ¥ “  i h }  ;

мы можемъ заменить здесь выражеше ^ ) тождественно рав
нымъ ему выражешемъ:

. . ( / т у .[V  4а2 а ) ’

подстановка эта преобразуетъ выражеше [1 ] въ произведете числа а 
па разность двухъ квадратовъ, т.-е. въ выражеше:

a {{x + ^ ) - { y r

Но известно, что разность квадратовъ двухъ чиселъ равна произве
дение суммы этихъ чиселъ на разность ихъ, а потому предъидущее

370 к н и г а  h i .



выражеше, тождественное трехчлену ах2 -{- Ъх -}- с, можетъ написаться 
такимъ образомъ:

a (x + ^ ~ V  -L’ ~ T r ) ( x + ^ + y '

или

« (*  -

Выражеше это представляетъ выражеше, найденное выше, и именно:

а(х — х г){х — а2).

Полученная формула прилагается очевидно и къ тому случаю, 
когда корни х г и х 2 мнимые, но только въ этомъ случай оба множи* 
теля: (х—х у) и (х—х 2) не имЗштъ никакого ариометичег.каго значешя.

Зам'Ьтимъ, что корнями трехчлена ах2 -\-Ъ х-\- с называютъ таюя 
числа, которыя, будучи подставлены вместо буквы х  въ трехчленъ, 
обращаютъ его въ нуль. Изъ этого опред-Ьлешл вытекаетъ, что корни 
трехчлена ах2 -\-Ъ х-\-с  одинаковы съ корнями .уравнешя

ах2 -}- Ъх -j- с =  0.

Предъидушдя разсуждешя показываютъ намъ, что трехчленъ вто
рой степени ах2 4 “ Ьх -f-с_ разлагается на трехъ множителей, изъ 
которыхъ одинъ равенъ коэффицгенту а при х 2 и остальные два суть 
разности, въ которыхъ уменъшаемыя равны буквуъ х, вычитаемыя же 
суть корни разсматриваемаю трехчлена.

404:. Важное зазг1!чан1е. Буква х, входящая вътрехчленъ ах2-\-Ьх-\-с, 
и буква ж, входящая въ уравнеше ах2 Ъ х с  ~  0 , им^вотъ раз
личные смыслы. Буква ж, входящая въ трехчленъ ах2 -f- Ъх +  с, не 
подчинена никакимъ услов1ямъ и способна принимать всяшя зна
чешя; буква же ж, входящая въ уравнеше ах2 Ъх +  с =  0, спо
собна принимать только! два значешя, которыя, между прочимъ, 
обращаютъ трехчленъ ах2-{-Ъх-\-с въ нуль, т.-е. суть корни этого 
трехчлена.

Примгьры. 1°. Разложить на множителей трехчленъ — l5w2 +  16w-f-64. 
РЪшаемъ уравнеше — 15ю2 +  16ю +  64 =  0, или эквивалентное уравнеше
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„ - 8  .4. 1 /~ ~ 64~ ~ 64_  8 1 /~64(Г-р~15)_8 :£ 8 . 4 ,
15 V 152 15 15 ^  152 ~  15 ’

8.5 8 — 8 .3  8
Wl~  15 -  3 ’ П* ~  ТЕ ~ ~  5 •

Имеемъ:

— 15w2 +  16л -Ь 64 =  -  15 (n  -  п +  =  — (Зп -  8)(5» +  8).

2°. Раэложить на множителей выражеше Зх — х2 — п{\ — п) — 2. 
Разсматривая это выражеше, какъ трехчлен* второй степени относи

тельно х , предетавляемъ его въ виде: —х2 -\-Зх +  (ю2 — п — 2). Решаемъ 
уравнеше:

х2 — Зх — (п2— п — 2) =  0, принявъ за неизвестное букву х.

Корни этого уравне!йя суть:

х± =  1 +  ю, х2 =  2 — п.

Разложеше будетъ следующее:

Зх — х2 — п( 1 — п) — 2 =  — (х — 1 — ю)(ж — 2-\-п). [а]

Мы можемъ разсмотреть предложенное выражеше, какъ трехчленъ второй 
степени относительно буквы п, и представить его въ виде:

п2 — п -|- (Зх — х2 — 2).

Для разложешя его на множителей первой степени относительно п, пи- 
шемъ уравнеше:

п2 — п 4- (Зх — х2 — 2) =  О

и, принявъ за неизвестное букву п, находимъ корни:

п1 =  2 — х, п3 =  — 1-\-х.

Разложеше будетъ следующее:

(п — 2 +  х)(п +  1 — х).

Очевидно, что разложеше это тождественно съ разложешемъ [а]. 
о3 4-1

3°. Сократить дробь: дг' +  зд Разлагая числителя и знаменателя на 

множителей, получпмъ:

я8 4" 1 — (я 4* l)(^2 — ® ”f" l)j ®2 Ч-  ̂— (я 4" 2)(а +  1).

Корни этого уравнешя суть:



УРАВНЕШ Я ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 373

Дробь принимаетъ видъ: а? — a 4  1 
а -(- 2 . ЗамЬтимь, что корни трехчлена '

а? — а + 1  мнимые, а потому трехчленъ не раскладывается па вещественныхъ 
множителей первой степени относительно буквы а.

405. З а д а ч а . Доказанный выше свойства корней позволяютъ 
реш ить следующую задачу:

Найти два числа, зная ихъ сумму и ихь произведете.
Обозначимъ заданный сумму и произведете неизвестныхъ чиселъ 

соответственно буквами S  и Р . Неизвестныя числа суть корни урав
нешя:

ибо сумма корней равна именно S  и произведете корней равно 
именно Р.

Легко написать это уравнеше въ такой форме, которая a priori 
покажетъ тождественность двухъ вопросовъ. И въ самомъ д ел е , ypaB
HeHie можемъ написать такимъ образомъ:

P = S x  —  х 2, или Р = ж ( £ —  х). Форма эта говорить, что реш ить 
уравнен1е ж2—  $ ж - | - Р = 0 , значитъ найти такихъ два числа: х  и 
(S  —  ж), которыхъ произведете было бы равно Р , причемъ сумма 
была бы равна ж -Ь & — ж, или S.

406. О пред'Ьлен1е, h p rio ri, зн ак о въ  корн ей . При помощи 
соотношешй, дающихъ сумму и произведеше корней, мы можемъ опре
делить знаки корней, не находя корней.

Если число есть число положительное, то и произведеше кор

ней жх и ж2 положительно, а потому знаки корней одинаковы. 
Для реш еш я вопроса о томъ, каковъ знакъ, обращаемся къ соотноше-

шю [ 1] (400). Оно говорить намъ, что въ случае ^----- ^  положитель-

ней х х и ж2 отрицательно, а потому знаки корней различны.

ж2 -  £ж +  Р  =  0 ,

наго, корни имею тъ знакъ (-(-); въ случае 

наго — знакъ (— ).

отрицатель-

Если число —  есть число отрицательное, то и произведеше кор-

Въ этомъ случае зпакъ числа покажетъ, который изъ

корней имеетъ наиболышй модуль.
Н апримеръ, знаки корней уравнешя

ж2 — Зж — 4 =  0 V
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различны, ибо произведете ихъ равно — 4; отрицательный ко
рень имеетъ менышй модуль, ибо сумма корней положительна и 
равна 3.

407. Зам^чаше. Прежде чгьмъ прилагать предъидущгя правила, 
должно испытать, вещественны ли корни. Казалось бы, напримеръ, 
что корни уравнешя

ж2 — 3*4-10 =  0

положительны, а между гЬмъ выражете (iЬ2 — 4ас), равное — 31, 
говорить намъ, что корни мнимы.

408. Задача. Теорема (402), имеющая важное значете въ ана
лизе, позволяешь решить неносредственно сл'Ьдуюшдй вопросъ:

Образовать уравненге второй степени, корни котораго были бы 
заданный числа «, р. Искомое уравнеше, очевидно,-таково:

(х  —  а)(ж —  Р) =  0, или х2 — (a - f -  Р)ж 4* аР =  0.

Видимъ, a priori, что первая часть уничтожается и при х  =  а и 
при ж =  р.

Видимъ также, что коэффищентъ при х  равенъ сумме корней, 
взягыхъ съ противоположными знаками, причемъ весь известный 
членъ равенъ произведенш корней.

Примгъры. 1°. Каково уравнеше, корни котораго суть: 2 +  ] / з  и 2 — 1^3?

Сумма 2 4~ | / 3 -j- 2 — | / з  =  4, произведете (2 - f j / 3 X 2 — j / 3 ) = 4 —3 =  1 .
Искомое уравнен1е есть, следовательно, х2 — 4 * 4 -1  =  0.
2°. YpaBHeHie второй степени, имеющее корни: (а -\-Ъ ) и (а — Ь), есть, 

следовательно, х2 — 2ах +  а3 — Ъ2 =  0.

Ф § IV. Пределы корней уравнешя ах2 -|- Ьх -f- с =  0, когда а стремится
къ нулю.

409. 1°. Предположимъ, что въ уравненш

ах2 4 “ Ъх 4~ с —  О

коэффищентъ а есть переменное число, стремящееся къ нулю, при 
чемъ числа б и с  суть или числа постоянныя, не равныя нулю, или
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числа переменный, стремяшдяся къ преде^амъ, неравнымъ нулю. По- 
смотримъ, къ какимъ предйламъ стремятся формулы:

выражаютдя значешя корней предложенная) уравнешя.
Количество (62 — 4ас), помещенное подъ знакомъ радикала, стре

мится къ Zm(62), и, следовательно,

стремится къ lim(b) или къ lim(— 6), смотря по тому, предста- ' 
вляетъ ли число 6 число положительное, или отрицательное.

Итакъ, одинъ изъ числителей стремится къ нулю, другой — къ 
lim(— 26). Но знаменатель 2а стремится къ пулю; следовательно, мо
дуль одного изъ корней безпредЬльно возрастаетъ, а другой корень
принимаетъ неопределенную форму

Раскроемъ эту кажущуюся неопределенность, предположивъ, что 
6 >  0 . Корень, принимающш неопределенную форму, есть х х. Умно
живъ числителя и знаменателя дроби, представляющей значеше x lt на

Если коэффищентъ а стремится къ нулю, то знаменатель стре 
мится къ lim (— 26), и, следовательно,

Итакъ, если а стремится къ нулю, то формулы даютъ для корней 
пределы:

— Ь - f  ] /  Ъ2 — 4ас __— b — ] /b 3 — 4ас
Г . -  }

]/ 62 — 4 ас

— 6 — ]/б2 — 4 ас,
найдемъ:

(— Ь -\гУь3 — 4ас)(— Ъ — |А 2 — 4ас) 2 с
2 а(— Ь — ]/ъ2 — 4 ас) — Ъ — УЪ2 — 4 ас

и — оо.

Если 6 <  0, то корень, принимающей неопределенную форму 
есть х 2\ подобно предъидущему найдемъ, что пределы корней суть'
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. 410. Посмотримъ теперь, что дастъ само уравнеше; оно можетъ 
написаться такимъ образомъ:

Ъх -f- с =  — ах2.

Уравнеше это, не имея корня, равнаго нулю, ибо с не =  0, экви
валентно уравнешю:

Если коэффициента а стремится къ нулю, то значешя буквы х  
изменяются, причемъ произведете:

стремится къ нулю.
Но для того, чтобы произведете двухъ сомножителей стремилось 

къ нулю, необходимо, чтобы одинъ изъ сомножителей стремился къ 
нулю, и достаточно, чтобы, при этомъ, другой сомножитель оставался 
конечнымъ; следовательно, для удовлетворешя предельному урав- 
ненш, должны положить:

Это дастъ: или
ж — оо,

и тогда Ь -f- — стремится къ Пт  (6) и остается, следовательно, конеч' 
нымъ; или:

1и множитель —,X остается конечнымъ.

Итакъ, одинъ изъ корней стремится 
другаго безпредельно возрастаетъ.

Примгьръ. Къ какимъ пред>ьламъ стремятся корни уравнешя:

а модуль

(а2— Ъ2)х2— (2а2+ЗаЬ -  ъ2)х+ (а2+ЗаЪ-\-2Ъ2) — О,

когда а стремится къ Ъ?



Коэффищентъ при х2 стремится къ нулю. Следовательно, модуль одного 
иэъ корней неопределенно возрастаетъ, а другой стремится къ вначенш, при
нимаемому дробью

а2 +  Sab +  2ft2 
2а 2 +  3 ab — Ъ2

3при о =  о, т.-е. стремится къ
Можно легко поверить эти результаты, ибо, въ общемъ случае, корни 

предложеннаго уравнешя суть:

а -Ь Ъ а 2 Ъ
Х1~ с Г = Ъ ' х* ~  а +  Ъ *

411. 2°- Положимъ теперь, что а и Ъ совместно стремятся къ 
нулю, но с не стремится къ нулю.

Об'Ь формулы принимаютъ неопределенную форму Для рас- 
крьтя неопределенностей представляемъ корни въ виде:

2 с 2 сх, = ---------- - = — х 0
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— Ь — |/&2 -  4ас 2 — Ь + \ / ъ г — 4ас

Видимъ, что, при совместномъ стремленш а и Ь къ нулю, оба
корня принимаютъ форму т.-е. оба корня суть безконечности.

Уравнен1е приводить къ темъ же результатамъ, ибо, будучи на
писано въ виде:

даетъ:

0 , отсюда х =  со; Ц т { ъ - \ - ^ =  0, отсюда х = И т (—у )= °°-

Итакъ, когда а и Ъ совмгъстно стремятся къ нулю, тогда модули._ 
обоихъ корней безпредгълъно возрастаютъ.

Лримпръ. Ег какимъ пределамъ стремятся корни уравнены:

(а +  &)2 ж2 — (а2 -а Ъ  — 2 Ъ2)х +  (2а2 -  3 аЬ +  Ь2) = 0, 

когда а стремится къ (— 6)? Если а стремится къ (— Ъ), то коэффищенты:
(а +  Ь)2 и (а2 — аЪ — 2Ь2) 

совместно стремятся къ нулю, между темъ какъ коэффищентъ
(2а2 -  За& +  Ь2) 

стремится къ 6Ь2; следовательно, оба корня суть безконечности.



Этотъ результатъ легко поверяется, ибо, въ общемъ случай, корни пред
ложенная уравнешя суть:

о — Ъ 2а — Ъ
Xl— a + l '  Х> ~ Т + Ъ '

412. 3°. Наконецъ, предположимъ, что все коэффнщенты а, Ъ, с 
совместно стремятся къ нулю.

Формулы приводятъ насъ къ истинной неопределенности; и въ 
самомъ д^ле, уравнеше, принимающее форму:

0 . ж 2 +  0 . ж  +  0 =  0, . 

удовлетворяется при всякомъ значенш буквы х; оно есть тождество.

§ У. Свойства трехчлена второй степени.

413. Опред^лете трехчлена второй степени. Трехчленомъ 
второй степени называется полиномъ формы:

ах- +  Ъх -f- с,

состоящей изъ трехъ членовъ, въ которомъ а, Ъ, с суть числа поло
жительныя или отрицательныя, независимые отъ х • Буква х  озна
чаетъ число, способное принимать всевозможныя значешя. При изме- 
ненш значешй буквы х  значеше трехчлена изменяется и переходить 
черезъ различныя состояшя величины. Во многихъ вопросахъ весьма 
важно определить только знакъ того значешя^ которое принимаетъ 
трехчленъ при назначенномъ значенш буквы х. Этимъ вопросомъ мы 
здесь и займемся. Напомнимъ, что корнями трехчлена называются 
ташя значешя буквы ж, вещественныя или комплексныя (мнимыя), 
которыя обращаютъ трехчленъ въ нуль. Назвавъ эти корни буквами 
ж, и х 2, мы можемъ придать трехчлепу форму:

а(х  — xj)(x — х 2).

Нашъ вопросъ решается при помощи следующихъ трехъ теоремъ:
414. Теорема I. Если корни трехчлена ах* -\-Ъ х-\-с суть числа 

вещественныя, неравныя, то для всякаго значешя буквы х , заключеннаго 
между корнями, трехчленъ принимаетъ значеше, знакъ котораго про- 
тивоположенъ знаку §. Для всякаго же значешя буквы х, лежащаго 
внгь корней, трехчленъ принимаетъ значеше, знакъ котораго одинаковъ 
со знакомъ а.

3 7 8  • ' к н и г а  in .



Напишемъ трехчленъ въ вид :̂

а(х — х х)(х — х 2)

и назовемъ мепышй изъ корней буквою х х, такъ что ж, <  х 2. Возьмемъ 
какое ни есть значеше а буквы х, лежащее внутри корней, т.*е. 
удовлетворяющее неравенству:

х х <  а <  х 3.

Неравенство это говорить, что числа (а — х х) и (я —х 2) суть числа 
противоположныхъ знаковъ.

Трехчленъ принимаетъ значеше:

a a2 - f  Ы +  с =  а(а_—• #*)(<* -- ж2), 

знакъ котораго противоположенъ знаку а, ибо произведен}е

(а — х х) (а — я2)

есть число отрицательное. Возьмемъ теперь значеше р, лежащее вн^ 
корней, т.-е. удовлетворяющее или неравенству:

Р >  Х 2 >  Х х ,

или же неравенству:

Р <  х х <  х 2.

И въ томъ, и въ другомъ случаяхъ видимъ, что знаки разностей 
Р — х х и Р— х 2 одинаковы.

Трехчленъ принимаетъ значеше . *

«Р2 &Р +  с —  а(Р -  XjXP — х 2), 

знакъ котораго одинаковъ со знакомъ а , ибо произведете

(Р —  x j t p  —  х 2)

есть число положительное.
4

Примтъры. 1°. Возьмемъ трехчленъ Зх2 +  5а? -f- - у

Корни этого трехчлена суть— и — Для всЬхъ значешй буквы х, ле-О О
4 Iжащихъ между — оо и ------.и между — - о -  п • +  оо, трехчленъ принимаетъо О

значешя положительныя. Для вс^хъ значешй буквы х, лежащихъ между

УРАВНЕН1Я в ы с г а и х ъ  СТЕПЕНЕЙ. 3 7 9
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— g- и — g-, трехчленъ принимаетъ эначешя отрицательныя. При значе-

4 1шяхъ же буквы #, равныхъ — и —--g-, трехчленъ обращается въ нуль.

5 32°. Разсмотримъ трехчленъ: —х1 — у  ж +  у  Корни этого трехчлена суть:

Для всЬхъ эначешй х, эаключенныхъ между — оо и — 3 и между и 

-f-oo, трехчленъ принимаетъ эначешя отрицательныя.

Для всЬхъ значешй буквы х , лежащихъ между —3 и-^-, трехчлевъ при- 

пимаетъ значешя положительныя. Для значенш же буквы х , равныхъ — 3 п

трехчленъ обращается въ нуль.

415. Теорема II. Если корни трехчлена ах2 -\-Ъх-\-с суть числа 
вещественныя, j оавныя, то при всякомъ вещественномъ значенш буквы х, 
отличномъ отъ корня трехчлена, трехчленъ принимаетъ значенге, 
знакъ котораго одинаковъ со знакомъ а.

Въ этомъ случай трехчленъ можетъ быть написанъ (395) въ формй:

“ ( * + « ) ’•

Форма эта говорить, что при всякомъ х, отличномъ отъ — трех
членъ принимаетъ значеше, знакъ котораго одинаковъ со знакомъ а, 

ибо, при всякомъ вещественпомъ х , отличномъ отъ — квадратъ:

(х 5а) пРинимаетъ значеше положительное.

416. Теорема HL Если корни трехчлена ах2-\-Ъх-\-с суть числа 
комплексньгя (мнимыя), то трехчленъ при всякомъ вещественномъ х, 
не обращаясь въ нуль, принимаетъ значенья, знакъ копюрьгхъ одинаковъ 
со знакомъ а.

Мы видйли (396), что въ этомъ случай трехчленъ представляетъ 
произведете числа а на сумму квадратовъ двухъ вещественныхъ чи
селъ, изъ которыхъ одинъ пикогда не равенъ нулю. Такъ какъ сумма 
эта всегда положительная, то знакъ произведешя всегда одинаковъ со 
знакомъ а.

417. Примгъры. 1°. Корни трехчлена — я4 -}-6# ~  9 вещественные и рав
ные 3; трехчленъ, при всякомъ х, за исключешемъ 3, принимаетъ значешя 
отрицательныя.

2°. Трехчленъ х* -Ъ х -\-1 ,  нмЬя комплексные корни, принимаетъ, ори 
всякомъ вещественномъ х, 8начешя положительныя.
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#• 418. Наибольшее и наименьшее значеше трехчлена. Разсмо
тримъ трехчленъ второй степени*.

ах2 -\-Ъ х-\-с

и опред^лим ь тЬ границы, между которыми леж ать  всЬ значеш я, 
принимаемыя трехчленомъ при изм ененш  значеш й буквы х  отъ —  оо 
до -j“  00• Д ля реш еш я этого вопроса опред^лим ь, какое значеш е Q мы 
можемъ назначить для трехчлена при томъ условш, чтобы значеш е х, 
соответствую щ ее этому зн а ч е н ш  2 ,  было вещ ественнымъ. Для этой 
ц ^ли  напиш емъ уравнеш е:

ах2 - f -  Ъх 4 ~ с =  2  

и, реш ивъ  его относительно х , получимъ:

— b ± Y b 2 — 4ас4 "4 я2
* = ------------ 2а------------  (D

Результатъ  этотъ говорить, что, для вещ ественности х, необходимо 
и достаточно, чтобы назначенное значеш е 2  удовлетворяло услов1ю:

Ъ2 —  4 а с - J - 4 а 2  2 » 0 . (2)

Р азличим ъ два случая:

1°. а <  о. П редъидущ ее услов1е дастъ:

0  _  4ас — Ъ2 
у 4а

Оно говорить, что если въ трехчлене ах2 -f- Ъх +  с коэффи
щентъ а есть число отрицательное, то границы, между которыми 
лежать все значенгя, принимаемыя трехчленомъ для всевозмож-

-  4ac — Ь2
ныхъ вещественныхъ значенгй буквы х, суть —  со и  — j - —  i при-

4 ас — й2чемъ число — —  представляетъ наибольшее изъ всехъ значенгй, ко

торыя способенъ принимать трехчленъ. Значенге х, соответствующее 
этому наибольшему значенью, равно, какъ показываетъ формула ( 1), 

Ъ
числу .—  2^  ■

2 °. а >  о. Услов1е (2)  д астъ :

q  4 ас — Ь 
4а
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Этотъ результатъ говоритъ, что если въ трехчлене а х1 с
коэффищентъ а есть число положительное, то границы, между ко
торыми лежать воь значешя, принимаемыя трехчленомъ для всевоз-

. „ _ 4ас — Ь2 -можныхъ вещественныхъ значенги буквы х, суть — j - — м оо, при-
4ас — Ь2 .vem  число — —  представляетъ наименьшее изъ ваьхъ значенги, ко

торыя способенъ принимать трехчленъ. Значете х, соответствующее 
этому наименьшему значетю, равно, какъ показываешь формула ( 1),

числу - ~ -

*  419. Зад ача . Представить данное число 2Ъ, положительное или 
отрицательное, суммою такихъ двухъ слагаемыхъ, произведете кото
рыхъ было бы наибольшее.

Обозначивъ буквами х  и у  искомый слагаемый, получимъ, по условт,

х - \ - у  =  2Ъ.

В ы раж ете, наибольшее значеше котораго ищется, равно ху. 
Исключивъ изъ этого выражешя, при помощи предъидущаго уравнешя, 
букву у, приведемъ выражеше къ форм!*:

х(2 Ъ — х) =  — х 1 -f- 2 Ьх,

представляющей трехчленъ второй степени, который, действительно, 
имеетъ, при х  =  Ъ, наибольшее значеше, ибо коэффищентъ при х 2 
отрицательный; соответствующее зн ач ете  у  будетъ равно также Ъ.

Итакъ, произведете ху  двухъ чиселъ х  и у, сумма которыхъ по
стоянна и равна 26, будетъ наибольшимъ тогда и только тогда, когда 
сомножители х  и у  будутъ равны между собою и равны следовательно 
Ъ, причемъ само наибольшее значете будетъ равно Ь3.

*  420. Предъидущая задача рЬшаетъ, напримеръ, следующее 
вопросы:

1°. Между всеми прямоугольниками одного и того же периметра 
2р определить тотъ, площадь котораго наибольшая.

Сумма основашя и высоты постоянна и равна р\ отсюда следуешь, 
что площадь, измеряемая ихъ произведешемъ, будетъ наибольшая тогда, 
когда высота и основашя равны между собою, и искомый прямоуголь-

никъ есть квадратъ, сторона котораго равна ^  р .

2°. Между всеми треугольниками одного и того же периметра 
2р  и одного и того же основангя а определить тотъ, тощадь кото
раго наибольшая.
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Площадь треугольника, стороны котораго суть а, х  и у, равна
/•

Q — \/р(р  — а)(р — х){р — у).

Она достигаетъ наибольшей величины вместе съ

2 3 = р ( р  — а) (р — х)(р — у).

Такъ какъ множители р  и (р — а) суть постоянный и положитель
ныя числа, то 2 2 достигаетъ наибольшей величины вместе съ произведе
шемъ: (р — х )(р  — у) двухъ множителей, сумма которыхъ, равная 
2р — (х - \-у )  =  2р — (2р — а) =  а, постоянна, а потому это произве
дете будетъ наиболыпимъ тогда, когда р  — х = р  — у , или когда
х  =  у, т.-е. когда треугольникъ будетъ равнобедренный.

*  § YI. Pf>meHie нератеевствъ второй степени.

421. Неравенства второй степени. Неравенство съ одпимъ не- 
извйстнымъ называется неравенствомъ второй степени, если оно 
можетъ быть приведено къ одной изъ слйдующихъ двухъ формъ:

А х '2 —[- Б х  -J-  С >  О, А х 2 —(~ Б х  -f- С <С О,

где А, Б , С суть заданный числа, положительныя или отрица
тельныя, независимыя отъ х.

Решить неравенство значитъ определить границы, между кото
рыми лежатъ те зпачешя буквы х , которыя удовлетворяютъ нера
венству.

Заметимъ, что неравенство второе, переменою знака у всехъ его 
членовъ (153), принимаетъ первую форму.

Для того, чтобы решить неравенство

А х 1 Б х  С О,

находимъ корни: х г и х 2 трехчлена А х 2 -f- Б х  -j- С.
Могутъ встретиться три случая:
1 °. Корни^ и ж2 суть числа вещественныя, неравный. Если А  есть 

число положительное, то неравенству (410) удовлетворяютъ только те 
значешя буквы х, которыя лежатъ вне чиселъ х 1и х 2, ибо тогда левая
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часть неравенства принимаетъ значешя, одинаковыя по знаку съ чи
сломъ А , т.-е. положительныя, что и требуется.

Если же А  есть число отрицательное, то неравенству (410) удо
влетворяютъ только значешя х, лежащая внутри корней, ибо тогда 
трехчленъ принимаетъ значешя, противоположныя, по знаку, числу А ,  
т.-е. положительныя, что и требуется.

2°. Корни х 1 и х 2 суть числа вещественныя, равныя. Если А  
положительное, то неравенство удовлетворяется при всякомъ веще- 
ственномъ х 1} за исключешемъ х п  ибо тогда трехчленъ (411) прини
маетъ значешя, одинаковыя, по знаку, съ А, т.-е. положительныя, 
что и требуется.

Если же А  отрицательное, то неравенство невозможно.
3°. Корни х х и х 2 суть числа мнимыя (комплексный). Если А  

есть число положительное, то неравенство удовлетворено при всякомъ 
вещественномъ х. Если же А  представляетъ число отрицательное, то 
неравенство невозможно.

4
Примгъры. 1°. Решить неравенство: Зж5 -f- Ьх <С Oi или, что то же,

4 4
неравенство: — Ъх2 — Ь х -----> 0 .  Корни трехчлена — Зя2 — Ьх — суть

1 4
3 И 3 ‘
Неравенство удовлетворено при всякомъ х , удовлетворяющемъ неравен

ствамъ:

4 . . 1
3 <' х< ' 3 *

4
Неравенство же: Ъх2 4- Ьх -f- у  >  0 удовлетворяется при всякомъ х, удовле-

4
творяющемъ и неравенствамъ: — о о ^  и неравенствамъ:

— у  О  +  оо.

При другихъ же значешяхъ буквы х неравенство не удовлетворяется.
2°. Дано неравенство: — х2-\-6х— 9 < 0 , или, что то же, х2 — Qx -f- 9 > 0 .  

Корни трехчлена суть числа вещественныя, равныя 3. Неравенство удовле
творено при всякомъ х, за псключеи1емъ х =  Ъ.

3°. Дано неравенство: ж2 — 3# +  7 > 0 .  Корни трехчлена суть числа мнимыя. 
Неравенство удовлетворено при всякомъ х .  Неравенство же: — х2 -f- Ъх — 7 >  О 
невозможно.

4°. Решить неравенство:
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Перенеся члены правой части этого неравенства въ левую часть и при
ведя ихъ къ одному знаменателю, получимъ:

я2 — 2 ах — 24а2 ^
2а+ 1 > и ‘

Умноживъ лЬвую часть этого неравенства на положительное число (2а  - f -1)8 
получимъ неравенство:

(ж* — 2 ах — 24а3)(2а 1) >  О,

равносильное данному.
Разсмотримъ два случая:

Случай 1. Число (2а +  1) > 0 ,  т.-е. а >  — въ этомъ случай предъ- 

идущее неравенство эквивалентно неравенству:

х1 — 2ах — 24а2 >  0.

Корни трехчлена, помЬщеннаго въ левой части, суть:

х1 =  — 4а, ж2 =  6а .

Если а, большее — у ,  есть число положительное, т.-е. заключено между

О и оо, то 6а  представляетъ болышй корень, и наше неравенство удовлетво
рено значешями буквы ж, удовлетворяющими неравенствамъ: ж <  — 4а  и

# > 6а . Если же а  есть число отрицательное, т.-е. заключено между — 4- и О,

то болышй корень егсть — 4а, и наше неравенство удовлетворено значешями 
буквы х , удовлетворяющими неравенствамъ: ж < 6а  и ж > — 4а,

Случай 2. Число 2а -{- 1 <  0, т.-е. а <  — Неравенство наше экви
валентно неравенству:

— х2 +  2ах 24а2 >  0.

Оно удовлетворяется вначешями буквы ж, лежащими внутри корней трех
члена, равныхъ 6а  и — 4а. Въ этомъ случае а  отрицательное; следовательно,
— 4а представляетъ болышй корень, н искомыя вначешя буквы х  удовлетво
ряютъ неравенствамъ:

0 а < ж <  — 4а.

5°. РЬшить неравенство:

3 j__ 1_1
^  х — 1 ^ 2 х  +  1'

Перенеся все члены въ левую часть и приведя къ одному знаменателю 
получимъ;

6ж2 — 2ж — 1
( х — 1 Х 2 ж -И )> 0 *

25
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Умноживъ левую часть этого неравенства на положительное число: 
(ж _  \) \2 х  + 1)2, получимъ равносильное данному неравенство:

(бж2 — 2х — IX* — \)(2х +  1) >  0.

Разложивъ левую часть этого неравенства на линейныхъ сомножителей:

увидимъ, что она уничтожается при сл’бдующихъ, и только при следующихъ, 
значешяхъ буквы х:

_ i  У 7 - 1 V I± 1  1 (д)2 > б ’ 6 ’ ’

расположенныхъ въ возрастающемъ порядке ихъ величины, и эти значешя 
не удовлетворяютъ неравенству.

Предъидущее неравенство эквивалентно, очевидно, следующему:

[*  -  ( - т ) ] [ *  -  ( - ^ Н ] ( в -  - г 1 ) (* - 1 ) > а  (а)

Разсмотримъ по очереди 8начешя буквы х , удовлетворяюпця неравенствамъ:

_  ^  1 1 ^  /  |/7 — 1 |/7 — 1 . 1 / 7 +  1— ° ° < * <  2 , 2 о <  6 • 6 < * <  6 .

<  а; <  1, 1 <  s sg o o ,

т.-е., въ сущности, разсмотримъ все значен1я буквы ж, за псключешемъ чи
селъ {д\ и посмотримъ, кашя изъ нихъ удовлетворяютъ неравенству (о)?

Значешя буквы х, лежапщ въ промежутке отъ — оо до — \ г , обра-
А

щаютъ каждаго изъ линейныхъ сомножителей, фигурирующихъ въ левой части 
неравенства (а), въ отрицательное число, и такъ какъ число сомножителей 
четное, то эти значешя обращаютъ все произведете въ положительное число 
и, следовательно, удовлетворяютъ неравенству. Значешя буквы х, лежапйя

во второмъ промежутке, т.-е. между — и — обращаютъ перваго

сомножителя въ положительное число, а остальныхъ въ отрицательный числа, 
и, следовательво, не удовлетворяютъ неравенству.

Значешя буквы х, лежания въ третьемъ промежутке, т.-е между

У Т - 1 „ У 7+ 1  
6 6 1
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«обращают* первыхъ двухъ сомножителей въ положительныя числа, а послЪд- 
иихъ двухъ —въ отрицательныя, п,следовательно, удовлетворяютъ неравенству. 

Значешя буквы ж, л'ежапця въ четвертомъ промежутке, т.-е. между

и 1, обращаютъ первыхъ трехъ сомножителей въ положительныя
6

числа, а последняго — въ отрицательное, и, следовательно, не удовлетворяютъ 
неравенству.

И наконецъ, значешя буквы х , лежашдя въ последнемъ промежутке, 
т.-е. между 1 и -(-«). обращая каждаго изъ сомножителей въ положительное 
число, удовлетворяютъ неравенству.

Итакъ, значешя буквы х , удовлетворяюпця предложенному неравенству, 
таковы:

_ ю а 6 * < - 1 ,  К ^ о о .

6°. Решить неравенство:

2х — 25 2х 4- 11 .  1"1 п ~2 П /2ж2 +  4 ж -6 ^  2^ — 2 ' ' х  +  З'

Перенеся все члены въ левую часть и приведя къ одному знаменателю, 
«айдемъ:

ж2 — Зя +  5 __
(х +  3)(х — 1)(х-\-1)

Умноживъ левую часть па положительное число: (х+ЗУ (х— 1)*(ж +  1)*, 
получимъ неравенство:

(ж2 — Зх +  5)(х +  3)(х -  1Хх 4 -1 ) >  О,

эквивалентное данному.
Трехчленъ (ж3 — Зж 4-5), фигурирующШ въ левой частп этого неравен

ства, не имея корней, представляетъ изъ себя число положительное при вся
комъ значенш буквы х, а потому предъидущее неравенство равносильно сле
дующему:

[х — (— 3)][х — (— 1)](ж -  1) > 0.

РазсмотрЬвъ четыре промежутка:

— оо ж <  — 3, — 3 < х <  — 1, - 1 < ж < 1. 1 < ж ^ о э ,

'увидимъ, подобно предъидущему, кчто нашему неравенству удовлетворяютъ 
•следуюпця значев1я буквы х:

— 3 <  ж <  — 1, 1< ж ^оо.

422. Приложеше первое. Изсмъдовать корни уравнешя 

(2 Х 4 -  1 )х * —  2(Х +  1 )х  —  (X -  2) =  О, 

когда X изменяется отъ — оо до -f- °о.
25*
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Разсмотримъ сперва, при какихъ значешяхъ буквы X корни пред
ложеннаго уравнешя суть или корни вещественные, или равные, ил» 
мнимые.

Корни нашего уравнешя даются формулою:

X  +  1  z t  | / з Х 2 —  X  — J .  ( 1 ) >

2Х + 1

Они вещественны только при такихъ значеш яхъ буквы X, которыл 
удовлетворяютъ услов1ю:

ЗХ2 — X — 15*0, (2>

при чемъ знакъ =  соответствуем равнымъ корнямъ предлож енная 
уравнешя.

Такъ какъ корни:

, _  ]/i3  — 1 } _>/5зч-1
6 ’  6

трехчлена, пом-Ьщеннаго въ левой части неравенства (2), суть ве
щественные, при чемъ коэффищентъ 3 при X2 положительный, то̂  
услов!е (2) удовлетворяется при слйдующихъ значешяхъ буквы X:

—  о о  = s X s S X l t  л 2 X с о .  ( 3 )

При значешяхъ же X, удовлетворяющихъ неравенствамъ:

Xj X ^  Xjj

у ш ш е  (2) не удовлетворено, и, следовательно, предложенное урав
неше имеетъ, для этихъ значешй, мнимые корни.

Изследуемъ теперь знаки корней для звачешй X, удовлетворяю
щихъ услов1ямъ (3). Для реш еш я вопроса обратимъ внимаше на 
■значешя буквы X, обращаюпця коэффищенты предложеннаго урав- 
неш я въ нули. Значеш я эти суть:

Х3— х4— 1 , Х5 — 2.2

Разсмотримъ следуюпце шесть промежутковъ:
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Найдемъ сперва значешя корней предложеннаго уравнешя для 
^ оо. Для этой цели раздйлимъ числителя и знаменателя фор
мулы (1) на X и въ полученной такимъ образомъ формуле:

14-—-— lX~3 — ----- —1 ^  х — V  х -х2х  —
2+ г

•сделаемъ X =  r t o o ,  что даетъ:

X =

Перейдемъ теперь къ первому промежутку, т.-е. къ значешямъ X, 
удовлетворяющимъ неравенствамъ:

—  оо <  X <  —  1.

Для этихъ значешй произведете корней предложеннаго уравнешя:
X — 2 2(Х +  1) ,

— 2x 4 - 1 и ИХЪ с?мма: 4 " 1  представляютъ соответственно числа
отрицательное и положительное; следовательно, знаки корней различны, 
при чемъ модуль положительнаго корня болгье модуля корня отрица- 
тельнаю. Для X =  — 1 сумма корней равна нулю, следовательно знаки 
корней различны, а модули равны, при чемъ самые корни суть:

— | /  3 и —{- у/~Ъ •

Для втораго промежутка, т.-е. для значешй X;

- 1  <*<-■§■■

произведете и сумма корней отрицательны, следовательно знаки 
корней различны, при чемъ модуль отрицательнаго корня болгье мо
дуля корня положительнаго.

При X = ---- коэффищентъ при ж2 обращается въ 0; следова-
5

тельно, одинъ изъ корней обращается въ _+_ со, а другой равняется -g-. 
Для третьяго промежутка:



произведете и сумма корией положительны, следовательно, корны 
положительны.

Для X =  — б*~  °^а К0РНЯ равны между собою и суть:

5 +xi — х2

Для четвертаго промежутка:

- ^ 6 — < х < — 6—  

корни уравнешя суть корни мнимые.

Для X =  корни равны и суть:

_  _5 — |/l3х, х 2 2

Для пятаго промежутка:

<  X <  2

произведете и сумма корней положительны, следовательно оба корня 
положительны.

Для Х =  2 имеемъ:

390 к н и г а  h i .

И наконецъ, для шестаго промежутка:

2 <  X <  оо

произведете корней отрицательно, а сумма положительна; следова
тельно, знаки корией противоположны, при чемъ модуль положитель
наго корня болгье модуля корня отрицательнаго.

423. Приложеше второе.
1°. Каковы суть необходимыя и достаточныя условгя для тогог 

чтобы данное число I лежало внгь корней уравнешя ах2 Ъх +  с —  О,. 
предполагаемых^ вещественными?

Найдемъ сперва необходимыя услов1я. Если оба корня суть или более I 
или менее I, то I лежитъ вне корней уравнешя, и, следовательно,

/13 +  1 
6



знакъ числа а!2 - \ -b l- \ - c ,  равнаго a(l— — х 2), одинаковъ со зна
комъ коэффищента а; следовательно, число а (al2 -f- Ы +  с) есть число 
положительное, неравное нулю.

Итакъ, одно изъ необходимыхъ условШ таково:

a{al2 —}- Ы -j— с) ^  0 .

Если каждый изъ корней более I, т.-е. если

Г1 ^  h Х2 >  h Т0 Х\ ~\~Х2 >  2^
откуда

ос х ЪI <  -J —̂ и л и  необходимо, чтобы I <  —

Если же каждый изъ корней менее I, то, наоборотъ, необходимо, 
чтобы
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Ушшя эти и достаточны. И въ самомъ деле, если число.

a(al2 +  Ы +  с) =  a \ l  — x j l  —  х а)

есть число положительное, то число I есть или число, большее каж
даго изъ корней, или число, меньшее каждаго изъ корней. Въ пер* 
вомъ случай число I более полусуммы корней, во второмъ — менее 
этой полусуммы.

2°. Каково необходимое и достаточное условге для того, чтобы данное 
число I лежало внутри корней квадратнаго уравненгя ах2 -{- Ъх -f- с =  О, 
въ случае вещественности этихъ корней?

Необходимо и достаточно, чтобы

а(аГ —|— Ы 4- с) <1 0.

Примеры. 1°. Определить X такимъ образомъ, чтобы корни уравненгя.

х(х -  1)(Х2 — ЗХ +  1) +  (2Х — 3) =  0

были вещественны и чтобы число 1 =  1 лежало внутри этихъ корней. Число 
X называется параметрояъ. Для вещественности корней число X должно 
удовлетворять условш:

. (Xs — ЗХ +  I)2 — 4(2Х — 3)(Х* — ЗХ +  1) 2*  О,

которое можетъ написаться такимъ образомъ:

(Ха -  ЗХ 4 1)(Х2 -  ИХ + 1 3 )  52= 0.
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Легко видеть (421), что усжше это удовлетворяется при сл1>дующихъ 
значешяхъ буквы X:

_ Ч_ 3 - У 5 11 — | / б 9 ___ __3 - f - |/5 ~  11 +  / б 9   ̂ ,
(г )— оо ^ — , ------2------------------------2 —  ’ -----2 — ^ Х̂ + ° ° -

I
Для того, чтобы число ? = 1  лежало внутри корней, необходимо и до

статочно, чтобы

(X2 — ЗА. -}- 1)(2Х — 3) <  0.

Легко видеть, что неравенство это удовлетворяется при сл’Ьдующихъ 
значешяхъ буквы X:

Результаты эти, въ соединенш съ результатами (г), говорятъ намъ, что 
искомыя значешя буквы X должны быть заключены въ сл1;дующихъ гра- 
нидахъ:

2°. Определить X такимъ образомъ, чтобы корни уравнешя:

(Х +  1)ж2 -ЗХ а; +  4Х =  0

были вещественны и чтобы число (— 1) было менгье каждаго изъ корней. 
Услов1е вещественности корней таково:

-  7Ха — 16Х 5= 0.

Оно даетъ с;гЬдуюпця границы для I:

(г) - у ^ Х ^ О .

Для того, чтобы число (— 1) было мен'Ье каждаго изъ корней, необхо
димы п достаточны следующая неравенства:

ЗХ
(Х +  1)(Х +  1 +  ЗХ +  4Х)>0 и ^ q r i ) > - 1-

Неравенства эти даютъ следуюпйя границы для X:

J.
8
2
5

первое . . . .  — оо ^ Х < — 1, — g - < X ^  +  oo,

2
второе . . . .  — оо г^Х <  — 1, — — <Х  ^  -(- оо .
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Результаты эти, вместе съ результатами (г), даютъ слЬдуюпйя исеоыыя 
границы для числа X:

424г. Н р и л о ж еш е  третье . Разсмотримъ несократимую рапдональную

принимаемыхъ дробью при измененш значешй буквы х  отъ —  оо 

до - 1“ оо . Для реш еш я этого вопроса определимъ, каш я изъ значешй 
способна принимать эта дробь при указанныхъ изм’Ънешяхъ значешй 
буквы х.

Съ этою цЬл1ю назначимъ произвольное значеше 2  и определимъ, 
существуютъ ли вещественный значешя буквы х , удовлетворяюпця 
уравнешю:

Опред'Ьливъ границы, между которыми должны лежать гЬ значешя 
буквы 2 , для которыхъ написанное уравнеше имеетъ вещественные 
корни, мы и найдемъ наибольшее и наименьшее зыачешя, которыя 
можно присвоить букве 2 , т.-е. найдемъ искомыя наибольшее и наи
меньшее значеш я предложенной ращональной дроби.

Уравнен1е (д), вследств1е несократимости данной дроби, будетъ 
равносильно следующему уравненш :

- у < Х < - 1, —1 <х<о.

и найдемъ наибольшее и наименьшее изъ значешй,

iff)
ах1 +  Ьх 4- с 

тх2 +  пх  +  р

х 2(а — шЩ  +  х(Ь — w2 ) +  (с — pQ) =  0 . U )

Примгьры. 1°. Дана дробь х1 — Ъх +  2 
х1 — 2х — 8 ’

Уравнеше (Л) будетъ таково:

х \1  — 2 ) — х(3 — 22) +  (2 +  82) =  0.

РЪшивъ ypaBHeaie это относительно х, найдемъ:

3 — 22 i t  | / з б 2 2 — 3 6 2 + 1  
2(1- 2)

Услов1е вещественности х:

3622 — 362 +  1 ^ 0

опред^ляетъ следуюшдя границы для 2 :
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Результаты эти говорятъ, что 1) ваша дробь не сиособва принимать зна-

двухъ областяхъ: въ гранидахъ (г) первой области она не имеемъ наимень-

цахъ (А) второй области она не имЬетъ паиболыпаго значешя, но имеетъ

наименьшее, равное ------^ ------

Интересно проследить за ходомъ ивменешй, которыя претерпеваетъ наша 
дробь въ то время, какъ х  изменяется отъ — оо до +  оо, переходя черезъ 
все значешя. Для этой цели: 1) найдемъ те значешя, которыя принимаетъ дробь 
при ж =  0, — оо, + о о ;  2) определимъ границы измЬнешй дроби и соответ- 
ствуюпця значешя буквы х; 3) определимъ далее те значешя буквы х , при 
которыхъ дробь обращается въ нуль; значешя эти называются ну.гями дроби 
и суть корни ея числителя; 4) определимъ еще те  значешя буквы <с, при ко
торыхъ дробь обращается въ безконечность; значешя эти называются полю
сами дроби и суть корни ея знаменателя. Расположивъ все вышепоимено
ванный значешя буквы х въ возрастающемъ порядке и написавъ рядомъ съ 
ними соответствующая значен1я дроби, получимъ таблицу, которая и укажетъ 
намъ ходъ измененШ дроби.

Въ данномъ примере нули дроби суть 1 и 2; ея полюсы суть — 2 и 4; 
при х =  ±00  дробь обращается въ 1; при х =  0 она принимаетъ 8начеше,

равное — сама дробь можетъ написаться такимъ образомъ:

чешй, заключенныхъ между 3 — 2|/ 2 3 + 2j/ 2 .
6 И 6 ’

; 2) она изменяется въ

шаго значешя, но имеетъ наибольшее, равное 3 — 2\/ 2 
6 ’; въ грани-

3 +  2 | / 2

г . _ (х — 1)(х — 2) 
(х +  2)(х — 4)’

Вотъ таблица хода иэмененШ дроби:

х Q
— оо 1
—  2 . оо

0 .
1 .

4
О

10 — 6V7 2 .

2 . 
4 .

(шах)

О

10 +  6]/~2 . . . .  3 +  2У 2 (min)О
+  со . . . .  +  1 •



Таблица эта говорить:
При нзмененш х отъ — оо до — 2 дробь, оставаясь положительною, воз

растаетъ отъ 1 до +  со;. Прп х =  — 2 она, перем-Ьнпвъ знакъ, ибо множитель
(х +  2) становится положительнымъ, переходитъ скачкомъ отъ -j- оо к ъ __оо
или, какъ говорятъ, цретернЬваетъ разрывъ, и зат4мъ, при возрастанш х  отъ

— 2 до 0, отъ 0 д о 1 и отъ 1 до 10 — 6 | / 2, возрастаетъ отъ — оо, т.-е. отъ гра-

1 1  3 —  2 l /  2ницы, до — —, отъ — -  до О, и отъ 0 до границы ------4 4 Ь
Далее, при возрастанш х отъ 10— 6 1 ^ 2  до 2 и отъ 2 до 4, дробь убы-

3 _9 l/  2ваетъ отъ грарицы------—  до 0 и отъ 0 до — оо; при х = 4  дробь, переиенивъ6
знакъ, ибо множитель (х—4) становится положительнымъ, переходитъ скач
комъ отъ — оо къ + о о , т.-е. претернЬваетъ разрывъ; при нзмененш х отъ 4

до 10 +  6 1 / 2 дробь убываетъ отъ границы (+ с о )  до границы и,.
6

наконецъ, при измененш х  отъ 10 +  6 ] /  2 до + о о ,  дробь медленно возра
стаетъ.

Видимъ, следовательно, что наша дробь проходить два раза область, 
имеющую границами fi); что же касается до второй области, имеющей гра
ницами (к), то дробь проходить одинъ разъ всю область и еще часть этой

области, имеющую границами ^ ^  ^ и + 1, при чемъ, при вторичномъ

прохожденш, не достигаешь границы + 1, хотя къ пей неопределенно приб
лижается.

Заметимъ, что наша дробь, проходя первую область первый разъ и приб- 

, 3 — 2 ] /2лижаясь къ границъ --------— , возрастаетъ и, достигнувъ этой границы съ

темъ, чтобы начать описывать вторично первую область въ обратномъ на
правленш, убываетъ; такое зн ачете дроби, достигнувъ котораго дробь пере- 
стаетъ нозрастать, чтобы начать убывать, называется maximum’от* дроби. 
Далее, дробь, проходя вторую область въ первый разъ и приближаясь къ

3 _j_ 21/2границе q — » убываетъ и, достигнувъ этой границы съ темъ, чтобы
начать описывать вторично вторую область въ обратномъ направлеши, воз
растаешь; такое значете дроби, достигнувъ котораго дробь перестаетъ убы
вать, чтобы начать возрастать, называется minimum’омъ дроби.

3 —- °х2°. Дана дробь -5----- г— — . Уравнен1е (А) будетъ таково:
ОС — 2Х  7

2ж2 — 2 ( 2 -  1)ж +  (72 — 3) =  0.

Решивъ это ypaBHeHie, найдемъ:
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„_2 — 1 it | / _  62а +  2 +  1
2

YcJOBie вещественности:
— 622 +  2 +  1 ^ 0
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Результатъ этотъ говорить, что въ данномъ случае наша дробь изменяется 
только въ одной области.

Причина этого заключается въ томъ, что наша дробь не имеетъ двухъ полю- 
«овъ, ибо ея знаменатель х2 — 2х +  7 не имеетъ корней, и это oTcyTCTBie полю- 
чювъ не позволяетъ нашей дроби делать скачковъ изъ одной области въ другую.

Граппцы этой области: — и —■ суть соответственно наименьшее и

наибольшее изъ значешй, которыя способна принимать дробь.
Ходъ измепешй дроби будетъ следуюпщ:

■определить следующ1я границы для 2:

X
— ОО

-  1

О
_3
2
4

+ со

Q
О

— (шах)

3̂
7

О

- у  '(min) 
0.

3°. Дана дробь:

ж2 — 6ж -}- 3 
х1 +  4ж -|- 4 '

ж2 — to  +  3 _  (ж — 3 -  \/QXx — 3 +  | /  6) 
(х  +  2)2 — (х +  2)2

Уравнен1е (Л) будетъ следующее:

ж2(1 -  2) — 2ж(3 +  22) -Ь (3 — 42) =  О,

Корни его суть:

х = 3 +  2 2 ± ] / l 9 2  +  6
1 - 2

Усл01пе вещественоости:

даетъ

192 +  6=250

Здесь также, какъ и въ предъидущемъ примере, дробь изменяется въ 
одной области, но только одна изъ гранпцъ равна безконечности, такъ что

наименьшее значеше дроби равно — а наибольшее равно + о о .

Заметимъ, что хотя наша дробь и имеетъ полюет, равный — 2, но зна
менатель дроби представляетъ квадратъ, такъ что при переходе х  черезъ
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{— 2), дробь хотя и обращается въ оо, но не делаетъ скачка изъ +  оо въ
— оо, пли обратно. Составимъ таблицу хода измЪвенШ дроби:

х 
— 00 
—  2

О

3 — /~6 
9_ 
5

3 +  v^6 
-(- 00

(шах)

У
1

+  00 
3̂ 
4

О

- й  («1»)

О
1.

Заметимъ, что если символъ +  оо разсматривагь, какъ число, то въ дав- 
номъ примере +  оо является maximum?омъ дроби.

1 - ^
4°. Разсмотримъ такую дробь: 2х~-\- Зх — Т  ^P aBHeHie( ^ )  будегъ:

х2(2 — 22) +  х{3 -  32) -  (5 — 72) =  0.

Решивъ его, найдемъ:

__ — 3 +  32 ±  |/б 5 2 2 — 1142 +  49
4 — 42

Услов1е вещественности:

даетъ:

6523 — 1142 +  49=2=0

49
— оо г ^ 2  1 ^  2 ^  +  со.

65

Заметимъ здесь следующую особенность: грааица +  1 второй области, въ 
которой 2 способна изменяться, не достигаеться нашею дробью, ибо соответ
ствующее значеше для х =  ±оо. И въ самомъ деле, подставляя зна- 
чен1е 1 вместо 2  въ выражеше для #, найдемъ, что соответствующее этому

значенш вначен1е буквы х  имеетъ неопределенную форму -jj-. Для раскрытая

этой неопределенности разделимъ числителя и знаменателя выражешя для х  
на 2 — 1 и получимъ:
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При 2 =  1 будемъ им^ть: х =  ±  оо. Доверимъ этотъ результатъ. Напи- 
шемъ нашу дробь въ такомъ виде:

2 +
2х2 +  Зх — п_ х х2
2ж2 +  Зж — 7

х xi

Сделавъ здЬсь ж =  i t  оо, найдемъ, что соответствующее звачеше дроби 
равво 1.

Таблица хода изменен^ дроби будетъ следующая:

х 
— 00

— 3 — |/б 5
4
10
4
г_
4

1
■ 3 + К 6 5  

4 
-}- оо

2

1

±  00

О
49
65
5_
7
О

ЧЬ CO 
1.

(max)

5°. Возьмемъ дробь— — . Уравнеше (А ) будетъ таково:

ж2 — 2Qx — (1 - | - 2 ) =  0 .

Услов1е вещественности:

2 24 - 2 - f  1^= 0

показываетъ, что дробь 2 способна принимать всякое значете.
6°. Разложить число q? на двухъ сомножителей, сумма которыхъ была 

бы наименьшая.
Назовемъ этихъ сомножителей буквами х  и у. Изъ всехъ 8пачешЙ буквъ 

х  я у, удовлетворяющнхъ уравнешю: xy =  q2, требуется выбрать ташя, при
о2которыхъ сумма х  +  у имела бы наименьшее значеше. YpaBHeHie даетъ у =  — ,X

и сумма преобразовывается въ следующую:

* + £ .= * + £ . .
X X

Уравнеше (А ) для этой дроби будетъ таково:

Г? — о2х +  q*=. 0.
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Решив!, это уравнеше, найдемъ:

Q ±  У Q2 — 4q2
2

Услов1е вещественности:

QJ —4з2^ 0
даетъ:

— — 2 q, 2 q ^ Q  -j- со ,

когда q положительное, и

— оэ ==S Q sS  2g, — 2 q ^ Q  ^  +  оо,

когда q отрицательное.
Результаты эти говорятъ, что изъ вс4хъ положительныхъ 8наченШ, при» 

маемыхъ дробью, наименьшее равно ± 2 q, и изъ всЬхъ отрицательныхъ зна
чешй — наибольшее равно ц: 2q, при чемъ верхше значки соответствую™ 
положительному д, нижше — отрицательному.

Соответствующая этимъ наименьшему и наибольшему значешямъ, значешя 
буквы х  суть:

т.-е. наименьшему и наибольшему значешямъ суммы х - \-у  отвечають равные 
сомножители произведешя q2.

Предъидущая задача позволяетъ рЬшить следуюпЦй вопросъ: Между 
всгьми треугольниками одной и той же площади s2 определить тотъ, пери- 
метрь котораго наименыигй. Легко видеть, что это есть квадратъ, сторона 
котораго равна s.

425. Приложеше четвертое. РЬшимъ задачу, обратную задаче 
объ извлеченш квадратнаго корня изъ числа А  съ данною точностью.

Дано ращональное число -у-, квадратъ котораго не болгъе А .

Положимъ, что это число представляешь квадратный корень

числа А  съ точностью до —  • Найти х.х
Искомое х  удовлетворяетъ следующему уравнешю:

x =  + q , х  =  — q, для 2 > 0,

y =  +  2i У — — О.Ч Для д>0; 
У =  — Ч, У =  +  4 Для 2<0 ,

Е ]/ А х2 а_
Тх
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Уравнеше это ' равносильно слйдующимъ двумъ неравенствамъ:

( 1) (х  . j j  z ^ A x 2, (х  - y + l )  >  А х 2

и уравненш:

J
Гп\ ах(2) т  =

где  и  есть целое и положительное число. Первое изъ неравенствъ
( 1) удовлетворяется по заданш ; второе же, при помощи уравнешя
(2), перепишется такимъ образомъ:

»\v (3) и2 ( l — А  • —tjj +  2м-[-1 >  0.

Корни трехчлена, помйщеннаго въ левой части этого неравен
ства, суть вещественные и различныхъ знаковъ, ибо коэффищентъ

^1 —  А  -^3-)  есть число отрицательное; отсюда следуетъ, что нера

венство (3) удовлетворено такими значешями буквы и, которыя заклю
чены между корнями:

_ а (а  — ЪУ А ) _а(а-\-ьУ^А~)
« 1 — Ъ'А — а2~ * и*~~ №А — а? '

Но щ  есть число отрицательное, число же и должно быть поло- 
жительнымъ и цЬлымъ; следовательно, для и  мы должны взять цгьлыя 
значешя, удовлетворяющая неравенствамъ:

п ^  ^  а(а + ъУ А )
(4) 0 < и < - ¥ А ^ * г - ‘

Соотв4тствующ1я значешя для х  определятся изъ уравнешя (2).

Примгьры. 1°. Данное приближенное, значеше У 10, съ недостаткомг, съ точ

ностью до — , равно 3. Определить есть значшя буквы х.оо
Неравенство (4) даетъ:

О <  и ^  18,

откуда

и =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, И, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18.
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X =

Соответствующая значешя х  определятся изъ (2) и будутъ таковы:

1 2 , 4  б .  7 8 „ 10 11 , 13 14 * 16 ‘ 17
3 ’ 3 ’ 3 ’ 3 ’ 2’ 3 ’ 3 ’ 3’ 3 ’ 3 ’ 4’ 3 1 3 ’ 5’ ¥ ’ ¥ ’ 6*

Число 3 представляетъ, следовательно, квадратный корень 10, съ недостат
комъ, съ следующими точностями:

1 _ о 1  i l l l l i l l l i i l l i  3 1 
ж ’ 2 ’ 1 4 ’ 5 ’ 2 ’ 7 ’ 8 ’ 3 ’ 10’ 11’ 4 ’ 13’ 14’ 5 ’ Тб’ 17’ 7Г’

т.-е.

e V ™ - ?  E x f ' o - t  E V ю-Т E V i

2°. Данное приближенное значенк | / 10, съ недостаткомъ, съ точностью
1 22равно — . Определю

Неравенство (4) даетъ:

1 22до —, равно — . Определить всгъ значешя буквы х,
X  7

О О  «S 161;
а потому,

х =  1 ' 22’ 2 * 22’ 3 ‘ 22’ * * ’ ’ 22 * ' ’ * ’ 160 ' 22’ 161 ‘ 22*

22
Число у  представляетъ, следовательно, корень квадратный изъ 10, съ не

достаткомъ, съ следующими точностями:

1 _22 . 22 22 22. 00 22 . 22— =  у  : 1, у  : 2, у  : 3, . . . , у  : 22, . . . , у  : 160, у :  161,

такъ что:

Е l A o - i ’ . - ^  е |А о - 2 ’ . - ~22
7 “  7 71 . — 2 . —22 22

_ e V  10 •
2 2 .1  Ш . |

Все это легко поверяется непосредственно; напримеръ:

] $ V  Ю - 472 • 222 47 2 2 .
7 — 7 7 ’

47-22 47-22
26
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но уже, напримеръ,

E Y  10-

& § VII. Р ^теш е пекоторыхъ иррацюнальпыхъ иеравепствъ.

426. Дадимъ нисколько нрим^роБъ pimeHiif иррацюнальныхъ не
равенствъ.

Примгъры. 1°. Ртмиитъ неравенство:

гд1ь а есть данное вещественное число.
Очевидно, что это неравенство можетъ решаться только при томъ пред- 

ноложенш, что радикалъ вещественный. Посмотрнмъ, при какихъ 8пачешяхъ 
буквы х  онъ будетъ таковымъ. Для этой цели решимъ неравенство:

Но, при а <  0, правая часть неравенства, т.-е. {а — 1), отрицательна, 
между темъ какъ левая положительна; а потому невозможпо удовлетворить 
неравенству.

Предположнмъ, следовательно, что а >  0; должно еще, чтобы а >  1, и 
тогда обе части неравенства суть положительныя числа, и мы получимъ экви
валентное неравенство, возвысивъ обе части даннаго неравенства въ квадратъ 
и сохранивъ смыслъ неравенства.

Возвышеше это дастъ:

(дх а)(х — а) >  0.

Неравенство это требуетъ, чтобы х  лежало вне чиселъ: и а. Если
О

а < 0, то границы для х суть:

- -  оо ^  ж <  а  и — - ^ < ж г ^ с о ;
О

если же а >  0, то, наоборотъ,

— со ^  ж <  — у  и а < я г ^ с о .

(дх +  а) — ( а — 1)\х  — а)
nr — rtх — а
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Умноживъ o6t  части этого неравенства на (х — а )2 и сдЬлавъ некоторый 
преобразовашя, найдемъ:

(а2 — 2а — 2)(х — а) (х  — ^ Z ^ a  j r | q ) > 0 . <*)

Изслйдуемъ знаки множителя (а2 — 2а  — 2). Онъ отрицателенъ для всехъ

эначенШ а, лежащихъ между 1 - ] / з и 1 + | / з , н  положителенъ для всехъ

значенШ а, лежащихъ вне чиселъ: 1 — | /  3 и 1 -|- ] /  3 ; но а должно быть 
более 1, следовательно остается изследовать только два случая:

Случай первый, а лежитъ между 1 и 1 +  У~Ъ- Въ этомъ случае множи
тель (а2 — 2а — 2) отрицательный, и, следовательно, для yдoвлeтвopeвiя не
равенству (г), значешя буквы х  должны заключаться между числами:

а2 — 2а  4- 2 
а  Ы а 2 — 2а ^ 2 а *

Посмотримъ, которое изъ этихъ чиселъ есть большее число?
Для ответа на вопросъ заметпмъ, что трехчленъ а 2— 2 а -{-2, имЬющШ 

комплексные корни, представляетъ, при всякомъ а, положительное число; 
что же касается до знаменателя, то онъ, въ разсматриваемомъ случае, отрица- 
теленъ, а нотому

Итакъ,

. а2 — 2а-|-2 
а а* — 2а — 2 а ’

Но, для вещественности радикала, входящаго въ неравенство, необходимо 
еще, чтобы число х  лежало въ следующихъ границахъ:

— оо ^  х  <  — у , или а <  х  ^  оо.

Следовательно, остается сравнить по величине числа:

a  _ a2 — 2a +  2 „
3 “ a2 - 2a — 2 a ;

предположимъ на удачу, что

a  a2 — 2a  +  2 ,7Л
- Т > ^ 2 Г ^ 2 а ;  ( , , )

умноживъ обе части этого неравенства на отрицательное число
а2 — 2а — 2 

а
н изменивъ смыслъ неравенства, получимъ, после некоторыхъ преобразова
т ь  равносильное неравенство:

О <  (2а  — 2)2;
26*
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но это неравенство справедливо, следовательно и произвольно написанное 
неравенство (Л) также справедливо. Итакъ, необходимо и достаточно, чтобы

а2- 2а + 2 а
а2 — 2а — 2 3 ’

Случай второй. а более 1 +  1' 3 . Въ этомъ случае множитель (а2 — 2а— 2) 
положителенъ, а потому значешя буквы х, удовлетворяются неравенству, 
должны лежать вне чиселъ:

а2 — 2а +  2 
а “ а2 — 2а — 2 а ;

для сравнен1я этихъ чиселъ по величипе напишемъ произвольно:

а 2 — 2а +  2 , 
а*—-2а  — 2 а <  ’

въ разсматрнваемомъ случае это неравенство равносильно такому: 

а2 — 2а +  2 <  а 2 — 2а — 2, или 4 <  О, 

что несправедливо,а потому

а2 — 2а 4- 2 
а2 — 2а— 22_ Ол_ i) а ^> аг

и, следовательно, число х  должно лежать въ границахъ

_  . _. а 2 — 2а+  2
— о о * £ х < а  и со g s  ж >  д2_ 2a~-b~2 а ‘

Комбинируя эти результаты съ услов!ями вещественности радикала, най
демъ следующая границы:

__ . а __ . а 2 — 2а +  2
- c o ^ x < - j ,  ^ Я * * > а,- - 2 а —2 а-

Вотъ результатъ изслпдован1я:

а < 1  . . . неравенство невозможно.

а2 — 2а +  2 
а Г ^ 2 а — 2

 ̂ , | , / г. ^ а  ^  с* — -j- ^
а > 1  +  ] / 3 .  . . ж <  — -5- и х >  — 5V. ~ - о *  

Примгьръ 2°. Ртаитъ неравенство

У  Ъх — 2 а }/Зх —а 
ж +  а  "  ж +  5а ’

которомъ а представляетъ вещественное число.
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Для вещественности радикаловъ необходимо одновременно:

3 •

Если о <  0, то необходимо и достаточно, чтобы

Если же а > 0, то необходимо и достаточно, чтобы

Случай первый: а <  0. Необходимо определить знаки об'Ьихъ частей 
неравенства; для этой д^ли сд^лаемь различныя предположешя относительно 
знаковъ количествъ: (х-{-а) и (аг -j- 5а).

1°. Если (я +  а ) < 0, т.-е. х  <  — а, то подавно: ж -} -5 а < 0 , и тогда обЬ 
части даннаго неравенства отрицательны; возвышаемъ въ квадратъ обе части 
неравенства, изменяя ихъ знаки; отбрасываемъ положительнаго знаменателя и 
Д'Ьлимъ o6i  части неравенства на отрицательное число а; все это даетъ:

Для того, чтобы это неравенство удовлетворялось, необходимо и доста
точно, чтобы значешя буквы х  лежали вн-Ь корней трехчлена, которые вещест
венны, неравны и имйютъ различные знаки.

Корни эти суть:

Располагая эти значешя и значешя въ возрастаюшемъ иорядк4 [для
этой цйли подставляемъ въ трехчленъ, корни котораго суть хг и ж2, вмЬсто

23ж2 +  Ыах — 49а2 >  0.

и очевидно, что ж2 <  х„ ибо а  <  0.
Мы приходимъ такимъ образомъ къ новымъ услов!ямг:

Но мы знаемъ уже, что х  должно быть болЬе и менЬе (— а), т.-е.
О

должно быть заключено между и (— а).О

буквы х  числа (— а) и ~  (423)], получимъ рядъ:

—  СХ)
1/1856 — 27 а

23 а  *** 3 а '



Видимъ, что невозможно удовлетворить неравенству, если

а <  0 и х  <  — а.

2°. Если (# +  5 а ) < 0  и (ж +  а ) >  0, т.-е. если — а < ж <  — 5а, то ( ж + а  

и (ж +  5а) имеютъ различные внаки, и такъ какъ ж > у ,  то неравенство 

удовлетворяется.
3°. Если х  - f  5а >  0, то подавно х  +  а  >  0, и наше неравенство будетъ 

равносильно такому:

23х2 ■+ 54 ах -  49а2 <  О,

откуда

406 к н и га  m .

|/ l8 5 6  — 27 ,  ,  1 /1856+ 27
Ж —  “ < * < ------- Ж ~ я;

но, кроме того, х >  — 5а и х  >  т.-е. х  >  — 5а. Образовавъ возрастающей
О

рядъ:

l/li57 — 27 a l / I i5 6  +  27 , .  .
-----%----  “ — Т -  ----------- ------ 23----

увидимъ, что неравенство невозможно.
Итакъ, когда а есть отрицательное число, то необходимо, для удооле- 

творетя неравенапву, взять х въ слпдуюшихъ границам,:

— а <  х  <  — 5а.
%

Случай второй-. а >  0. Для вещественности радикаловъ необходимо п до-

статочио, чтобы # > - д .  Въ этомъ случай, следовательно, количества (ж +  а)

и (х  +  5а суть количества положительныя. Неравенство наше равносильно 
следующему:

23s2 +  Мах — 49а 2 >  0.

Число х  должно быть взято вне корней. Написавъ возраставшей рядъ:

V 1856 -г  27 2а V 1856 -  27 ,
--------- "23------“  ••• Т  ••• * — » — « • • • + « >

увидимъ, что, при положительномъ а, необходимо и достаточно:
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У п р а ж  н е 'н 1я .

1 (1 - f  ж +  ж2)* = а —(1—x + x 'j2-, х =  +

2 j - Z l g g | / l ± j g  — i .  « . - - e l i / H »  i 
‘ 1 + а ж Р  1 —Ьж~ ’ * а Г & A‘

3. | / ( l  +  ж)2 — аж +  } /( l  — x)2-\-ax =  x \  x  =  3z2 |X " (1 — a ) ( l  — y j  , 

ж =  0; последнее ptuieuie не удовлетворяетъ уравненш.

4 ✓»’+»+в^2°-з'1/‘с, + а,+6 _ -1 ±VWi
3 i / ^ + ^ + 6  ’ 2 

Посл^дше два корня удовлетворяютъ уравнешю только тогда, когда 
у радикала возьмемъ знакъ (—).

. 5. 2ж2 +  3ж— 3 + | / 2 ж 2 +  3ж +  9 =  30; ж =  3, х  =  — ~ ,

„_—3 ±  ]/з29
4

G ___ 1___________ 1____ = У А .  X— + L .
1 -  V. 1 - х '2 1 +  |/Г^аг* ** ~~ 2

tn

7. | / (1 4 - ж)2 — | / (1 — ж)2 =  | / 1 — ж2; полагая г = 1 /  

найдемъ: * =  * - - 1^ , 2 = ? ,* -^ - ! .

8-(S)'=* + ̂  —  H V t)'
0 . | / а - | - . г - | - [ / Ь  +  ж 4 - | / с  +  ж =  0 ;

_  — (а +  Ь +  с) ±  2] / а" &24 - с1 — аЬ — ас — Ьс х _  g .

10. Образовать суммы: квадратовъ, кубовъ, чегвертыхъ степеней и обрат* 
пыхъ четвертымъ степенямъ корней уравнешя аж2 4- Ъх +  с =  0 .

2 . , V1 — 2ас „ , , 3аЬс— Ь3 жа2 +  ж22 =  — - 2— , жа* +  жг8 =  — ^ 3-— ,

. . 4 _  Ь4 -  4аЬ2с 4- 2«2с2 1 , 1  Ъ* — 4аЬЧ +  2а2сг
Хл ~р Хо —  ------------------) — т  ~\ т — ------------• •1 1 ** а4 5 х±А х24 с*

11. Доказать, что уравнеше

(Ь2 — 4ас)ж2 -f- 2 (2ас' +  2са1 — Ьс')х -}- (l>12 — ia'c') =  О
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имеетъ всегда вещественные корни, если (ft2 — 4ас) огрицательно. Доста
точно разобрать случай, когда и ft'*— 4а'с' отрицательно. Доложивъ:

62 — 4ас =  — a2, ft'2 — 4а’с' =  — аД

покажемъ, что количество, помещенное подъ знакомь радикала, представляетъ 
произведете двухъ множителей, изъ которыхъ каждый есть сумма двухъ 
квадратовъ.

12. Определить X такимъ обравомъ, чтобы уравнеше:

(X — 1)х2 — 2(Х +  1)® +  (Х — 2) =  0

имело равные корни; поверить результаты.

13. Образовать уравнеше второй степени съ ращональными коэффищен- 
тами, имеющее корнемъ:

* / Т  * 3 . . г г  5 / з  — V  5 или V 3 - 5 ,  или -T +  V 2, или --------или г _ ■
4 3 - 1 / 2  1 / 3 + К 5

14. Определить X такимъ образомъ, чтобы корни уравнешя:

2х2 +  (2Х — \)х  +  (X — 2) =  О

поверяли равенство: 3xt — 4х, =  11.

15. Определить X такимъ образомъ, чтобы одпнъ изъ корней уравненifl 
(X2 — 5Х +  З)#2 (2Х — 1)х -f- 2 =  0 былъ вдвое более другаго.

16. Дано уравнеше: 7х2 — 4ж +  5 =  0; вычислить, не решая уравнешя, 
значеше выражешя: 4х13 — 6х1х2!1-}-4х23 — 6х12х2.

17. Дано уравнеше: Зж2 +  17ж — 14 =  0; вычислить, не решая уравнешя,
. За?!2 +  5XiX2 +  Зх23 

значеше выражешя: — —s— • г 4хгх 2 4хг х3

18. Дано уравнеше; Ьх2 — 13х + 1 1  = 0 ;  вычислить произведете значешй, 

принимаемыхъ выражешемъ въ которомъ буква х  заменяется после- 

довательпо каждымъ изъ корней предложеннаго уравнешя.

19. Определить X и р такимъ обравомъ, чтобы уравнешя:

'  (2Х+1)** — (ЗХ— l)a? +  2 =  0, (н- +  2)х2 — (2р.-}- \)х — 1 =  0

имели обшде корни.

20. Определить X такимъ образомъ, чтобы два уравнен1я:

(X — 1)ж +  Х +  1 =  0, 2ж2 +  (2Х — 1)ж +  2Х +  2 =  0 

имели обпцй корень. Каковъ этотъ корень?

21. Каюя значешя должно присвоить количествамъ р  и q для того, чтобы 
корни уравнешя х2 + р х \ -  g =  0 были именно р  и q?



22. Определить количество а такимъ образомъ, чтобы одинъ изъ корней 
15уравнешя *2 — — ж +  а3 = 0  былъ квадратомъ другаго.

28. Даны два уравнешя: ж2 — 5* +  к =  0, ж2 — 7ж +  2к =  0. Требуется 
определить к такимъ образомъ, чтобы одинъ изъ корней втораго уравнешя 
былъ въ два раза более одного изъ корней перваго уравнешя.

24. Разложить на линейныхъ сомножителей трехчлены:

8ж2 — 15ж-|-3, 2 -j- 11* — 5ж2, 4ж2-{-17, З*2 — 4 * 4 -8 , ж2- ) -ж - |-1.

25. Определить X такимъ образомъ, чтобы трехчленъ

(Х +  3)ж2 -КХ  +  1 ) * - ( Х - 1 )  

былъ полнымъ квадратомъ.

26. Разложить на линейныхъ сомножителей трехчленъ

(а2 — 4Ь2)*2 -J- 2(а2 -+- 2&2)ж -}- а* — Ъ\

27. Написать услов!е, при которомъ выражеше (а +  Ьх)2 +  (а' -\- Ъ'х)2 
есть квадратъ выражешя, линейнаго относительно *.

28. Определить X такимъ образомъ, чтобы числа 2 и 3 лежали внутри 
корней квадратнаго уравнешя: З*2 -f- (X — l ) * - f  (ЗХ +  2) =  0.

29. Определить X такимъ образомъ, чтобы число 3 лежало между кор
нями уравнешя: (Х-{-2)ж2— 4Хж +  (Х — 1) =  0.

30. Какое значеше должно присвоить букве у  въ уравненш:

х2 — Эху +  ^* +  2* — 9у -(-1 = 0

для того, чтобы уравнеше это относительно х  имело равные корни? Между 
какими границами должно изменяться значеше у  для того, чтобы эначетя ж 
были вещественны?

31. Для какихъ значешй а уравнеше х2— 2(а — 3)* +  (а5 — 1) =  0 имеетъ 
равные корни? Указать для каждаго изъ этихъ значешй знаки корней.

а2 Ъ2
32. Показать, что у р ав н еш е--------- 1------------- 1 = 0  имЬетъ вещественные

ОС ОС “  ^
корни, каковы бы ни были постоянный а, Ъ, р  и q.

33. Изследовать вполне корни уравнешй:

( З Х - I )*2 — (2Х+1)ж +  Х =  0, (Х2 +  Х - 2 )*4 + (Х  +  1 ) ( 2 * - 1 )  =  0,

когда X изменяется отъ — оо до +  оо.

34. Решить отдельно неравенства:
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а;2 — За;+  2 . - ж2 +  1 0 ж + 1 б . 1rt а;2 —12*435

4 1 0  КНИГА l i t .

X 1 •г 2 < 0 ,  ж5- j-За;- |- 2 ^ ° ’ x — 1 > 1 0 ,  (a:+3)(a;2+ 5 a ;+ 4 ) > 0 ,  

5a;2— 2a;—(—3 „  2aa: +  36 1 . 1 . 1
(a:— l)(a;2—a ;+ l )  ’ 56a;— 4a ’ а:2 — Зд;-j- 2 a;2— 7a;+12 a;2—4a: +  3

35. Какое значеше должно присвоить п  для того, чтобы трехчленъ 
х2 -\-2x-\- п, при всякомъ вещественномъ х, былъ более 10.

36. Р^шая некоторую задачу, пришли къ уравнешю:

(a -f- 2Ъ)х* — 4а6а; +  (а  — Ъ)Ъ2 =  О,

где а и Ь количества положительныя, при чемъ х  должно быть заключено 
между 0 и 3Ь. Наследовать задачу.

37. НаПти наиболышя и наименышя значешя следующихъ дробей:

2а:2 — 10а; +  9 х2 + 4х — 2 , 4 15а;—24 х- — 1
12а; —14 ’ х2—4 а ; 4 4 ’ Х 1 х  — 5 ’ 9а:2 — 1оа;420’ а;2-{— 1 ’

х2— 2а;— 3 (х—3)(a;-f-5) 2а;2—24а; +  48 2а;2—2* +  4 а:2—1 
За;—аг* — 2 ’ ж2 ’ а;2— 10а;— 25 ’ За;2—4а; +  5 ’ 5а;2+ 4 ж ’

а:2—10а;-{-21 2а;2 +  2 а?2 — За; Ч~ 2 
.г2— бх-f-5 ’ х2 — Ьх-\-2' х2 — 6 ^ 4 9 ’

38. Определить р я р '  такимъ образомъ, чтобы дробь ^ А ° *
Д/ -f- jp  X “р о

егигала maximum’a или minimum’a при х =  2 и х =  3.

39. Найти соотношеше, которое должно существовать между а я ах для
X  ̂ Г %(1Х — 1

того, чтобы maximum н minimum дроби -2-̂  -■— ~ г ч  были равны но вели-
X -р Jjd^X  —р 1

чине, но противоположны по знаку.

40. Решить неравенство:
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*  Комплексный числа.

§ I. Действ1я надъ комплексными числами.

427. Ц Ь л ь  введеш я к о м п л ек сн ы х ъ  чиселъ  въ  ал геб р у . 
Мнопе изъ вопросовъ алгебры не могутъ иметь отвйтовъ въ вид!; 
чиселъ ращональныхъ или иррацюнальныхъ, называемыхъ числами 
вещественными или действительными.

К ъ подобнаго рода вопросамъ принадлежитъ, напримеръ, вонросъ 
о реш енш  квадратнаго уравнешя ах2- \ - b x - \ - с =  0 въ томъ случае, 
когда коэффищенты его а, Ъ, с удовлетворяютъ неравенству: Ъ2 — 4ас <  О, 
и, следовательно, когда уравнеше не имеетъ вещественныхъ корней.

Вопросы этого рода мы можемъ разсматривать, или какъ во
просы невозможные, или какъ вопросы, требуюнце отъ насъ но- 
пыхъ представлешй о числе.

Руководствуясь темъ духомъ обобщешя, который долженъ господ
ствовать въ алгебре, мы введемъ въ алгебру числа особой природы, 
называемыя комплексными, сделавъ рядъ новыхъ соглашешй и опре- 
деленШ, не противоречащихъ, однако, ни одному изъ нринятыхъ 
уже определешй и соглашешй.

428. О п р ед ел еш й  и со гл аш еш я. Введемъ особаго рода сим вол ъ, 
который, покаместь, будемъ обозначать такимъ образомъ:

( а , 6),
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где а и Ъ суть кашя пи есть вещественный числа, и будемъ назы
вать этотъ символъ комплекснымъ числомъ. Относительно этого сим
вола сдЪлаемъ следующая соглашешя:

1°. Два символа Са. Ъ) и (с, d) будемъ называть равными тогда и 
только тогда, когда а =  с и Ъ =  d.

2°. Символъ (а , 0) будемъ считать равнымъ вещественному числу а.
3°. Символъ (0, а) будемъ обозначать черезъ аг, гд'Ь г есть, по- 

кам^сть, не число, а зеачекъ, помещенный подле числа а.
4°. Символы (0,1) и (0.,0) должны означаться, следовательно, 

такимъ образомъ: 1г и Ог; мы будемъ считать ихъ, если понадобится, 
соответственно равными г и

429. Сумма комплексных! чиселъ. Суммою комплексных* чиселъ: 
(а , Ъ) и (с , d) называется комплексное число (а с , Ъ -(- d). Для 
означешя суммы комилексныхъ чиселъ будемъ употреблять знакъ -j- 
и будемъ, следовательно, писать:

(а , Ь) +  (с, d) =  (а +  с , Ъ +  d). (1)

Сделавъ въ этомъ условномъ равевстве: 6 =  0 и с =  0, найдемъ: 

(а , 0) +  (0 , d) =  (а , d).

Принявъ во внимаше соглашешя 2° и 3°, получимъ: 

а +  di =  {а , d).

Иеременивъ здесь букву d на букву Ь, найдемъ:

a - f -  Ы =  («  , Ь).

Результатъ этотъ говорить намъ, что символъ {а , 6), при помощи 
техъ соглашешй, которыя мы сделали относительно него, и при по
мощи понят1я о сумме, можетъ быть изображенъ суммою а -(- Ы.

Наши соглашешя и равенство (1) могутъ быть представлены те
перь такимъ образомъ:

1°. Два комплексныхъ числа: а +  Ы и c - \-d i  мы будемъ считать 
равными тогда и только тогда, когда а =  с и Ъ =  d, такъ что ра
венство:

а —)— Ы =  с —)— di 

влечетъ за собою равенства: а =  с, Ъ =  d, и обратно.
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2°. Комплексное число а -}- Ог равно вещественному числу а. Это 
соглашеше говорить, что вещественное число можетъ быть разсматри- 
ваемое, какъ число комплексное.

3°. Комплексное число 0 4 -  ai будетъ обозначаться символомъ ах.

4°. Комплексный числа 0 +  \г и 0 -f- Ог будутъ обозначаться че
резъ 1г и Ог или просто черезъ г и 0, при чемъ мы будемъ, если 
понадобится, писать:

О —J— 1г =  0 — г.

5°. Равенство ( 1) можетъ быть написано такимъ образомъ:

(a -f-  Ъ%) —}— (с —}— di) —  (а  -j-  с) -f- (b - |-  d)i. (2)

ВсЬ эти соглашешя не п р о ти во р еч ат  ни одному изъ ирежнихъ 
понятШ, ибо если символъ а -\-Ы  представляетъ изъ себя биномъ, 
въ которомъ значекъ г есть число, а  Ы есть произведете, то всЬ 
наши соглашешя действительно им%ютъ место.

430. Р азн о сть  во м п л ексн ы х ъ  чиселъ . Разностью комплексныхъ 
чиселъ а -\-Ы  и с -f~ di называется такое комплексное число х  -f- уъ, 
которое, будучи сложено съ числомъ с -}- di, дастъ число а -\-Ы . Раз
ность означается знакомъ (— ).

Итакъ, по определешю, имеемъ:

(х -f- yi) -}- (с -f- di) =  a - j-  bi,

отсюда

(ж -f- с) 4 ~ (у 4 " d)i =  a -f- Ы.

Равенство это, па основанш соглашешя 1°, распадается на два 
равенства:

ж 4 ~с =  а, y - \ - d  =  b,

которыя даютъ:

х  =  а  —  с, у —  Ъ — d,

такъ что

(a  -f- Ы) —  (с 4 "  di) =  (а —  с) -f- (Ъ —  d)i. (3)

Равенство это не противоречить понятш  о разности биномовъ.
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431. Зал'Ъчаше 1. Разсмотримъ вм^стЬ съ комплексным! числомъ 
с -j-  di комплексное число гд& сх =  — с, d  ̂= — d; тогда, 
на основанш равенствъ (2) и (3), найдемъ:

(а - f  Ы) — (с -}- di) =  (а — с) -f- {Ъ— d) г =  (а -f* сх) +  (6 +  d j  i =
—■ (а  4*  Ьг) (сх +

и
(а -j- bi) — (сх -j- c î) =  (a -j- Ы) “I- (с -J- di).

Посл'вдшя равенства говорятъ, что числа c -\-d i и сх могутъ 
быть разсматриваемы, какъ числа съ противоположными знаками, такъ 
что мы можемъ писать:

с —|— di =  —: (Cj —(— d^i) и (Cj -j- d j )  =  — (c -j- di).

432. ЗамЬчаше 2. Установивъ пошше о разности комилексныхъ 
чиселъ, мы можемъ ввести комплексное число {а — Ы), разсматривая 
его слйдующимъ образомъ:

а -  Ы =  (a -j- Ог) — (О -)- Ъг) =  а +  (— Ъ)г.

Комплексныя числа a -j- Ы и а — Ы называются сопряженными; 
ихъ сумма'.

(a - f -  Ъг) +  (а — Ы)  =  {a - f -  Ы)  +  [ а  +  ( — 6)i] —  2а-\-Ог =  2а

равна вещественному числу 2а.

433. Произведете комплексных! чиселъ. Произведстемъ ком- 
плексныхъ чиселъ:

а\ +  а2 -}" Ъ2ъ, . . . , а„ -f- Ъпг

называется комтекснос число х  -j- yi, которое получается такимъ 
образомъ: перемножаемъ комплексныя числа, какъ биномы, разсма
тривая знакъ г, какъ число; располагаемъ произведете по степенямъ г; 
въ полученномъ многочлены:

Д + Р .г  +  Р ^ Ч - ■ ■ ■ + Р „ - /~ ' +  Р ,Х

подставляемъ вмжто i ik + i число 1, вмъсто i 4* + 3 знакъ — i, вмжто 
lAk + 2 число (— 1) и вмжто «**+* знакъ i, такъ что многочленъ пре
образуется въ сллдуюгцгй'.

Р0 +  P ti -  Р2~  Ргь +  Р , +  P ,i -  Р , -  P 7i^ ~  • • • ;



пишемъ этотъ многочленъ въ видгъ:

( Р „ - Р ,  +  Р , - Р , +  . . . ) +  ( P , - P s +  Ps -  Р ,+  . . . ) г  

и принимаемъ числа:

Ро ~  Рг +  Д  — РГ,-\-  • • • 

Р г - Р * + Р > - Р , +  • • •

за искомыя х  и у.
Разсмотримъ, въ частности, два комплексныхъ числа:

a -J- Ъ i и с -j-  di.

Ихъ произведете будетъ таково:

(a -j- bi)(c 4~ di) =  ас-\- (ad -j- bc)i +  bdv =
— ас- (- (ad -f- bc)i — bd =  (ac — bd) -j- (ad +  bc)i.

434. СлгЬдств1е 1. To поняпе о произведенш комплексныхъ чи
селъ, которое мы дали, не противоречить понят1ю о произведенш 
вещественныхъ чиселъ, при чемъ последнее заключается въ первомъ, 
какъ частный случай.

И въ самомъ деле, предположивъ, что

&1 =  =  Ъ3 == . . . — Ьп —— о,
найдемъ:

(ai 4" 0i)(a2 -j- 0i)(<z3 — Oi) . . . (ап -(- Ог) =  а1а2ай . . . а„ 4*
-} -0  . i  —  0 —  0 . i - j - 0 - f - O i  —  0 —  Ог —{— . .

или

(«!-j-О0(а2 +  Oi) . . .  (а„-j-Oi) =  a,a2a3 . . .  ап -j- Oi =  аха2а3 . . .  «„;

но и левая часть этого равенства также равна аха2а3 . . . ап.

435. Следств1е 2. Если въ произведенш:

(а +  Ы) . (с 4" di) — (ас — bd) 4~ (ad 4" Ьс)ь 

положимъ: 6 =  0, с—  0, d —  1,

то найдемъ:
(а 4~ 01) . (О 4~ 1 ь) == 0 4~ al,
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или
а . i  =  ai.

Результатъ этотъ, позволяющей разсматривать символъ ai, какъ 
произведете а на г въ нашемъ условномъ смысле, уподобляетъ ком
плексное выражеше а-\-Ы  биному.

436. Сл£дств1 е 3. Произведете комплексныхъ £/селъ не зави- 
ситъ отъ порядка перемножешй. И въ самомъ дЬл̂

(a -f- Ы)(с -|- di) =  (ас — bd) -f- (ad -j- fic)i,

(с -f- di)(a +  Ы) =  (ca — db) -j- (da -(- cb)i,
I

т.-е. получили одинъ и тотъ же результатъ.
4:37. Сл,Ьдств1е 4. Цгълою и положительною степенью даннаго ком

плектам числа называется произведете комплексныхъ чиселъ, рав- 
ньгхъ данному; число сомножителей называется показателвмъ степени. 
Степень обозначается такимъ образомъ: (а -(- Ы)п.

Изъ понятгя о степени вытекаютъ следующая равенства:

[ ( а Н - 6 г ) 7  =  [ (о  +  К ) Т  =  («  +  В Д"'. \

• (a -J- Ы)р . (a -j- Ы)9 =  («-(- Ы)'*я.

438. Сл-Ьдств1е 5. Если условимся понимать подъ символомъ г” сте
пень (0 -| - 1г)” , то, на основанш поняия о произведен^ (433), найдемъ:*

г2 =  —  1, г3 =  —  1, г4 =  +  1,

а отсюда получимъ:

г4р =  (^)я =  +  1, i  =  i, |

г4р+2 =  г4р . га=  — 1, i r i~3 =  iip . г3 =  — г. ) '?

Лрим7ъры. г482 =  — 1, ибо показатель 482 принадлежитъ форм* 4р +  2; 
г84 =  — г, ибо показатель 83 принадлежитъ форм* 4w-j-3.

4:39. Сл'Ьдств1в 6. Произведете комплексныхъ чиселъ:

«1 —|— а2 +  ̂ 2г, . . . , an-j-bni,

разсматриваемыхъ, какъ биномы, равно произведетю, определенному 
въ (433), если будутъ приняты равенства (4).
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440. СлгЬдств1е 7. Произведете комплексныхъ чиселъ равно нулю 
тогда и только тогда, когда, по крайней мгьргъ, одинъ изъ множи
телей равенъ нулю. Дано произведете:

(а +  Ы)(с -}- di),

равное комплексному числу:

(ас — bd) (ad -J- bc)i.

Если это выражеше равно нулю, т.-е. равно комплексному числу 
(O-f-Ог), то необходимо, чтобы совместно:

| ас — bd —  О 
\ ad -{-6с =  0.

Составивъ сумму квадратовъ лйвыхъ частей этихъ равенствъ, по
лучимъ:

(ас — bd)2 -{- (ad -f- be)2 == О,

или

(а2 +  Ь2)(с2 +  d2) =  0.

Это равенство требуетъ, чтобы по крайней м^рй одинъ изъ со
множителей: а2 -{- 62, с2 -j- d2 былъ равенъ нулю; положимъ, что 
а?-\-Ь2 =  0, отсюда а =  0, 6 =  0, и, следовательно,

a -J-  Ьг — 0.

Услов1е это, очевидно, и достаточно.
441. Частное отъ делетя  комплексныхъ чиселъ. Частнымъ 

оЬч^^п>лен1я двухъ комплексныхъ чиселъ: (a -f- Ьг) и (с -f- di) на
зывается комплексное число (x-\-y i), которое, будучи умножено на 
дгьлителя, воспроизведетъ дгьлимое.

Оаределеше это даетъ:

(х yi)(c "j- di) =  a -f- bi\ 

отсюда, на основаши поняия о произведенш, получимъ:

(сх — dy) -j- (dx -|- су)г =  a -f- 6г;
27
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равенство это равносильно следующимъ двумъ:

( сх — dy =  а, 
{ dx 4" су =  Ь .

Решая эту систему уравненШ  относительно х  и у, найдемъ:

_ac-\-bd __Ъс — ad
Х  ~  с2 +  d - » у  ~  с2 +  d 2 ’

Форма этихъ вцражетй пожзываегъ, что значешя для х  и у 
всегда возможны, ибо знаменателМ (с2 +  d2) обращается въ нуль только 
тогда, когда с =  0 и d =  О, т.-^ когда комплексное число +  
равно нулю. Искомое частное, следовательно, существуетъ и имеетъ 
форму: -

а -f- Ы_ac + b d \  be — ad . , ^
с +  di —  'с2 +  <Р “Г с2 +  <Р ‘ г‘ ^

„  \ — г . 2 — г 4 7 .Лримпры.

442. ЗамЬчаше. Частное (3) мы можемъ получить условно еще та
кимъ образомъ: умножимъ числителя и знаменателя дроби на 
(с — di) и найдемъ:

(а +  Ы) (с — di)_(ас +  bd) +  (be — ad)i__ac + bd . be — ad
(с +  di)(c — di) ~  c2 + cP “  c2 +  dr *" c2 +  d4 ‘ г’

443. Квадратный корень коэшлекснаго числа.
Квадратнымъ корнемъ комплексного числа (а Ы) называется 

такое комплексное число (х -f- yi), которое, будучи возвышено въ ква
дратъ, дастъ а-\-Ы . Покажемъ, что подобный корень существуетъ. 
Итакъ, пусть

(х  +  У?)' =  а  +  Ы,
или

(х2 — у2) -{- 2хг/г =  a -j- Ы.

Для того, чтобы равенство это имело место, необходимо и доста
точно, чтобы совместно:
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отсюда легко найдемъ:

(*■+**)*=<»•+&*,

и, следовательно,

х 2- \ - у 2 —  ] / а 2+  Ь \ [ 2]

Первое изъ равенствъ [ 1] и равенство | 2] даютъ намъ:

Мы нредполагаемъ въ наш ихъ разсуждешяхъ, что х  и у  веще
ственны; следовательно, полагаемъ, что х 2- \ - у 2 представляетъ коли

чество положительное. Отсюда вытекаетъ, что радикалъ | / а 2—j— fe2 
долженъ быть взятъ со знакомъ Что касается до знаковъ при 
я; и у, то, принимая во внимаше, что произведеше ху  должно быть

равно заключаемъ, что знаки х  и у должны быть одинаковы, 
если Ъ положительно, и различны, если Ъ отрицательно. Двойные 
знаки при х  и у  показываютъ, что искомый корень имеетъ два зна
чеш я, отличаюшдяся другъ отъ друга только знаками.

Итакъ,

, если Ь >  О;

, если Ь <  0 .

Примгьры. 1°. \ / — 1 =  ]/ /1/ — 1 =  | / i =  i  [ у Г у  +  

ибо а =  0, 6 =  1 .

444. З а м еч ате .П р и л о ж и м ъ  предъидушдя формулы къ представлешю 

у  А , где  А  есть отрицательное число, въ виде комплексна™ числа. 
Для этой цели положимъ въ предъидущихъ формулахъ: а =  А , Ъ =  О 
и получимъ:

»

Va  = t/I+177= -  [ / 4+ХА1 + / 5 ± E Z . i],
2 2 J

l /a  +  bi — zlz I 1/ g +  y/gH- b- ,
o~ i } / "  - a-± -p * . г

» / ^ + ь Г = ± |У ~ '

27*
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или

V a  =  -jz [ / ~  +  V ~ \ A

В ъ  ч а с т н о м ъ  с л у ч а й , когда А  — — 1, найдемъ:

Y — 1 =  —  • г =  ^ И  =  ~  г.

Р езультатъ  этотъ говорить намъ, что знакъ i ,  вслгьдствье нашихъ 
соглашенгй, можетъ быть разсматр^ваемъ, кат квадратный корень 
числа —  1. ^

Результаты  эти въ высшей степени прим ечательны : они позво
ляю сь разсматривать квадратные корни отрицательныхъ чиселъ, какъ 
числа особой природы, названный нами комплексными.

И такъ , вводя комплексный числа въ алгебру при известны хъ 
соглаш еш яхъ , не противорйчащ ихъ п он ятш  о числе вещ ественномъ, 
мы получили возможность обобщить вполне представлеш е о квадрат- 
номъ к о р н е.

445. P t in e H ie  к в а д р а т н а г о  у р а в н е ш я . Разсмотримъ квадратное 
уравнеш е:

ах2 -J- Ъх +  с =  0 ( 1)>

и  постараемся найти, если возможно, такое комплексное число у - \-z i ,  
г д е  у  и г  суть вещ ественныя числа, которое представляло бы корень 
этого уравнеш я, т.-е . которое удовлетворяло бы условш :

а(у 4 " zi)' 4 “ Ну *0  4~ о= о.

Услов1е это, будучи переписано таким ъ образомъ:

(ау2 —  az3 4 -  by -f- с) 4 -  ( 2ayz -(- bz)i —  0 , ( 2)

можетъ быть зам енено равносильною ему системою:

ay2 — az2 4~ by 4-  с =  О, 

(2 ау 4 ~ b)z =  0 .
(3)
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Система эта распадается на две:

{ ay2— az2-\-by-\-c =  0,- ay2- a z 2-{ -b y + c = 0, \
<4) \  г  =  0; 2 а у + Ъ  =  0 \ '  (6 )

Система (4) равносильна следующей:

ау2 -\-Ъу с —  О, 

z  =  0 .

Она дастъ вещественное значеше для я, равное 0 ; что же к а 
рается до у , то его значеше будетъ вещественно только тогда, когда 
Ь2—  4 a c S = 0 , и въ этомъ случай искомое комплексное число будетъ:

Ъ ±  l / t f —Aac , . .  — Ъ r£ }/&2— 4ас 
2а--------+  °! = --------2а--------

т.-е. мы получаемъ для даннаго квадратнаго уравнешя два веще- 
•ственныхъ корня, что мы имели и выше (388).

Нерейдемъ теперь къ системе (5). Второе уравнеше этой системы 
д аетъ  вещественное значеше для у:

Ъ
У 2 а

Поставивъ это значеше въ первое уравнеше системы (5), найдемъ:

. о о л 70 о __4О/С Ъ
4 а т  =  4ас — Ь , z  =  —4^2“  •

Результатъ этотъ говорить намъ, что z  будетъ вещественно только 
тогда, когда Ь2 —  4 а с = ^ 0 , и тогда корни нашего уравнешя пред
ставать  два комплексныхъ числа, заключенпыхъ въ формуле:

Ъ , \ /  4ас — Ь2 .
2 а ---- 2а---- •• (6)

П ринявъ во внимаше, что

V b 3 —  4ас =  V4ас  —  Ъ2 . i ,
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\

можемъ во вс^хь случаяхъ писать:

х

Результаты эти въ высшей степени примечательны; они показы- 
ваютъ, что, вводя въ алгебру комплексный числа, мы можемъ уста* 
новить следующую теорему.

Квадратное уравнеше имметъ всегда два корня, значешя кото- 
рыхъ выражаются одною и тою же .формулою во всгьхъ случаяхъ.

Формула (6) говорить нам^, что, при а, 6 и с вещественныхъг 
корни квадратнаго корня суть сопряженныя комплексный числа.

Корни эти во всехъ случаяхъ имеютъ свойства, выражаемый 
следующими равенствами:

1) x 1Jr x 2=  ,

2) х хх 2 =  —

3) ах2 Ъх с =  а(х — x t)(x — х 2), 

легко доказываемыми.

§ II. Модуль комплексная числа.

446. Модуль. Модулемъ комплексного числа a -f- Ы называется поло
жительное значеше квадратнаго корня изъ суммы квадратовъ веще* 
ственнаго слагаемаго а и коэффициента Ъ при знать г. Итакъ, мо
дуль числа (а 4“ Щ равенъ 4“ V  я2 4“ Ъ*. Изъ этого определешя вы
текаетъ, что модуль положительнаго числа а есть само число; Мо
дуль же отрицательнаго числа (— а) равенъ а (19).

-  i =  1, Mod(i) =  1, 
Mod(— t) =  l, Modi— 7) =  7.

447. Модуль суммы комплексныхъ чиселъ. Квадратъ модущ^ 
суммы двухъ комплексныхъ чиселъ заключенъ между квадратамi t '  
суммы и разности модулей слагаемыхъ.

Примеры. Mod(3 +  7 г) =  \/ъ8 , Mod —■



Разсмотримъ два комплексныхъ числа: а +  Ы и с -J- di. Квадраты 
ихъ модулей соответственно суть:

р2 =  «2 —|— b2, f>* =  <? +  d2.

Квадратъ модуля В  суммы:

(а -|- Ы) +  di) с.~ с - *. -

этихъ выражешй есть:

В," =  (а2 -}- Ь2) -j- (с2 d2) -j-  2(ас bd),

или же

В 2 =  р2 -f- pt" -j-  2(ас -f- bd).

Сравнимъ это выражеше съ выражешями:

УРАВНЕБ1Я ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 423

(р +  р,)» =  р> +  Pl!  +  2 V 'a  V  +  ЪЧ‘ +  а‘,1‘ +  ЬV ,

(р — р,)! =  р1 +  р,1 -  2 1/ ^ ?  +  b‘d‘ +  a W  +  i V ,

которыя, вследств1е неравенства: (ad — be)2 ̂  О, дающаго: a2d2 +  Ъ2с2&» 
2*2abcd, иди a2d2 +  Ь2с2 — 2abcd -j- <», где и>5э=0, могутъ написаться 
такимъ образомъ:

(Р Pi)2 =* Р2 Pi2 ~Ь 2 V (ас -f- b d f -j- a),

(Р — Pi)2 =  P2 +  Pi2 — 2V/(ac +  bd)2 +  0).

Сравнеше это легко дастъ:

(Р — Pi)2 ^  В 2 (р +  Pi)2, ч. и т. д.

Если р >  р1? то неравенство это можетъ быть написано яакимъ 
образомъ: \  ъ •» s  Ч *• ''

р — р^ л ^ р +  рГ?

въ противоположномъ же случае получимъ: j

р, — р ^ Б ^ р  +  Р,^
/

Неравенства эти показываютъ, что модуль суммы комплексныхъ 
чиселъ не превышаешь суммы модулей этихъ чиселъ.
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Cl сЕсли ш =  о, т.-е. если ad — be =  О, или - у  =   ̂
число ac-\-bd ес ло положительное, то

-j-,. и если

R  — р +  ра.

Если же, при а> =  0,(число ac-\-bd  есть число отрицательное, то

смотря по тому, будетъ ли р более или менее рх.
448. Модули произведешя, частнаго, степени и корня. Дока

жемъ, что
1°. Модуль произведешя комплексныхъ чиселъ равенъ произведенш 

модулей этихъ чиселъ.
Возьмемъ два комплексныхъ числа: (a -f- Ы) и (с +  di), модули кото

рыхъ соответственно суть: | /  а2 +  Ь2 и /  с2 -f- d2. Произведете этихъ 
комплексныхъ чиселъ, равное

2°. Модуль частнаго двухъ комплексныхъ чиселъ равенъ частному 
модулей этихъ чиселъ. Доказательство аналогично предъиду-щему.

3°. Модуль степени комплекснаго числа равенъ той же степени 
модуля этого числа.

4°. Модуль квадратнаго корня комплекснаго числа равенъ квадрат
ному корню модуля этого числа.

449. Произведете сопряженныхъ комплексныхъ чиселъ.
Разсмотримъ произведете сопряженныхъ комплексныхъ чиселъ: 

(а -f- Ы) и (а — Ы). Оно можетъ быть представлено въ такомъ видЬ:

В  =  ±  (р -  р,),

(ас — bd) +  (ad -(- bc)i,

им^еть модулемъ |/(ас—Ъй)2-}-(ай-{-Ьс)2, и ясно, что

V(ас -  bd)2 +  (ad +  ЪсУ =  У а2 +  b2 . V с2+ ^ -

' (а -{- Ы)(а — Ы) =  (а2 b2) -J- (ab — ab)i — (а2 +  Ъ2) +  0 . i =  a2-\-b2

и показываетъ, что произведете двухъ сопряженныхъ, комплексныхъ 
чиселъ равно квадрату модуля этихъ чиселъ.



УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 425

§ III . Геометрическое представлеше комплексиыхъ чиселъ.

450. А ф ф и ксъ  ком п лекснаго  чи сла. Комплексныя числа иы^вотъ 
весьма простое геометрическое представлеше. Вообразимъ две неопре
д ел ен н ы х ^  пересекающихся подъ прямымъ угломъ въ точке 0, пря- 
мыхъ X X , и Г Г Г

Г

Одну |изъ этихъ прямыхъ, напримеръ Х Х х, назовемъ осью х 'овъу 
другую Y Y ^  —  осью у 'оьъ. Каждая изъ этихъ осей имеетъ, считая отъ 
точки О, два направлешя: ось х 'овъ—  направлешя О Х  и 0 Х „  ось 
У овъ—  направлеш я 0 Y  и 0 Y r  Согласимся откладывать на одномъ 
изъ направлешй оси х ’овъ, напримеръ на направленш О Х, положи
тельный чиела, отнесенныя къ какой нибудь единице линейной меры, 
а на другомъ направлешй 0 Х х — модули отрицательныхъ чиселъ, 
отнесенные къ той же единице. Направлеше О Х  будемъ называть 
положительнымъ, направлете 0 Х х —  отрицательнымъ. Пойдемъ по 
окружности, описанной изъ центра О, по направленш, обратному дви- 
жешю часовой стрелки отъ того направлеш я оси х ~олъ, на которомъ мы 
условились откладывать положительный числа; на томъ изъ направ
лешй оси у 'оьъ, которое встретимъ первымъ, будемъ откладывать также
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положительный числа, на другомъ — модули отрицательныхъ чиселъ; 
если, напримеръ, за положительное направлеше оси х 'овъ примемъ, 
какъ приняли, направлеше ОХ, то положительное направлеше оси 
у-оъъ буд<^ъ\ОГ, отрицательное — ОГ х. Углы X O Y ,  Y O X v X xO Y x 
и Y xO X  л^демъ называть соответственно 1-ыъ, 2-мъ, 3-мъ и 4-мъ 
углами.

Разсмотримъ комплексное число а-\-Ы . Условимся откладывать 
число а, если оно положительное, и его модуль, если оно отрица
тельное, соответственно на направлешяхъ О Х  и О Хх; условимся откла
дывать число Ъ, если опо положительное, и его модуль, если оно 
отрицательное, "соответственно на направлешяхъ O Y  и ОТ,. Изъ 
концовъ отложенныхъ такимъ образомъ длинъ возставимъ соответ
ственно перпендикуляры къ осямъ х 'овъ и у'овъ до ихъ взаимнаго пе- 
ресечешя; эти перпендикуляры пересекутся въ некоторой точке А  
и только въ одной этой точке.

Итакъ, всякому комплексному числу а +  Ы, при принятыхъ согла- 
гиетяхъ, будетъ отвгьчать одна и только одна точка на плоскости.

Обратно, всякой точюь А , взятой на плоскости, будетъ отвгьчатъ, 
при принятыхъ соглатетяхъ, одно и только одно комплексное число, 
которое получимъ такимъ образомъ: опускаемъ изъ точки А  пер
пендикуляры на оси х'овъ и у'овъ\ делимъ образованные отрезки 
осей на принятую единицу меры, присвоиваемъ полученнымъ чис- 
ламъ знаки -р или —, смотря по тому, на какихъ направле
шяхъ осей отложились соответственные отръзки, и при помощи по- 
лученныхъ такимъ образомъ чиселъ: а и Ъ составляемъ комплекс
ное число a -J- Ы.

Точка А  называется аффиксомъ комплекснаго числа и означается 
символомъ: (а, Ъ). Длина прямой ОА называется векторомъ комплекс
наго числа а-\-Ы , направлеше О А  называется направлен{емъ век
тора. Уголъ, составляемый положительнымъ направлешемъ оси х 0'п  съ 
направлешемъ вектора, отсчитанный въ сторону, обратную движеню 
часовой стрелки, называется аргументомъ комплекснаго числа.

Изъ всехъ этихъ соглашешй вытекаетъ, что
1) аффиксъ числа 0 =  0 — Oi есть точка J); аргументъ этого числа 

равенъ нулю.
2) аффиксъ вещественнаго числа а =  а-\-Ы  лежитъ на положи- 

тельномъ или отрицательномъ направлеши оси %'овъ, смотря по тому, 
представляетъ ли число а число положительное или число отрицатель
ное, и его аргументъ соответственно равенъ 0 или тс.

3) аффиксъ комплекснаго числа Ы = -0-\-Ы  лежитъ на положи- 
тельномъ или отрицательномъ направлент оси у'овъ, смотря по тому,
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представляетъ ли число Ъ число положительное или число отрица
тельное, и его аргументъ соответственно равенъ - у  или Щ-.

4) аффиксъ комплекснаго числа а -\-Ы , где а и Ъ не суть нули, 
лежитъ: въ первомъ угле, когда а и Ь положительныя; во второмъ— 
когда а отрицательное и Ь положительное; въ третьемъ — когда а отри
цательное и Ъ отрицательное; въ четвертомъ — когда а положительное 
и Ь отрицательное; аргументъ этого комплекснаго числа соответственно

л тс тс Зтсзаключенъ между О и у ,  или между - у  и г.} или между тс и -у ,
Зтс 0 или между ~y  и 2тс.

5) Аффиксы сопряженныхъ комплексныхъ чиселъ: а -{- Ы и а — Ы 
расположены симметрично относительно оси агов\

6) Аффиксы комплексныхъ чиселъ: а-\-Ы  и а — Ы расположены 
симметрично относительно точки О.

Существенная разница между числами вещественными и комплекс
ными состоитъ въ томъ, что если даны два какихъ нибудь вещественныхъ 
числа, напримеръ 1 и — 4, то мы знаемъ все те вещественныя числа,, 
которыя лежатъ между данными числами. Аффиксы этихъ чиселъ 
суть точки оси ж'овъ, лежапуя между точками, представляющими 
числа 1 и — 4. Положимъ теперь, что даны два комплексныхъ. 
числа, напримеръ (1 -j— 2г) и (3 +  4г). Пусть аффиксы этихъ чи- 
силъ суть точки К  и L. Вообразимъ непрерывный рядъ точекъ на 
плоскости, образующихъ некоторую кривую, проходящую черезъ точки 
К  и L. Каждой точке этой кривой будетъ отвечать некоторое опре
деленное комплексное число, и все эти комплексныя числа считаются 
числами, заключенными между (1 2г) и (3 —J— 4i). Итакъ, идя по 
нашей кривой, мы перейдемъ непрерывно отъ комплекснаго числа
1 -f- 2 i  къ комплексному числу 3 -(- 4i  черезъ некоторый рядъ ком
плексныхъ чиселъ. Вообразимъ теперь другую кривую, проходящую 
также черезъ точки К  и L. Идя непрерывно по этой кривой, мы 
перейдемъ непрерывно отъ комплекснаго числа 1 -j- 2г къ комплекс
ному числу 3 -{- 4г черезъ другой рядъ комплексныхъ чиселъ, 
отличный отъ ряда перваго. Заметимъ, что мы можемъ, при этихъ 
переходахъ, переходить и черезъ вещественныя числа, если наши кри- 
выя будутъ пересекать ось х 'ов%, ибо точки пересечешя суть аффиксы 
вещественныхъ чиселъ. Заметимъ еще, что переходъ отъ веществен- 
наго числа къ вещественному можетъ быть совершенъ также безко- 
нечнымъ количествомъ способовъ, если захотимъ совершать этотъ 
переходъ черезъ комплексныя числа.
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451. Новая форма комплекснаго числа. Разсмотримъ какое ни- 

■будь комплексное число а +  Ы, и иусть его аффиксъ есть точка А . 
Назовемъм&^ницу меры буквою а. По определешю имеемъ:

а =  — —  Ь — —

Векторъ комплекснаго числа есть длина О А, аргументъ о этого 
числа есть уголъ ХОА.  Чертежъ даетъ:

О А- =  ОБ2 +  Б  А 2 =  ОБ2 +  ОС2,

или

или, наконецъ,

=  V~a?+b2.ОА
а

Правая часть этого равенства представляетъ модуль даннаго ком
плекснаго числа, и само равенство говорить: модуль комплекснаго числа 
равенъ отношент вектора этою числа къ принятой единить линей
ной мгьры.

Между вещественными числами а и Ь, фигурирующими въ ком- 
плексномъ числе а-\-Ы , и модулемъ р и аргументомъ <? этого числа 
■существуютъ весьма простыя соотношешя. И въ самомъ д6ле, прямо
угольный треугольникъ А О Б  даетъ:

ОБ= ОАшАОБ= CM.cos(* — <?) =  — Ô Lcos»,

А Б  =  О A  sin А О Б  =  О A  sin(* — 9) =  О A  sin©,

отсюда
ОВ ОА АВ  ОС ОА .----------= -----. COS 9, —  =  —  =  —  sin о,а а ‘ ’ а а а • ’

и, следовательно,

a =  pcos<p, 6 =  psin<p. (l)

Равенства эти будутъ справедливы, въ какомъ бы угле не ле- 
жалъ аффиксъ даннаго комплекснаго числа.
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Равенства (1) опред^ляит. <р, ибо.

а . ЪC0S<P =  — , Sine? =  — ; 
т р р 

одно изъ равенствъ, напримеръ первое, опредгЬляетъ два угла 
не болыше 2тс, второе же выбираетъ одинъ изъ этихъ угловъ.

Всл,Ьдств1е этихъ равенствъ всякое комплексное число а -}- Ъг мо
жетъ быть представлено въ следующей изящной и простой форий:

==P(cos? -W sin?)- (2)

Примеры:

1°. а-\-Ы-=А , где А вещественное положительное число. Для него:

Р =  А, cos-f =  1, sin ср =  0, т.-е. <р =  0,

и, следовательно,

А =  J.(cosO -f- isinO).

2°. a-±-bi =  A, где А вещественное отрицательное число. Для него: 

р = — А , costp =  — 1, sin ср =  0, т.-е. <р =  я ,

п, следовательно,
I

А =  — A(cosn +  isin  тг).

3°. a-j-bi =  B i,  где В  вещественное положительное число. Для него: 

р =  .В, coscp =  О, sin с? =  1, т.-е. ср =  у ,

«, следовательно,

Вг =  В  {cos у  +  г sin ~  j .

4°. a -\-bi =  B i,  где В  вещественное отрицательное число. Для него:

Зк
р =  — В , cos© =  0, sin® =  — 1, т.-е. (Р =  ‘2

и, следовательно,

B i = - B ^  c o s y - f - t s in y j.
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1 |/ з 1 i/з"
5°. a - f 6i  =  +  -g- —  I~ Y i - Дад него: р =  1, cos <р =  +  у ,  s in <? =  —

т.-е. <f =  —  -?Л и, следователь

У
+  i - ^ - i  =  c°s ( - | ) + i sm ( - f ) .

452. Аффиксъ суммы комплексныхъ чиселъ. Аффиксъ С суммы 
двухъ комплексныхъ чиселъ а-\-Ы и c-\-di, аффиксы которыхъ соот
ветственно суть точки А  и В ,  есть конецъ дгаюнали паралелограмма, 
построеннаго на векторахъ ОА и ОВ данныхъ комплексныхъ чиселъ.

Г

К

Назовемъ единицу м'Ьры буквою а. Имеемъ, по соглашенш, 

__ ___ OJD j _ B A _ O E  _ ____O F  l = _ _ F B ^ _ O G
а  я ’ ’ а а 1  ̂ а ’ f a a

Точка С есть аффиксъ комплекснаго числа:

ОН , / OL\
(3)

\
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Чертежъ даетъ:

0 Ы = O D + O F , 0 L  =  0G — ОЕ,

отсюда

_  ОН = __01)___OF _ O L _  0 Е _ 0 &
а а а ’ а а а ’

т.-е.

ОН , OL . , ,
=  « +  *  —  —  =  & +  *.

BcfliACTBie этихъ равенствъ число (3), имеющее аффиксомъ точку С, 
напишется такимъ образомъ:

{а-\-с)-\-(Ь-тс1)г,

а это выражеше представляетъ собою не что иное, какъ сумму дан
ныхъ комплексныхъ чиселъ, ч. и т. д.

453. Зам^чаше. Д1агональ ОС есть, следовательно, векторъ 
суммы данныхъ комплексныхъ чиселъ. Этотъ векторъ представ
ляетъ, какъ показываетъ чертежъ, замыкающую ломанной лиши, 
одна изъ сторонъ которой есть одинъ изъ векторовъ О А  или ОБ  дан
ныхъ комплексныхъ чиселъ, напримеръ векторъ ОА, а другая есть 
отрезокъ, равный вектору ОБ, параллельный ему и въ одну сто
рону направленный.

Векторъ ОС называется геометрическою суммою векторовъ О А  и 
О Б; для обозначешя этой суммы часто употребляютъ знакоположеше:

~6 С = 0 А ^ г Ш .

И вообще, векторъ суммы п комплексныхъ чиселъ, аффиксы 
которыхъ суть точки А, Б ,  С, L ,  есть замыкающая ломанной
лиши, стороны которой суть: одинъ изъ векторовъ, напримеръ ОА, 
и отрезки:

А А Х, АА  2, . . . , А Ап—1, 

соответственно равные векторамъ:

ОБ, ОС, . . .  , OL, 

параллельные имъ и въ одну сторону направленные. Этотъ векторъ



суммы равенъ, сл'Ьдоважльно, отрезку ОАп- г и представляетъ гео
метрическую сумму век*ровъ О А, ОБ, ОС, . . . , OL, т.-е.

ОАп- i == О A -j-  ОБ —|- ОС -\- . . . —(— O L .

Аффиксъ суммы есть конецъ А п- 1 этого вектора. Изъ этого по- 
строен1я непосредственно вытекаетъ, то

ОАп-г О A -f- ОБ -(- ОС- j-  . . . ~Ь OL,

или же

О А п - ^ ОА , ОВ , ОС , , Obj
а а ‘ а * сх ‘ * * * * а

где а есть принятая единица меры. Неравенство это говоритъ, что
модуль суммы комплексныхъ чиселъ не превышаешь суммы модулей этихъ  
чиселъ, что мы имели и выше.

454. Аффиксъ разности комплексныхъ чиселъ. Разность двухъ 
комплексныхъ чиселъ: а-\-Ы  и c-\-di, аффиксы которыхъ суть 
точки А  и В ,  представляетъ сумму комплексныхъ чиселъ а-\-Ы  и 
с\ где сх —  — Су dt =  — d, при чемъ аффиксъ Б  у комплекснаго
числа Су dyi расположенъ съ аффиксомъ Б  симметрично относи
тельно точки О. Отсюда вытекаетъ, что векторъ ОСу развости есть 
геометрическая сумма векторовъ О А  и ОБу, и точка Су есть аффиксъ 
развости. Чертежъ непосредственно даетъ, что векторъ ОСу разности 
комплексныхъ чиселъ не метъе разности векторовъ О А и О Б умень
шаемого и вычитаемаго, а, следовательно, и модуль разности двухъ 
комплексныхъ чиселъ не менгъе модуля разности модулей этихъ чиселъ•
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§ IV. Пределъ перем̂ нваго комплекснаго числа.

455. Понят1е о пределе. Въ главе о пределахъ мы разематривали 
только переменныя вещественный числа. Теперь, когда мы ввели въ 
алгебру комплексныя числа, мы можемъ расширить наши представлешя.

Разсмотримъ переменное комплексное число х  -\-iy, т.-е такое ком
плексное число, которое означаетъ каждое изъ следующихъ другъ за 
другомъ, по определенному закону, комплекспыхъ чиселъ неограни
ченная ряда:

*1+ !М » Ъ  +  УЛ • • • > хп +  У»*» • • • » ж«+р +  Уп+р, •• • (О
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Мы будемъ говорить, что переменное число х  у г или, что  то  
же, переменное число xn-\-yni  стремится къ пределу при неограничен- 
номъ возрастами п тогда и только тогда, когда каждый изъ рядовъ:

x lt  х 2, . . . ,  хпУ . . .  , %п̂ р> . . . (2)

У1 » У21 • • • » Уп * • • • * У п + р » • • • (3)

стремится кг предшу, при чемъ пределомъ переметаю комплекснаго 
числа Х п  -f- упг будемъ называть комплексное число а-\-Ы, въ которомъ 
а и Ь соответственно суть пределы чиселъ рядовъ (2) и (3).

456. Теорема I .  Относительно этого предала докажемъ следующую 
теорему, относящуюся къ тому случаю, когда пределъ ивв-Ьстенъ.
Для тою, чтобы данное комплексное число а-\-Ы представляло пре
делъ переменнаго числа хп -}- yni,  при неограниченномъ возрасташи п, 
необходимо и достаточно, чтобы модуль разности

(Хп +  Уп  ̂— ^  +  Ы) (1)

становился и продолжалъ быть менее даннаго произвольнаго положи
тельнаго числа в, начиная съ некотораго п.

Назвавъ модуль разности (1) буквою р«, пайдемъ:

р2„ =  (*„ —  о ) ‘ +  (.Уп —  &)2- (2)

Докажемъ сперва необходимость услов1я; для этой цели положимъ, 
что а-\-Ы  если действительно пределъ перемЬннаго числа х-\-уг. 
Изъ нредъидущаго понят1я о пределе вытекаютъ следующая нера
венства:

Mod{xn — а) <  - j = , Mod(yn — b )<  - 4 = ,  
у  2 У  2

отсюда

(*» — а)2 <  у  , (уп ~  ЪУ <  у  ,

начиная съ некотораго одного и того же п. При помощи этихъ не
равенствъ равенство (2) даетъ: 

Рп <  у  + Т  » или р»2 <  е2’
28

I
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Р* <  £>

что мы и хотели показать.
Перейдемъ теперь къ доказательству достаточности ушшя.

Для этой цели положимъ:

р„ < е;

отсюда будетъ следовать, что

Р« <  £2-

При помощи этого неравенства равенство (2) дастъ:

(хп — a f  <  s2, (уп — Ь)2 <  £2; 

отсюда непосредственно получаемъ неравенства:

Mod (хп — а) <  £, Mod(yH — Ъ) <  г,

показываются, что а и Ъ суть соответственно пределы чиселъ хп 
и уП) или, что комплексное число а-\-Ы  есть, на основанш по- 
нят1я о пределе комплекснаго числа, пределъ переменнаго ком* 
плекснаго числа х п-\-упг.

457. Теорема I I .  Для того, чтобы переменное число х п -{- y j  
приближалось къ пределу, при неопределенномъ возрастанш п, необхо
димо и достаточно, чтобы модуль разности:

д =  {%п+Т +  Уп+pi) -  (хп +  VJ)

становился и продолжалъ быть менее даннаго произвольнаго положи- 
тельнаю числа е, начиная сь некотораго п и при всякомъ целомъ и 
положительномъ р.

Напишемъ равенство:

(ЛЫД)» =  -  , , у  +  (г,л+„ -  y f .  (1)

Докажемъ сперва необходимость услов1я, т.*е. предположимъ, что 
пределъ существуетъ, и докажемъ, что услов1е выполняется.



При этомъ предположен  ̂ и при помощи пошшя о пределе ком- 
илекснаго числа, получимъ неравенства:

M °d(xn+p — х я) <  - 4 - ,  Mod(yn+p —  уп) < -? = = ,

откуда
<*2 2

(хп+р — хиУ <  J , (ун+р —  у ,у  <

На основанш этихъ неравенствъ равенство (1) дастъ:

(Mod А)2 <  у  +  4 г , откуда Mod А <  е, ч. и т. д.

Перейдемъ теперь къ доказательству достаточности услов1я, т.-е. 
моложимъ, что услов1е выполняется, и докажемъ, что пределъ су
ществуетъ. Итакъ, положимъ, что

Mod А <  е, откуда (Mod А)2 <  г 2;

равенство (1), при помощи этого неравенства, дастъ:

(**+, — х„У <  (Уп+р —  У,У <

или

Mod(xH+p — Х п) <  г, Mod(yn+p — tj) <  е;

эти неравенства говорить, что перемЬнныя вещественныя числа х п и ул 
■стремятся къ пределамъ, а следовательно стремится къ пределу и 
переменное число x n-\-yni.

УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. ( 4 3 5

У п раж н ен1я.

1. Образовать квадратный уравнешя съ вещественными коэффищентами,
имеюпця соответственно однимъ ивъ корней следукнщя выражешя:

4 |/— 5i 3\/-—2 —  4, -------^ - = ,  ( 3 -h  V/ = r 2X4 Н -3 | /— 2),
2 +  V - 5  5 — у — 3

2. Решить квадратное уравнеше:

(2+ \/~i)x* — ( l +  2 V ^ -L)x+  (3 — |/—1) =  0.
28*



, ^

3. х 2 — (9 -  2]/  —  1)ж -+- (29 +  11г) =  0. '

4. Доказать сд’Ьдуюшдя равенства:

(a) p(cos<p +  г 6in ср). r(c o s i +  is in £ ) =  pr[cos(c? +  t) -f- i s in (9 -\- <)],

Pi»!2±4!!S2} =  JL rcos(„ _  t) +  jdn(» -  О], 
v J r(cos£ +  «sin i) т VT
(c) [p(coscp -f* isincp)]m =  pm[cos(wi;p) -j-1  sin (fw<p)],

гдЬ m есть целое положительное число.
п.—

5. Показать, что у 1 имеемъ п и только п  различныхъ значенш, заключеп-
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ныхъ въ формул^:

2ктг , . . 2Ы
cos-------- \- ^sm —п п

где к равно каждому изъ чиселъ: 0, 1, 2, 3, . . .  , (п — 1). Приложить 
къ следующпмъ частнымъ случаямъ:

Vh VT, 1УТ.

6. Показать, что |/ р (cos ср -|- г sin ср) имеетъ п  и только п  равличныхъ значенш,. 
заключенныхъ въ формуле:

и.— / ® . ср'/ 2кп . . 2Ы\
V р cos—  4-  ism  —  cos-------Ь гэш —  ,

w 1 п )\  п п  )

где к равно каждому изъ чиселъ: 0, 1, 2, 3, . . .  , (п —  1) и где j /  р есть 
положительное значен!е корня м-°в»Й степени.

Приложить къ  случаямъ:

/ S i  f 8 , V"— 16̂  | / * - у  +  * V4  •
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Уравнешя съ однимъ неизвйстнымъ, лрнводяшдяся 
къ уравнешямъ второй степени.

§ I .  Уравнения бнквадратныя.

458. Решение биквадратнаго уравнен1я. Уравнеше съ однимъ 
неизв’Ьстнымъ, приводящееся къ форме:

ахк +  Ъх2 +  с =  О, [1]

где коэффнщенты а, Ь, с не зависятъ отъ х, называется биквадрсцп• 
мымъ. Легко показать, что решете этого уравнешя можетъ быть 
приведено къ решенш двухъ квадратпыхъ уравнешй. И въ самомъ 
деле, положимъ:

X2 =  z. [2]

Уравнеше [1] преобразуется въ уравнеше второй степени отно
сительно z:

as2 -{- bz —)— с == 0. [3}

Уравнеше [3] даетъ два значешя для z :
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Подставивъ найденныя значешя для z  въ уравнеше [2], полу
чимъ:

— Ъ -±. |/б2 — 4 ас х - _  _

I
Решивъ это уравнеше, найдемъ:

I

Полученный результатъ показываетъ, что биквадратное уравнеше 
имеетъ четыре решешя, которыя, но два, имеютъ равные модули, 
но противоположные знаки.

459. Изследоваше формулъ. Предположимъ, что коэффнщенты
a, ht с биквадратнаго уравнешя суть количества вещественныя.

1°. Если (62 — 4ас) >  О, то оба значешя z  вещественны; они 
могутъ быть или оба положительныя, или оба отрицательныя, или 
одно изъ нихъ будетъ положительнымъ, другое же— отрицательнымъ.

Въ первомъ случай четыре значешя для х  вещественны, во 
второмъ случае все значешя для х  комплексны.

И въ самомъ деле, назовемъ эти отрицательныя значешя буквами 
z t и е2. Ддя получев1я значешй неизвестнаго х  мы должны извлечь 
квадратные корни изъ отрицательныхъ чиселъ zx и z2, что приве
дешь насъ къ комплекснымъ числамъ:

Х =  —  У 'z l f  X  =  —  V z 2 .

Представляя эти выражешя въ комплексной форме, найдемъ:

x = z h i  V — z l f  x  =  i t z i V —  z 2.

Вещественныя части этихъ комплексныхъ чиселъ равны нулю. 
Заметимъ, что комплексный числа, изображаются корни, суть по
парно сопряженныя.

Въ третьемъ случае два значешя неизвестнаго х  вещественны и 
два значешя комплексны. Назвавъ положительное значеше z  буквою 
*!, отрицательное же— буквою s 2, получимъ:
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Опять видимъ, что комплексные корни суть сопряженныя выражешя.
2°. Если Ъ2 — 4ас =  0, то значешя для z вещественны и равны; 

отсюда сл”Ьдуетъ, что значев1я;1 для х  по два равны; они веще
ственны, если знаки Ъ и а противоположны; они комплексны, если 
знаки Ъ и а одинаковы. . 1"

3°. Если Ъ2 —  4ас <  0, то значешя для z  комплексны и сопря
жении. Обозпачимъ:

z y — A  -f- B i , z 2 =  А  — B i.

Для. не извести аго х  получимъ четыре значешя:

x  =  z t ] /  A +  B i  -

х  =  ~± V А  — B i .

Представляя значешя эти въ комплексной форме (443). найдемъ:

_  \VА +  Va-+ В 1 , V -  А  +  ) / А 2 +  В 2 .1
; — L 2 I 2 ~ ' г ]»X

%

X . Г V А  +  i/a2 4 - в -  V — А  +  I/ а *  +  В -  Л 
= —  L--------- о------------------------- о-----------• ч

Результаты эти показываютъ опять, что комплексные корни попарно 
сопряжении.

*  460. Преобразоваше выражешя V А  +  ] / В . Формула (4) по
казываетъ, что все корни биквадратнаго уравнешя

имеютъ форму:

где

ах* +  Ьх2 —{— с =  О

х  =  Иг V A  .Нг \/ ~В,

, Ъ -г, Ь- — 4 ас
» -В2а ’ 4я2

Предположимъ, что все корни вещественны, при чемъ положительное 
число В  есть число ращональное, не представляющее квадрата по
ложительнаго ращональнаго числа, т.-е. положимъ, что j/  В  есть ирра-
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цюнальный корень положительнаго рацюнальнаго числа. Спраши

вается, возможно ли представить выражете V  А  +  |/ В  въ форме:

V  у +  V  г,

где у и z  суть вещественныя, пояожительеыя и ращональныя коли
чества?

Для ответа на этотъ вонросъ, напишемъ уравнеше:

V~A +  \/ В  =  V y - [ - V i .  (а)

Если искомыя у и z не связаны никакими услов1ями кроме 
услов1я (о), то уравнешю (а) удовлетворяетъ безчисленное множество 
значешй для у и г. Решимъ это уравнев1е, если возможно, въ чис- 
лахъ, вещестественныхъ, положительныхъ и ращоналъныхъ. Будемъ 
считать значешя всехъ квадратныхъ корней, входящихъ въ урав
нешя, положительными. Возвысивъ обе части уравнешя (а) въ квад
ратъ, получимъ:

А  +  V B  =  y-[-z +  2Vyz. (Ь)

Для того, чтобы у и z были рацюнальны, необходимо, чтобы 
\/уz  было иррацюнальное число, ибо, въ противоположномъ случае, ока
залось бы, что число ] / В ,  равное у -\ -z-\ -2 V yz — А, было бы ра- 
цюнальнымъ, что противоречить услов1ю.

Показавъ это, докажемъ, что уравнеше (Ь) распадается на сле
дующие два уравнешя:

А =  у z, V В  =  2 Vуz. (с)

И въ самомъ деле, предиоложивъ наоборотъ, что

А =  у -\ -г-\ -ос,

где а есть ращональное число, отличное отъ нуля, получили бы изъ 
уравнешя (&):

V В  =  ос -|- 2 V уз,
откуда

В  =  ос2 -f- 4a Vyz - j-  4yz,
или

, /  В  — or —  iv z
1 V = ----- 4̂  .
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что невозможно, ибо левая часть есть число ирращональное, а пра
вая — ращональное.

Итакъ, должны заключить, что А =  у +  z, и тогда равенство (Ъ) 
даетъ: ]/ В  =  2\/yz.

Вычтя теперь уравнешя (с) по частямъ, получимъ:

А  — V В  =  у -f* е — 2 V yz — {У у — Y  z  )2,

откуда

у  у -  V z  =  ± V a  —  y W . {d)

Иеремноживъ уравнешя (а) и (d) по частямъ и приписавъ къ 
полученному уравненш первое изъ уравнешй (с), получимъ две си
стемы уравнешй:

j  у - *  = + у 2 ^ в ,  „ - « = - V a? - И ,  | .
( у - \ - z =  А у - j-  z =  А \

именмщя соответственно следующая системы решешй:

9 = ± u + v l r ^ - B ) ,  z = ^ ( a  — Va *--b ), («о

У = j ( A -  ,  =  i (A  +  V a^ - ~ B )  (O

Итакъ, если уравнеше (а) рЪшимо въ ращональныхъ числахъ, то 
системы р1>шетй могутъ иметь только формы (е') и (/'), которыя 
будутъ ращональны тогда и только тогда, когда А 2 — В  есть квад
ратъ некотораго ращональнаго числа С, такъ что

у =  } ( А + С ) ,  *  =  1 ( Л - < 7 ) ,  (о1) '

!, =  1 ( 4 - 0 ) ,  *  =  } u  +  C). ( f )

Но мы, вследств1е возвышешй въ квадраты и перемножешя урав
нешй, могли ввести постороншя решешя; следовательно, должны 
удостовериться, удовлетворяютъ ли уравненш (а) системы (е') и ( f) ,  
совпадающая для этого уравнешя въ одну систему; это имеетъ место, ибо

( y y + V 7 ) '= y - \ - < , + ‘i V y z = \ ( A + e ) + ± ( A - ® +

+  2 j /  ± ( a , — c2) =  a  +  V b .
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Итакъ, следовательно, уравненге (а) имгъетъ только тогда си
стему рацюнальныхъ рчьшенш, когда А 2 — В  представляетъ квадратъ 
ращональнаго числа С, при чемъ система эта слгьдуюгцая:

у =  - j  А С ) ,  г  =  -^ (А — С),

и мы будемъ имгътъ преобразоваше:

V T + y S - f / ± ( А + С ) + у '  j ( A - C ) .

461. Замгъчатя. 1°. Если въ уравнен in (а) разсматриваются отрица
тельныя значешя корней, то уравнеше это будетъ им т̂ь предъидущую 
систему решешй, такъ что мы можемъ писать:

V А  +  ]/В  — -±. \̂ у -g-(А -\ -С )-\ -у  у Ы — С)],

где знаки (-|-) и (—) отвечаютъ соответственно положительному и 
отрицательному значешямъ корня, помещепнаго въ левой части ра
венства.

2°. Уравнешямъ (rf):

in  V А — У  В  — V у — У г,

пъ которыхъ значешя корней У  у и \/ z разсматриваются, какъ по- 
ложительния, отвечаютъ соответственно системы (е') и (/'), такъ что 
мы можемъ писать:

где знаки (-j-) и (— ) отвечаютъ соответственно положительному и 
отрицательному значешямъ корня, помещеннаго въ левой части ра
венства.

3°. Если мы приложимъ предъидущую формулу къ случаю, когда 
А 2— В  есть отрицательное число, то мы придемъ къ комплекснымъ 
числамъ; такъ, напримеръ, хотя и найдемъ:

V2 +  1 /1 3 - | /  +  у

но должны заметить, что, приведя квадратные корни, помещенные 
въ правой части, къ комплекснымъ формамъ, снова придемъ къ числу

V 2 +  1/13 .
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402. Примгьры. 1°. Возьмемъ уравнеше ж*• — 13ж2 +  36 =  0.
Уравнеше въ z будетъ z2 — 13я +  36 =  0. Корни его суть; zt =  4, z2 =  9. 

Биквадратное уравнеше имеетъ четыре вещественныхъ решетя:

х г =  -+  2, ж2 =  —  2, ж* =  3, х , =  -  3.

2°. Возьмемъ уравнеше ж4 — 20ж2 +  4 =  0. Корпи ёго даются формулою:

х =  ±  V l0d :l/96 .

Въ данномъ случае преобразоваше (460) удается и даетъ:

^ = / 6  +  2, а:2 =  — |/6 — 2, ж3 = ) /  6 -  2, =  — V 6 + 2 -

3°. Возьмемъ уравнеше ж* +  5ж2— 36 =  0. Уравнеше въ z имеетъ одинъ 
корень положительный и одинъ отрицательный: z 1 =  A, £3 =  — 9.

Биквадратное, уравпеше имеетъ два веществепныхъ и два комплексныхъ 
корня:

Ж =  ^  }/ 4 =  — 2, Ж =  i t  |/— 9 =  :t 3i.

4°. Разсмотримъ уравнеше ж4 — 2ж2 +  2 =  0, Уравнеше въ z, т.-е. 
.г2 — 2,г 2 =  0, имеетъ два комплексныхъ корнями: zr =  1 -f- i, z2 =  l — . 

Биквадратное уравнеше имеетъ четыре корня:

ж =  :£ ] / l +  г, ж =  У 1 — г.

Нредставивъ эти корни въ комплексной форме (443), найдемъ:

463. Разложеше лЬвой части биквадратнаго уравнешя на 
множителей первой степени относительно х. Назовемъ корни урав
нешя [3] буквами z t и z r  Мы знаемъ уже (402), что левая часть 
этого уравнешя можетъ быть нредставлена въ виде произведешя:

a(z — — z2).

Заменивъ здесь букву z выражешемъ ж2, иредставимъ левую часть 
уравнешя [1] въ виде:

я (ж2 —  z^){x2 — z2),

или въ виде:

а {х— Vгу)(х  -f- V  z^){x — V z2)(x -{-  V  z 2).

Принявъ во вниман1е, что выражешя У  zv — У  z1, |/ — \/z 2.
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суть корни биквадратнаго уравнешя, и назвавъ ихъ соответственно 
буквами x t) x st х а, x if представимъ левую часть биквадратнаго урав
нешя въ виде произведешя:

а(х — Z j)(x  — х 2) ( х —  ?3)(ж—

Итакъ, левая часть биквадратнаго уравнешя равна коэффицгенту 
при четвертой степени буквы х, умноженному на произведете четырехъ 
двучленовъ, равныхъ разностямъ между буквою х и каждымъ изъ корней.

464. ЗаагЬчаше. Если все корни биквадратнаго уравнешя суть 
количества вещественныя, то нредъидущее разложеше не заключаешь 
въ себе знака i. Если же некоторые изъ корней комплексны, то 
нредъидущее разложеше будетъ заключать комплексный знакъ г. 
Но мы видели, что если биквадратное уравнеше ах\ -f- Ъх2 +  с =  О, 
въ которомъ коэффнщенты а, Ъ, с суть количества вещественныя, 
имеетъ комплексный корень вида а +  г̂, то оно непременно имеетъ и 
сопряженный съ нимъ комплексный корень ос—  (3i. Двучлены разло- 
жешя, отвечающее этимъ корпямъ, будутъ:

(х — а —  р») и (х — а -(- {&) 

и дадутъ произведете

(х —  а)2 —  (32г2 =  х 2 —  2а# -\- (я2 - j - 132),

т.-е. дадутъ трехчленъ второй степепи съ вещественными коэффи- 
щентами.

Итакъ, левая Часть биквадратнаго уравнешя съ вещественными 
коэффищентами равна коэффициенту при четвертой степени буквы х , 
умноженному на произведете двухъ трехчленовъ второй степени съ 
вещественными же коэффищентами.

465. Разложеше биквадратнаго трехчлена на множителей 
первой степени относительно буквы х. Корнями трехчлена ax'" -t~ 
- j-  Ъх2-\- с называются ташя числа, вещественныя или комплексныя, ко
торыя, будучи подставлены вместо буквы х  въ трехчленъ, обращаютъ 
его тождественно въ нуль. Очевидно, что корни этого трехчлена суть 
корни биквадратнаго уравнешя ах4 +  Ъх2 -f- с =  0. Назовемъ эти корни 
буквами ж2, х 3, x t. Предъидущая теорема непосредственно пока
зываетъ, что трехчленъ разлагается на множителей первой степени 
относительно буквы х:

а(х —  x L)(x  — х 2)(х  — x a)(x  — x t).

Здесь также имеетъ место замечаше, сделанное выше (464).



УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 445

466. Примеры. 1°. Разложить на множителей трехчленъ — 2ж4 +  26ж2 — 72= 
=  — 2(ж* — 13#2 +  36). Корин трехчлена xi  — 13ж2 +  36 суть: +  2, — 2, +  3,
— 3, а потому

— 2ж4 +  26ж2 -  72 =  -  2(х -  2)(х +  2)(х -  3)(ж +  3).

2°. Разложить на множителей трехчленъ х4 — 10ж2 +  2 =  (х* —

— 20я2 4- 4). Корни трехчлена ос4- — 20ж2 +  4 суть: ]/ 6 + 2 ,  -  У 6 - 2 ,  
У 6 — 2, — У 6 +  2, а потому

~  ж4-  10ж2+  2 =  \  (х -  У  6 -  2)(х +  У  6 +  2)(ж -  / б  +  2)(ж +  / < Г -  2).

3°. Разложить на множителей трехчленъ xi  +  5ж2 — 36. Корни этого 
трехчлена суть: dt 2, ±  3i, а потому

х* +  5ж2 — 36 =  (х — 2)(ж +  2)(х +  3 i)(x — 3 i).

Въ это разложеше' вошли комплексные знаки. Для ихъ уничтожешя со
ставляемъ произведете:

(x +  3 i) ( x -3 i)  =  x2 +  9

и получаемъ:

а? +  5.x2 -  36 =  (х — 2)(х +  2)(х2 +  9).
%

4°. Разложить на множителей трехчленъ я4 — 10я2 +  169. Корни этого 
трехчлена суть:

2 : У  5 zt 12 г =  ±  (3 ±  2 i),
а потому

ж4 -  10с2 +  169 =  (х -  3 — 2i)(x -  3 +  2i)(x +  3 +  2i)(x +  3 -  2i).

Желая избежать комплексныхъ знаковъ, составляемъ:

(х — 3 — 2 г)(х — 3 +  2г) =  ж2 — бж +  13,
(ж +  3 +  2i)(x +  3 — 2 г) =  ж2 +  6х +  13

и получаемъ:

х1 — 10ж2 +  169 =  (х2 -  6х  +  13) (ж2 +  6х +  13).

5°. Разложить на множителей трехчленъ х4— Шж2 +  81. Корни этого 
трехчлена попарно равны 3 и 3, — 3 п — 3, а потому

ж4 -  18ж2 +  81 =  (х — 3)2(s +  З)2.
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■й- § И . Взаимный уравнешя.

467. ОбщШ видъ взаиашыхъ уравнешй перваго рода. Взаим
ными уравнешями перваго рода называются уравнешя, которыя мо- 
гутъ быть приведены къ виду:

ах* -f- Ьх3 -|- сх2 -\-hx-\-a =■ 0, [1]

где коэффищенты а, Ь, с суть кашя пи есть числа, независимыя отъ х. 
Pimeme подобныхъ уравнешй можетъ быть приведено къ р-Ьшенш 
квадратныхъ уравнешй.

Уравнеше [1] можетъ быть написано такимъ образомъ:

х 2 [ах" ->- b x Jr  с ^  -f- =  О,

или

*2 [а [х* +  ■}*) + ь [х +■£■) +  с|=  0’
или

х 2 | а (х2-\-^  +  2) + 6  (я +  7 ) +  (с—  2а) = 0 ,  

или, наконецъ, такимъ образомъ:

х 2 J а (х  +  +  Ъ [х  - j-  -7) - j-  (с — 2аj  =  0. [2]

Обозначивъ (х  +  черезъ z и назвавъ корни уравнешя

az' - j-  hz Н- (с — 2а) =  0 [2#]

буквами г г и г 2, преобразуемъ уравнеше [2] въ следующее:

ахг \(х +  i )  -  г ,]  [ ( *  +  i )  -  * , ]  =  О,

или въ такое:

•> (*2 ~  +  1)(лЛ -  +  1) _ах . ----------------- 2--------------- — О,

или, наконецъ, въ такое:

а(х~ — z tx  -р 1)(л2 — zsx  - f - 1) =  ■(),
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где gt и z2 суть корни уравнешя [2'], при чемъ левая часть урав- 
нешя (3) тождественно равна левой части уравнешя [1].

Все решешя уравнешя [3], а следовательно и уравнешя [1], 
суть решешя двухъ квадратныхъ уравнешй:

х 2 — хях +  1 =  0, х '  — xz2 - f - 1 =  0.

Обозначимъ четыре корня этихъ уравнешй буквами x v х 2, .г3, х,,. 
Левыя части этихъ уравнешй представятся соответственно въ видЬ 
произведены:

(х  — x v) ( x —  х.,), (х — х я)(х — х 4).

Уравнеше [3], а следовательно и уравнеше [1], представится та
кимъ образомъ:

а{х — x j) (x  — х 2)(х — х й)(х — ж4) =  0.

Этотъ видь уравнешя вполне явно показываетъ, что уравнеше [1] 
имеетъ четыре корня, которые суть:

х  =  х х, х  — х.2, х  =  х 3, x  =  x t .

Изложенное даетъ намъ следующую теорему.
Теорема. Взаимное уравнение

ах* - j-  Ъх3 сзт ~I-  Ъх “f-  я  == О

имеетъ четыре решетя, которыя суть корни двухъ квадратныхъ 
уравненгй:

х- — zx  +  1 =  0, [а]

где коэффищентъ z  представляетъ собою оба корня квадратнаго урав- 
нетя

az2 -}“ hz -j-  (с — 2а) =  0. [(5]

Левая часть взаимнаго уравнетя можетъ быть представлена въ 
виде произведет я:

а(х х^)(х л’2) (з? х$)(х х  

въ которомъ буквы х и х 2, х г, х < суть корни уравнетя.
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468. Изсл^доваше. Для того, чтобы значешя х, удовлетворяюийя 
уравнешю [а], были вещественны, необходимо, чтобы его коэффищенты 
были вещественны, т.-е. чтобы г  было вещественно, и чтобы это ве
щественное значеше удовлетворяло условш:

я2 — 4 => О,

т.-е. чтобы оно лежало вне промежутка, ограниченнаго числами — 2 
и -)- 2, т.-е. чтобы его модуль былъ не менее 2.

Достаточность этихъ условШ очевидна.

469. Сопряженные мнимые корни. Теорема. Если взаимное уравнеше 
съ вещественными коэффищентами имгьетъ комплексный корень, то  оно 
имгьетъ и сопряженный съ нимъ комплексный корень.

1°. Корни уравнешя [(3] вещественны. Въ этомъ случай уравнешя [о] 
суть уравнешя съ веществен в ым и коэффищентами, и тогда ихъ комплексные 
корни, если таковые окажутся, суть корни сопряженные.

2°. Одинъ изъ корней уравнешя [3] комплексный. Уравнеше это, будучи 
уравнешемъ съ вещественными коэффищентами, имЬетъ сопряженный ком
плексный корень. Обозначимъ эти корни такъ:

я2 =  т  — ni.

Уравнешя [а] напишутся такимъ образомъ:

х2 — ( т  +  ni)x +  1 = 0 , х2 — ( т  — ni)x +  1 = 0 .

Ретивъ ихъ, найдемъ:

т  +  т  .. /  ш2— п2— 4 . 1  ■ -  — г_ ±  у -------------+  -2 дат,

т  — т  .. /  т 2 —п2 — 4 1 х =  — -— ±  | / -------- -̂-----------— т т .

Мы знаемъ уже (443), что выражешя:

,  /~ т 2 — п2 — 4 . 1 , f  т 2 — п2 — 4 1
V  ---------4---------+  - о т т ' V ---------1-----------Т гппг

суть сопряженпыя комплексныя числа. Обозначимъ ихъ череэъ (М +  Ni) и 
(М  — N i), и тогда

*, =  ( |  +  м) +  ( f  +  N ) i, х, =  ( |  -  ж) +  ( f  -  ж ) i,



. Результаты эти показываютъ, что комплексные корни взаииваго уравнешя 
суть попарно сопряженные. Линейные мпожители (х — хг) и (х — ж2), (х — х3) 
и (х — ж4) даютъ соответственно вещественныя произведешя, прсдставляюпця 
трехчлены второй степени относительно буквы х.

470. Взаимные корни. Теорема. Если число * есть корень взаим-
1 ~ - г ...... "  ' ' “  Г

наго уравнешя, то  и число —  есть также корень этого уравнешя.

Положимъ, что взаимное уравнеше имеетъ корень а, такъ что 
имеемь тождественно:

аа* -j- &а3 -j- са2 -J- 6а -{- а — 0. [а]

Подставивъ теперь въ л^вую часть уравнешя число вместо 

буквы х, найдемъ: 

1 , , 1 | 1 , , 1 , а • —< +  Ь . —г-\-с . ■ — 1 " а, 

или

a -f- 6а -(- са2 4 -  6а3 +  аа4 
“ ^  •

Выражеше это тождественно равно нулю, ибо числитель, на осно
ван! и тождества [а], равенъ нулю, при чемъ знаменатель а4 не ра
венъ нулю. 

Итакъ, мы видимъ, что наша подстановка обратила л^вую часть
1уравненш тождественно въ нуль, т.-е. видимъ, что —  есть корень 

уравнешя.

471. Приюъры. 1°. Решить уравнеше 8я4 +  Ь2х3 +  96я2 +  Ь2х + 8  =  0. 
Здесь а =  8, 6 =  52, с =  96. Уравнеше въ z  есть следующее:

8я2 +  52 z +  80 =  0.

5Корни его суть: et = -----я2 =  — 4. Уравнешя въ х будутъ:

хг +  у  х + 1  =  0, х2 +  4х +  1 =  0.

Корни ихъ суть: хг -- ------ --  х2 =  — 2, х3 =  — 2 +  У 3,xi  =  — 2—У 3.

Левая часть уравнешя представляется въ виде проивведешя:

8(Х + 4')(ж + 2)(ж + 2“ ^ ) ( 2С + 2 + */^)*

УРАВНЕНШ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 4 4 9
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2°. Решить уравнеше х4 —  2х3 +  4я2 — 2х -)- 1 =  0.

ЗдЬсь а =  1, Ъ =  — 2, с =  4. Уравнен1е въ г  есть следующее:

г2 — 2*+  2 =  0.

Корни его суть: e1 — l- \ - i , z 2 = l  —  i. Уравнешя въ х  будутъ: 

ж2 —  (1 +  i)x  +  1 =  0, х 2 —  (1 —  i)x  + 1 = 0. 

Р^ш ивь ихт», найдемъ:

х  =  ±  У  - -  1 +  i, х =  Л  ^  -  1 —  i , 

или, представляя въ комнлексномъ видЬ,

450 к в и г а  ш .

3°. Изслгъдоватъ корни уравнетя:

ж4+ 2Ха:3+ (X + 1  ) * • + 2Хя + 1  =  0

wjjw измпиент X отъ —  со до +  оо.

PtineH ie  предложенная уравнешя приводится къ  решенш двухъ урав
нешй:

z- +  2\г +  (X —  1) =  0, ( 1)
.г2 —  гх  +  1 =  0. (2)

Для того, чтобы корни уравнешя въ х  были вещественны, необходимо и 
достаточно, чтобы s  было вещественно и чтобы

-  4 2* 0. (3)

Для того, чтобы корнп уравнешя въ z  были вещественны, необходимо и 
достаточно, чтобы

X2 — Л +  1 Ss=0.

Это услов1е всегда удовлетворено (410).
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—  — 2, 2 ^  z  ^  со.

Оиределпмъ теперь, при какихъ значешяхъ X корни уравнешя (1) не 
®ыходятъ изъ указанныхъ границъ. Для этой цели подставимъ (423) въ левую  
часть ypaeueHifl (1) вместо z  последовательно числа: — 2 и -|- 2 и получимъ 
.результаты подстановокъ:

<4) — 3(>. — 1) .. 5 ( а -)— ^ -) . ' (5)

3
Эти результаты обращаются соответственно въ нули при X =  1 и Х = — —.О
Разсмотримъ последовательно значешя X, заключенный въ каждомъ изъ 

трехъ промежутковъ:

— СО —  —  1 + 0 0 .

1 2 3

Для перваго промежутка каждый изъ корней уравнешя (2) более (— 2) 
h i только одинъ изъ корней более 2, следовательно одинъ изъ корией заклю- 
ченъ между — 2 и + 2, а другой —  между 2 и оо. Отсюда следуетъ, что 
менышй корень уравнешя (2) дастъ длн х  комплексныя значешя, а боль- 
шШ —  вещественныя.

Для втораго промежутка каждый изъ корней уравнешя (2) более —  2 и 
менее2;отсюдаследуегъ, что оба корня даютъ для х  комплексныя значешя.

Для третьяго промежутка оба корня менее 2 и только одинъ изъ корней 
менее (— 2), следовательно одинъ изъ корней заключенъ между — 2 и + 2, 
а другой — между —  оо н — 2. Отсюда следуетъ, что болыпш корень дастъ 
для х  комплексныя значешя, а меньшЯ! —  вещественныя.

з
Итакъ: для всехъ значешй X, заключенныхъ между —  оо и — —, иредло-* О

женное уравнеше имеетъ два вещественныхъ корня и два комплексныхъ 
•сопряженныхъ. '

3Для всехъ зпаченш X, заключенныхъ между — — и 1, предложенное урав-О
.неше имеетъ четыре комплексныхъ корня, попарно сопряженныхъ.

Для всЬхъ значешй X, заключенныхъ между 1 и +  оо, предложенное 
уравнеше имеетъ два вещественныхъ корня и два сопряженныхъ ком
плексных!..

472. Обицй видь взаимныхъ уравнешй втораго рода. Взаим
ными уравнешями втораго рода называются уравнешя, которыя мо- 
гу тъ  быть приведены къ виду:

ах4 +  Ъхэ -+  сх2 — Ьх + - а =  О,

^дЬ коэффициенты а, 1>, с не заиисятъ отъ х.

Yc.ioeie (3) определить, для вещественности х , следуюпця границы для г:

29*
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Pmuenie этого уравнешя, подобно предъидущему, можетъ быть 
приведено къ ргьшент двухъ квадратныхъ уравненгй:

х~ — z x — 1 =  0, [а'}

где буква z означаетъ оба корня квадратнаго уравненгя:

az2 -}-Ъг-\-(с-\- 2а) =  0. ЦЗ'}

Относительно этихъ уравнешй можно показать, что
1°. Если взаимное уравнеше втораго рода съ вегцественными коэф

фищентами имеетъ комплексный корень, то  оно имеетъ и сопря
женный съ нимъ комплексный корень.

Доказательство аналогично доказательству (469).
2°. Если взаимное уравнеше втораго рода имеетъ корень а, т о

оно имеетъ и корень у—  —

Доказательство аналогично доказательству (470). 

473. Изс.тЬдоваше Услов1е вещественности корней въ данномъ 
случай единственное:

Ъ2 —  4а (с - f-  2 а) 5 »  0 ,

выражающее усл<ше вещественности корней уравнешя [р'].

474. Примгьръ. Решить уравнеше:

Xх +  2Хя8 —  3(Х -+ 1)х2 — 21х +  1 =  0.

P iiu e u ie  этою уравнешя приводится къ решенш двухъ уравнешй:

х2— ях— 1= 0 , 
z* +  2X# —  (ЗХ +  1) =  0.

Для того, чтобы вс$ корни нредложеннаго ураввев1я были вещественныт 
необходимо и достаточно, чтобы корни уравнешя въ г  были вещественны, 
т.-е. чтобы

Ха +  ЗХ +  1 0 j

другими словами, необходимо и достаточно, чтобы число X лежало внЪ про

межутка, ограниченная числами — и
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§ I I I .  Уравнешя двучленный.

475. ОбщШ видъ двучленныхъ уравнешй- Двучленными урав- 
яешями называются уравневзя вида:

х я -  А  =  О, (1)

где А  не зависитъ отъ х.
Корни этого уравнешя определяютъ все значешя корня п'овой 

степени числа А. И въ самомъ деле, уравнеше [1] эквивалентно 
уравнешю:

ж" =  А,

показывающему, что всякШ корень уравнешя [1] есть такое число, 
которое, будучи возвышено въ степень, показатель которой равенъ 
п , воспроизведетъ число А, т.-е. корень этотъ представляетъ значеше
П. ----- П .-----
у  А. Обратно, всякое значеше у  А  представляетъ собою корень 
уравнешя [1], ибо значете это, будучи подставлено вместо буквы х  
въ левую часть уравнешя, обратитъ ее тождественно въ нуль.

Отсюда вытекаетъ, что вопросъ о нахожденш всехъ корней урав

нешя [1] и вопросъ о нахожденш всехъ значешй |/ А  суть.вопросы 
равнозначущ1'е.

476. Решеше двучленныхъ уравнешй. Решеше двучлен
ныхъ уравнешй вида [1] можетъ быть приведено къ решешю дву
членная) же уравнешя, въ которомъ А =  1, или, другими словами,

П .---
вопросъ о нахожденш всехъ значешй у  А можетъ быть сведенъ къ

вопросу о нахожденш всехъ значешй у ' 1. И въ самомъ деле, поло
жимъ, что мы нашли, какимъ ни есть образомъ, одно изъ значешй 
корня п ‘овой степени числа А. Наэовемъ его буквою а, такъ что а" =  А. 
Положимъ, что мы нашли все значешя буквы х , т.-е. все корни 
уравнешя [1], и будемъ искать значешя другой буквы у , удовлетво
ряющая уравнешю:

Y paB H eH ie это, будучи первой степени относительно буквы у , даетъ 
одно значете буквы у для каждаго значешя буквы х. Положимъ,
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что это значеше буквы у найдено. Соответствую1щя значешя буквъ- 
х  и у связаны, следовательно, такимъ соотношешемъ:

х  — яу. [2]*

Подставивъ это значеше буквы х  въ уравнеше [1] и принявъ во 
внимаше, что ап =  А, найдемъ:

у - 1 = 0 .  [3]

Изложенное показываетъ, что вопросъ о ретенш уравнешя

х  — А =  0 [1];

приводится къ решешю двухъ уравнешй:

[3] у" — 1 =  0, х  =  ?у/, [2]

где а есть одно, какое ни есть, изъ значешй у  А. Уравнеше [3], 
будучи эквивалентно уравнешю у* =  1, показываетъ, что все корни

Я/— 1 П/—
этого уравнешя суть значешя у 1, и, на оборотъ, все значешя у  1 
суть корни этого уравнешя.

Мы увидимъ, что уравнеше [3] имеетъ п различныхъ значешй, и 
следовательно уравиеше [2] будетъ иметь также п различныхъ значе
шй, которыя найдемъ, умноживъ каждый изъ корней уравнешя [3] на

* П.
число а, т.-е. на какое ни есть зпачеше у  А. Отсюда

Теорема. Корень м'овой степени чгша А имгъет ъ  п различныхъ 
значенгй, которыя найдемъ2 умноживъ последовательно все значенгя

у 1 на какое ни есть изъ значенгй У А.
<■' * И/——

477. Различный значешя у  1. Займемся, следовательно, ре- 
шешемъ уравнешя (3). Мы рЬшимъ его только для пекоторнхъ част- 
ныхъ значешй показателя п.

1°. Показатель п равенъ двумъ. Уравнеше у2— 1 = 0  имеетъ 
два решешя: у 1 —  -\- 1, у2= — 1, и, слъдовательно, \/ А  имеетъ- 
два значешя.

Назвавъ одно изъ нихъ буквою а, найдемъ: \/ А  =■«, V  А =  — а. 
2°. Показатель п равенъ тремъ. Уравнеше ул— 1 = 0  можетъ- 

быть написано такимъ образомъ:

{у — t/ +  l) =  О

и распадается на два: у — 1 =  0, у2 -\-у - f - 1 =  0.
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РЪшивъ ихъ, получимъ: у , = 1, у2 — —

Итакъ, |/ 1 им'Ьетъ три значешя, изъ которыхъ одно вещественное 
и два комплексныхъ сопряженныхъ. Назвавъ одно изъ комплексныхъ 
значешй, напримеръ у2, буквою ш, легко найдемъ, что

*/3 =  ш% !h =  u)0- 

Если бы назвали буквою w значеше у3, то нашли бы:

Уз =  ^  У2 =  У\ —  ш°‘

Корень to, степени котораго суть всЬ корни уравнешя, называется 
первообразнымъ корнемъ урайнешя у5 — 1 = 0 .  Зам'Ьтимъ, что 1 не 
есть первообразный корень, между тЬмъ какъ остальные два корня 
суть корни первообразные*. Итакъ, строка значешй |/ 1 будетъ сле
дующая:

О 2О r f U), ОТ,

и, следовательно, строка значешй р' А  будетъ:

осш0, аш, аш2,

где а представляетъ одно изъ значешй |/ Л.
3°. Показатель п равенъ четыремъ. Уравнеше ух — 1 =  0 можетъ 

быть написано такимъ образомъ: { г / — 1)(у2 D =  0* Оно распа
дается на два: у2 — 1 = 0 ,  у2 -f- I =  0 и даетъ: у{ =  1, у2 =  —  1»
Уг — Л- г, у, =  —  г.

Итакъ, 1 имЬетъ четыре значешями, изъ которыхъ два ве- 
щественныхъ и два комплексныхъ сопряженныхъ. Эти комплбксныя 
значешя суть первообразные корпи уравнешя. Назвавъ одно изъ нихъ. 
напримЬръ г, буквою ш, найдемъ:

о) =  у3 =  г, ш2 =  у2 =  —  1, ш3 =  ^ = — г, =  t/j =  1.

Строка значешй у 1 есть
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при чемъ строка значешй \/ А  будетъ

аш°, аш, аш2, аш3,

где а есть одно изъ значешй р А.
4°. Показатель п равенъ п я ти . Уравнеше у5— 1 = 0  можетъ 

быть написано такимъ образомъ:

(.У — 1)(у* +  2/3 +  У2 +  У +  1) =  0

и распадается на два: у — 1 = 0 ,  у* 4“ у3 +  у1 +  У 4 “ 1 =  0.
Первое уравнеше даетъ у =  1, второе же принадлежитъ къ типу 

взаимныхъ уравнешй (467).
Въ данномъ случае а =  1, 6 =  1, с =  1. Уравнеше въ г  сле

дующее: г 3 4 “ я — 1 = 0 .  Решивъ его, найдемъ: >

— ~  • Уравнешя въ у будутъ:

2 —1 +  1/5 , , .  2 - 1 - 1 / 5  , 1 _ 
у ---------— . у 4 -1  =  0, у --------------~ — у 4 - 1 = 0.

Решивъ ихъ и представивъ корни въ комплексномъ виде, полу
чимъ:

- I  +  I/5 , . 1/ю  +  2 / 5 
?h= — 7--------Г »•-------1-------

— 1+  |/ 5 . V 10 +  2f/ 5 
Уа 4 г • 4

- I — I/5 . . l / l 0  —  2 l / 5  
Уз = ---- 4-^—  +  * • ------Т

—  1 —  |/ 5 , . V lO  —  2 l / 5
у4 = ------о------ И * -------1-------

Итакъ, j / 1 имеетъ пять значешй, изъ которыхъ одно веще
ственно и равно единице; остальныя же четыре комплексны и попарно 
сопряженны. Каждый изъ комплексныхъ корней не принадлежитъ ни 
одному изъ двучленныхъ уравнешй:

У — 1 = 0 ,  у 2 — 1 = 0 ,  у 3 — 1 = 0 ,  / - 1 = 0 -  [?] 

степени ниже пятой.
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Легко показать, что количества

СО0 ,  CD, СО2 ,  СО3 , СО4 ,  [ а ]

где со означаетъ одинъ изъ комплексныхъ корцей, не равны между 
собою.

И въ самомъ деле, положимъ наоборотъ, что

0)Р ---- СО̂,

где показатели р и q заключаются въ ряде: О, 1, 2, 3, 4, и пусть 
р >  q. Равенство это дастъ: со**-? =  1 и покажетъ, что <» принадле- 
йситъ одному изъ уравнешй [j3], что несправедливо.

Легко показать, что всякая стеиень корня со есть корень урав- 
вешя у5 — 1 = 0 .  И въ самомъ деле, имеемъ тождественно

(„■). =  ( „ • ) • « ( !) •  =  !.

Тождество это можетъ быть написано такимъ образомъ: (со")3— 1 = 0 . 
Оно показываетъ, что со" есть корень уравнешя уъ — 1 = 0 .  По
следнее замечаше какъ бы говорить намъ, что уравнеше уъ — 1 = 0  
имеетъ безчисленпое множество корней, и,, следовательно, V 1 
имеетъ какъ бы безчисленное множество значешй. Но легко пока
зать, что все степени со выше четвертой приводятся къ одному изъ 
чиселъ [ос]. И въ самомъ деле, всякое целое число q можетъ быть 
представлено въ форме q = 5 r-\ - s ,  где г  есть целое число, s есть 
число целое положительное, меньшее пяти. Имеемъ:

СО7 =  С05г+® =  С05г . СО* =  (с05)Г . СО* =  со®,

т.-е. получаемъ одно изъ чиселъ ряда [а].
Итакъ, V 1 имеетъ только пять различныхъ значешй:

со0, со, со2, со3, со4

где со есть одно изъ комплексныхъ значешй этого корпя.
Отсюда следуетъ, что корень пятой степени числа А  имеетъ 

также только пять различныхъ значешй:

асо°, асо, оси)-, оссо3, оси/,

где а есть одно изъ значешй этого корня.
Корень со называется первообразнымъ корнемъ уравнешя — 1 = 0 .

\
i
\
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5°. Показатель п равенъ шести Уравнеше у6 — 1 = 0  можетъ 
быть представлено въ видЬ: («/3 — 1 )(2/3 -f- 1) =  0 и распадается 
на два: у2 — 1 = 0 ,  у3 -f- 1 =  0. Первое изъ уравнешй мы уже

* * , 1 I • У'3 1 • у/ъръшили и нашли для его корней: 1, — -  -f- г — -g -  ъ —g—.

Что же касается до втораго уравнешя, то представляемъ его 
въ видЬ: {у 4 - 1 )  (у2 —  у 1) =  0; оно распадается на два: 
2/ — 1 =  0, ?/2 —  г/ —{— 1 =  0. Уравненьч эти даютъ следующая рЪ-

. 1 , . V  з 1 . 1 / 2
Ш 6 Н 1Я . 1 , 2  1  ̂ 9 * 2  2  *

Итакъ, р' 1 имеетъ шесть значешй:

.1/ Т  1 .|/з" 1 1 У 1  1 .|/ з
1 - 1 ___ -  4 -  г - 1  - { У ±  1 4 - Д  11. 1, 2 ^  2 ’ 2 2 ’ 2 ‘ 2 ’ 2

Последшя два изъ этихъ значешй не принадлежатъ ни одному 
изъ уравнешй уп — 1 = 0 ,  въ которыхъ п мен̂ е 6.

Назвавъ одно изъ этихъ двухъ значешй буквою <й, м ы  покажемъ 
совершенно такимъ же образомъ, какъ и въ предъидущемъ случай, 
что вей значешя У 1 суть:

лО

при чемъ всЬ значешя }/ А  будутъ:

где а есть одно изъ значешй этого корня.
6°. Показатель п равенъ восьми. Y paB H eH ie ys — 1 = 0  распа

дается на два уравнешя: у* —  1 =  0, ?/ 1 =  0. Первое уравнеше 
мы уже решили и нашли его корни: + 1 ,  — 1, -\-г, — г. Что же 
касается до втораго уравнешя, то можемъ написать его въ вид^: 
(у2 — i)(i/2- г  г) =  0. Оно распадается на два: у2 — г =  0, у2 +  г =  0. 
Корни периаго уравнешя суть:

корни же втораго будутъ следующее:



Итакъ, р 1 имеетъ восемь значешй:

+  -И, +

Ц - ^ 4 ,
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j Четыре последшя значешя не принадлежать ни одному изъ 
уравнешй вида у" — 1 — 0, где п менее восьми. Легко покажемъ, 
что, назвавъ одно изъ этихъ значешй буквою найдемъ для всехъ 
значешй р  1 строку значенш:

о0, ш, и)̂  а)3, а/', ш5, а)в, а)7.
/

7°. Показатель п равенъ десяти. Уравнеше у10 — 1 = 0  распа
дается на два: у5 — 1 =  0, г/ +  1 =  0. Первое изъ уравнешй мы 
уже решили. Что же касается до втораго, то представляемъ его въ 
виде:

(у-\- — уъ+ у 2 — у Л -1)“  о.

Оно распадается на два: у  - f - 1 =  0, у 1 — у3 у1 — у 4- 1 =  0. 
Первое уравнеше даетъ у —  1; второе же уравнеше, принадлежа къ 
типу взаизшыхъ, определить еще четыре корня.

478. Зам1>чаше. Не все уравнешя вида у" — 1 = 0  решаются 
элементаруыми способами, подобными вышеприведеннымъ. Решете 
этихъ уравнешй, при всякомъ м, принадлежитъ высшей алгебре.

❖  $ IV . Трехчлевныя уравнешя.

479. Решеше трехчленнаго уравнешя. Трехчленнымъ уравве- 
темъ называется уравнеше, приводящееся къ форме

ах2” -р Ъх" с =  0, [1] •

где а, Ъ и с не зависать отъ х.
Легко показать, что решеше этого уравнешя приводится къ ре- 

шенш квадратнаго уравнешя и двухъ двучленныхъ п‘овой степени. 
И въ самомъ деле, возьмемъ за неизвестное х п, положивъ

[21
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Уравнеше [1] преобразовывается въ уравнеше степени второй отно
сительно z:

az' - j-  Ъг -j- с — 0. [3]

Решивъ уравнеше [3] относительно z , найдемъ два значешя для z, 
вещественныхъ или комплексныхъ.

Эти комплексныя значешя будутъ сопряженныя, если коэффищенты 
j h p i  с вещественные. Обозначимъ эти значешя буквами z x и z2. 
Подставляя ихъ последовательно вместо z въ уравнеше [2], получимъ 
два двучленныхъ уравнешя:

п пX = Z X, х  =  z .2.

Каждое изъ этихъ уравненш даетъ по п значешй для буквы х. 
Итакъ, мы получимъ теорему:

Теорема, трехчленное уравнение:

ах2,1 -f~ Ъхп +  с =  0

П .

имеетъ 2п корней, которые суть все п значент у zx и все п
# Н  , -------

значешй у # 2, ioih zx и z2 суть корни квадратнаго уравнены

az2 -j- bz - j-  с =  0.

480. йримъри 1°. Решить ypaBueHie ж6 — 7х3 — 8 =  0. Числа ех и z2 суть 
корни уравнешя z2— l z  — 8 =  0, т.-е. я* =  8, z2 = — 1. • *

Корни нашего уравнешя суть все значешя У  8, т.-е. 2,2а, 2а2, где а есть
одинъ изъ комплексныхъ корней уравнешя у3—1=0, и суть все значешя |/ — 1,

1 l/  ят.-е. — 1, —а, —а2. Взявъ, напримеръ, для а значеше — i r  +  i — найдемъ:
z 2

* i= 2 ,  3, #g=  1 i]/  3, ж<= 1, #5=  i  ,

-г -  1 |*0 9 I-  ̂ 9

Заметимъ, что комплексные корни суть корни поиарно сопряженные: 
и х3, х5 и xG. Левая часть уравнешя разлагается на шесть лпнейныхъ 

-сомножителей:
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Желая избежать комплексные знаки, составляемъ произведешя, отвечаюпця 
сопряженнымъ корпямъ, и находимъ:

(* — 2)(х +  IX** +  2х 4)(ж2 — х +  1).

2°. Решить уравнеше *в 4- 4*3 +  8 =  0. Уравнеше въ z будетъ i 
г2 4 -4г 4~ 8 =  0. Корни его суть: z1 = — 2 -\-2 i, z2 =  — 2 — 2 i. Корнп нашего
■уравнешя суть все значешя |/ — 2 2г и все значешя \/— 2 — 2i.

Легко поварить, что одно изъ значешй перваго корня есть (1 +  г) и одно
изъ значешй втораго равно (1 — i). - -------- ..

Отсюда слЬдуетъ, что все шесть значешй этихъ двухъ корней п, следо
вательно, все шесть корней уравнения суть:

где а есть одинъ изъ комплексныхъ корней уравпешя уъ — 1 =  О,

481. П риведете уравнешя къ нЪсколькипъ уравнешямъ ннз- 
шихъ степеней. Иногда удается разложить непосредственно л4вун> 
часть предложенпаго уравнешя на множителей, изъ которыхъ каждый 
представляетъ л'Ьвую часть одного изъ тЬхъ типовъ уравнешй, ко
торые мы разсмотр’Ьли. Вопросъ о рЬшенш предложеннаго уравнешя 
будетъ приведенъ, следовательно, къ р^шетю уравнешй, л"Ьвыя части 
которыхъ суть эти множители.

Примгьръ. Решить уравнеше х* — З*5 — 40*4 +  ж3 — З*2 — 40* =  0.
Мы видимъ во первыхъ, что левая часть имеетъ множптелемъ *  и, сле

довательно, можетъ быть представлена въ виде произведешя:

*5 _  3*4 _  40#3 +  ж2 _  Зх -  4 0 = (*5+ * 2) —(З*4 +  3*) — (40*J+ 4 0 ) = ж^*3+ 1 )— 
—3* (* 3 + 1 ) —40(*3 4- 1 ) =  (ж3 +  1)(ж2—3 *—40)= (* -f- 1)(*2— *4-1  )(*2— 3* — 40).

Итакъ, ypaBHeaie можетъ быть представлено въ виде:

*(* 4 -1)(*2 — *  4- 1)(*2 — 3* — 40) =  0.

Bcfe корни предложеннаго уравнешя суть корни уравнешй: 

х =  0, *  4- 1 =  0, *а — *  4-1 =  0, *2 — 3* — 40 =  О,

(1 4- <), а(1 +  г\ а2(1 4- г), (I -  *), *(1 ~  «), *2d -  О,

наир. — — 4 
v 2 2

§ V. Понижеше степени уравнешя.

*(*> — З*4 — 40*3 4- * 2 — 3* — 40).

Второй множитель подвергается следующимъ преобразовав!ямь:
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и обратно, каждый изъ корней каждаго изъ уравнешй принадлежишь предло-

1 л/ 3женному. Корни же этихъ уравнешй суть: 0 , - 1 ,  +  r * = i 8 , - 5 .  Л^вая

часть уравнешя можетъ быть представлена въ видЬ произведешя множителей, 
линейныхъ относительно х :

ф  -4- l)(r - i  +  г ^- ) [х  — 1  —г^ -р ){х  - 8)(ж +  5).

482. 3naHie a priori н'Ькоторыхъ корней уравнеиШ. Положимъ, 
что намъ изв-Ьстенъ одинъ. изъ корней уравнешя. Назовемъ его бук
вою а. Мы знаемъ, что л^вая часть уравнешя делится безъ остатка 
на (х  — а) (81). Частное будетъ многочленъ, д-Ьлый относительно х , 
измереше котораго будетъ единицею ниже измЪрешя л в̂ой части 
предложеннаго уравнен1я. Обозначимъ его такимъ образомъ: Q(x).

YpaBHeHie можетъ написаться въ вид!;: {х  — a)Q{x) —  Q>. Его 
рЗипеше приводится къ решенш двухъ уравнешй: х — а = 0 ,  (>(#)=0> 
степеней низшихъ.

Примгьръ. Решить уравнен1е хъ — 2х* — 6х3 - f  12я2 -f- х — J =  0.
Одинъ изъ корней его равенъ 2. Л-Ьвая часть уравнешя дЬлпгся безъ 

остатка на (х —  2), и уравнеше можегъ быть представлено въ видЬ:

(x-2)(x4-6x2+l)= :0 .

P iiu e H ie  уравнешя приводится къ ptuieH iio  двухъ уравнешй:

х  —  2 =  0, Xх — 6х2 -}-1 =  0.

Корни этихъ уравнешй суть: 2, ±  (]/  2 ±  1)

-Я- $ V I. Иррацюнальныя уравнешя второй степени.

483. Дадимъ нисколько примеровъ решетя уравнешй, въ которыхъ 
неизвестное входитъ подъ знаками квадратныхъ радикаловъ. Поло
жимъ, что ypaBHeHie содержитъ только одинъ радикалъ.

Примпръ I.  Р ти и тъ  уравненге-.

Зх  -f- V -|- 10 —  35.

Отд'Ьляемъ радикалъ въ одну часть равенства, перенося Зх  направо, что 
даетъ:



Возвыспвъ въ квадрате обе части этого равенства, найдемъ:

6х +  10 =  (35 -  Зх)\ (2)

Уравнеше это равносильно следующему:

х- — 24х - f - 135 =  0. (3)

Корни этого уравнешя 9 и 15, будучи вещественными н удовлетворяя 
уравнешю (2), обращають количество (6я +  10) въ положительное число, сле

довательно радикалъ |/ 6х 10 будетъ количество вещественное. Корни урав
нешя (3) удовлетворяютъ необходимо одному изъ уравнешй:

1 / & С +  10=  35 — За-, ( 1)

-  ]/\)Х +  10 =  35 — За,-. (1 ')

То т ъ  изъ корней уравнешя (3) удовлетворнегь уравнешю (1), который не 
35

яревышаетъ -д -; кореш, этотъ равенъ 9; другой кореиь, равный 15, удовлетво

ряетъ уравнешю (1').

Примгьръ I I .  Ргмиитъ уравнеше:

УГАВНЕН1Я ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 4 6 3

х +  \/а2 —  лл =  Ъ,

въ которомъ а и Ь представляютъ вещественныя и положительныя коли
чества.

Отделяя радикалъ, получимъ:

УаГ^~х2 — 5 — х. (1)

Возвыснвъ обе части въ квадратъ, найдемъ:

а2 —  х2 —  (Ь —  х)2. (2)

Уравнеше это равносильно следующему:

2 /2 -  2Ьх +  (Ь2 -  а2) =  0. (3)

Для вещественныхъ корней этого уравнешя радикалъ ] /  а1 —  х2 есть 
необходимо вещественное число, ибо эти корпи, удовлетворяя У р а в н е н т  (2), 
обращаютъ выражеше а2 —  х2 въ положительное число. Каждый изъ корней 
удовлетворяетъ необходимо одному изъ уравнешй:

N
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Тотъ н8ъ корней уравнешя (3), который удовлетворяетъ уравненш (1), 
необходимо долженъ быть не более Ь.

Корни уравнешя (3) вещественны при условш:

b2 — 2a2 ^ 0 .

Такъ какъ Ь и а суть, по условш, количества положительныя, то предъ- 
идущее неравенство даетъ:

Ъ ^ а  ]/~2.

Но, кроме этого, корни должны быть не более Ъ.
Для того, чтобы угнать, какимъ образомъ число Ъ помещается относи

тельно корней уравнешя (3), подставимъ вместо х число Ъ въ левую часть 
этого уравнешя (423); подстановка даетъ:

Ъ2 -  а2.

Если Ъ2 — а2< 0 , т.-е , если Ъ — а<0 ,  то число Ъ заключено между кор
нями, п, следовательно, только менышй корень удовлетворяетъ уравнешю (1), 
а болышй— уравнешю (1')-

Но если £>а, что не противоречить услов!ю Ъ ^  а ]/ 2, то Ъ более обоихъ 

корней, ибо полусумма этихъ корней, равная , менЬе Ь, такъ какъ Ъ
А

положительное. Въ этомъ случае оба корня удовлетворяютъ уравнешю (1').
Наппшемъ рядъ возрастающихъ чиселъ:

О . . .  а . . .  a j/  2 . . .  +  оо.

Если Ъ заключено между 0 и а, то задача имеетъ одно решеше:

Ъ -  ]/2а2 — Ъ2 х  — 2

Если Ъ заключено въ промежутке между а и а]/ 2, то задача имеетъ 
два решешя:

_Ь — ]/ 2а2 — Ь2 _  Ъ +  \/2а^— Т 2 
х1— 2 , *2— 2

И, наконецъ, если Ъ заключено въ промежутке между а\/ 2 и оо, то 
задача не имеетъ ни одного решешя.

На границахъ промежутковъ имеемъ:

Ь =  0, х =  — — 2̂ ~\ Ъ =  а, хх =  0, х2 =  а; Ъ =  а\/ 2, х1 =  х2 =  ̂ ~ -  •



484. Если уравнен1е содержитъ два квадратныхъ радикала, то 
отдЪляемъ ихъ въ одну часть уравнешя и после этого возвышаемъ 
обе части уравнешя въ квадратъ; отделяемъ единственный ради
калъ, остающшся после этого возвышешя, и возвышаемъ второй разъ 
въ квадратъ.

Примгъръ 1. Решить ypaBHeHie:

+  8 — 7 =  0.

Отделяя радикалы, получимъ:

УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ.  ̂ 4 6 5

] / х +  5 +  l/2* +  8 =  7; (1)

возвышая первый разъ въ квадратъ, найдемъ:

х +  Ь +  2 х+  8 +  2[/(я +5)(2ж +  8) =  49; (2)

отдел и въ радикалъ, будемъ иметь:

2V {х +  5X2* +  8) =  36 -  Зх, (3)

и, наконецъ, возвысивъ снова въ квадратъ, получимъ:

4(ж +  5)(2.г: +  8) =  (36 — Зх)\ (4)

что приводится къ уравнешю:

хг — 288# -f-1136 =  0. (5)
\

Корни этого уравнешя суть 4 и 284. Корень 284 долженъ быть отбро- 
шенъ, ибо онъ не удовлетворяетъ уравнешю (3). Корень 4, удовлетворяющий 
уравнешю (3), долженъ удовлетворять одному изъ уравнешй:

]/aT-j-~5 -f- у/2х —(— 8 =  7, (1)

l/ x  +  5 +  l/2a: +  8 = - 7 ;  (Г)

но d priori видно, что онъ не удовлетворяетъ уравнешю (1'), ибо сумма двухъ 
положительныхъ радикаловъ не можетъ быть равна отрицательному числу 
(— 7). Итакъ, единственный вещественный корень предложеннаго уравнешя 
есть 4.

A priori видно,\ что каждый вещественный корень уравнешя (5) удов
летворяетъ одному иаъ четырехъ уравнешй:

:£ ]/ж -}- 5 :£ У  2х -(-8 =  7; 

отброшенный корень 284 удовлетворяетъ урзвнешю:

- \ / x  +  b +  V/2x-\-8 =  7.
30
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Примпръ 11. Ргьшить уравнеше

\/~^+х +  \/ъ +  х =  l /c  +  «, (1)

въ которомъ а, Ъ, с представляютъ произвольныя вешественныя числа. 
Возвысивъ въ квадратъ обе части предложеннаго уравнешя, получимъ:

о +  х-\- Ъ +  х-\- 2]/х1 4  (а +  Ъ)х~г аЪ =  с -(- ж, 

пли, отделяя радикалъ,

2 \/х2-\-(а +  Ъ)х-\-аЪ=.(с — а — Ъ) — х. (2)

Возвысивъ снова въ квадратъ, найдемъ:

Зх1 - f  2(а +  Ь +  с)х -f- [4аб — (с — а — 5)2] = 0 .  (3)

Посмотримъ, при какихъ услов!яхъ корни этого уравнешя вещественны? 
Необходимо и достаточно, чтобы

с2 — (a-f 6)с4-[(о + Ь )2 — Зой] 0. (4)

Корни трехчлена, пом̂ щеннаго въ левой части этого неравенства, какъ 
легко видеть, или комплексны или равны между собою, а потому услов!е (4) 
всегда удовлетворено, и, следовательно, корни уравнешя (3) всегда веще
ственны.

Корни эти, прежде всего, должны удовлетворять уравнешю (2), т.-е. 
должны удовлетворять условш:

х ^ с  — а — Ь.

Подставивъ въ левую часть уравнешя (3), вместо ж, число (с — а — Ъ), 
получимъ результатъ подстановки:

с2 — {a-\-b)c-\-cib.

Трехчленъ этотъ, имеюшдй корнями числа а и Ь, будегъ положительный 
или отрицательный, смотря по тому, находится ли с вне промежутка (а, Ъ) 
или внутри его (423). Если с заключено внутри этого промежутка, то одинъ 
корень уравнешя (3), и только одиаъ, удовлетворяетъ уравнешю (2).

Если, наоборотъ, с находится вне этого промежутка, то каждый изъ корней 
уравнешя (3) будеть или более с—а—Ь, или менее с—а—Ъ; для того, чтобы 
узнать, который изъ этихъ случаевъ имеетъ место, сравнимъ полусумму корней

уравнешя (3), т.-е. число — (а-\-Ъ 4с), сь числомъ (с — а — Ъ).

# Если положимъ:
*  1

— 3-(а +  Ъ -\-с)>(с — а — Ъ),
т.-е. еслп

2с <  а +  &,

4 6 6  КНИГА I I I .



УРАВНЕВ1М ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 467

то ни одинь И8ъ корней уравнешя (3) не удовлетворяетъ уравнешю (2). 
Если же

2с >  о +  Ь,

то оба корня удовлетворяютъ уравнешю (2).
И наконецъ, тотъ изъ корней уравнешя (3), который удовлетворяетъ. 

уравнешю (2), принадлежитъ одному изъ уравнешй:

— j/a -j-# — ]/Ъ-\-х =  ]/с +  х, (Г)

-|-V a +  х-\-\/Ъ-\-х =  У  с +  х, (1)

ибо удвоенное произведете радикаловъ первой части имеетъ знакъ -}- въ 
преобразованномъ уравненш (2).

Заметимъ однако, что если значеше х делаетъ вещественнымъ каждый 
пзъ трехъ радикаловъ, то оно можетъ удовлетворять только уравненш (1), 
т.-е. предложенному.

Итакъ, следовательно, мы должны сравнить эначешя корней уравнешя 
(3) съ числами: — а, — с, — Ъ. Легко видеть, что подстановки въ левую 
часть уравнешя (3), вместо буквы х , чиселъ — а, — с, — Ъ даютъ отрица
тельные результаты; следовательно, менышй корень уравнешя (3) делаетъ 
радикалы — комплексными, болышй — вещественными.

Заметимъ, что менышй корень уравнешя (3) придаетъ каждому радикалу 
форму mi; следовательно, всякое значеше для х, удовлетворяющее уравнешю
(2), принадлежитъ уравнешю (1).

Итакъ, предположивъ, напримеръ, что а<6, и написавъ возрастаюгцш рядъ:

—  оо v____„  а ч___ ✓ Ь _____✓ +  оо,
1 2 3

получимъ:
Если с заключено въ первомъ цромежутке (— оо, а), то ни одинъ изъ 

корней уравнешя (3) не удовлетворяетъ уравнешю (1), ибо тогда 2с < а + Ь .
Если с заключено во второмъ промежутке (а, Ъ), то только менышй ко

рень уравнешя (3) удовлетворить уравнешю (1).
И, яаконецъ, если с заключено въ третьемъ промежутке (Ь, +оо), то 

оба корня уравнешя (3) удовлетворяютъ уравненш(1), ибо тогда 2с>а-\-Ъ.

485. Уравнеше, содержащее четыре квадратныхъ радикала или же 
большее число ихъ, не можетъ быть, вообще, освобождено отъ этихъ 
радикаловъ последовательными возвышешями въ квадратъ.

§ V II. Частные пр1емы ириведешя пекоторыхъ уравнешй кь квадратнымъ. *

486. Дадимъ нисколько прим'Ьровъ приведешя уравнешй къ ураи- 
решямъ квадратнымъ.

. . 30*



Примгьры. 1°. Возьмемъ уравнеше:

я +  4 =  21,
отсюда

*  +  4 ] / * +  4 =  25, или (Ух  +  2)* 25; 

уравнеше это даетъ:

У х  = — 2 rt  5 =  3 и — 7, п, следовательно, х =  9 и 49.

Изъ этихъ двухъ решешй только 9 удовлетворяетъ уравнешю. 
2°. Разсмотримъ уравнеше:

X +  X 2 = 6 .

Оно равносильно уравнешю:

-1  . - т  . 1 25
ж + *  + Т  =  Т ’
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или уравненш:

Уравнеше это распадается на два:

* '7  +  -  =  * - .-Г 2 2

которыя последовательно даютъ:

х 2= 2  и — 3, х * =  4 и 9, и, наконецъ, я =4-  и
. 4 у

8°. Разсмотримъ уравнеше:

х 1 — 7х-}~Ух2 — 7х-\- 18 =  ̂ 4.

Уравнеше это равносильно следующему:

ж2 — 7х +  18 +  У х 2 — 7х +  18 =  42.

Разсмотревъ это уравнеше, какъ уравнеше квадратное относптельно вы- 
ражешя У х 2 — 7* +18, и решивъ его относительно этого выражешя, найдемъ:

У х 2 — 7х +  18 =  6 и — 7, х2 — 7ж +  18 =  36 и 49.



Первое уравнеше имеетъ рЪшешями: 9 и — 2, второе же даегъ:

• i  (7 * 1/ 173).

Сд л̂авь подстановку, увидимъ, что только первыя два piineBifl удовлетво
ряютъ предложенному уравнешю; остальпыя же два принадлежать уравнент

УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 4 0 9

х2 — 7х — У х 1 — 7х 18 =  24. 

4°. Возьмемъ уравнен!е:

х1 +  Ъ х+ 1  =  Ъх3+  ^ х 2.и

Уравнеше это равносильно уравнешю:

f х1 — Зх3 +  Ъх + 1  =  ж2,

или такому:

или такому:

» Уравнеше это, по извлеченш квадратвыхъ корней изъ обЪихъ частей, 
распадается на два уравнешя:

2  З ж  .  . 5  

х  ~2 ~ 1 = 1 7 *'

Они, будучи решены, даютъ:

х =  ~ (7  i t  l/ 85), x =  ~ -( l =t ]/\0) .

5°.^>азсмотримъ уравнеше:

6x\/x -  П х +  бУх  — 1 =  0.

Оно можетъ быть представлено въ видЬ:

(х — Ъ\/ х )  -\-2{х — Ъ \/ х )  +  1 = х *

и, по извлеченш квадратныхъ корней пзъ обЪихъ частей, распадается на два 
уравнешя:
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Уравнешя эти пмйютъ р^шетями: первое — число 1 ,  второе — числа

1 и Т ’
0°. Возьмемъ уравнен1е:

х +  с +  У  х2— с- _  9(х +  с) 
х +  с! —  | /  X 2 — С2 8С

Преобразуемъ это уравнеше при помощи того свойства пропорции, по
а -А-Ъ п А- а а V у, ,которому -- , если — =  Преобразована даетъ:

2(х +  с )_9 x4  17с
2 1 /х2 —с2 дх +  с

Возвысивъ въ квадратъ o6t части и сделавъ некоторый упрощения,* 
получимъ:

х +  с_(9ж -f- 17 с)2
х  — с (9х -f- с)2

Приложивъ снова предъидущее преобразоваше, найдемъ:

х _(9х +  17с)' -}- (9л с)2
с" “  16с(18л -+ 18с)

Уравнеше это, будучи равносильно квадратпому уравнешю: ,

fi3x2 - -  18сх — 145с2 =  О,

даетъ:
5с 29с
Т ’ х* шт

# § V III. Освобождеше уравнешй отъ радикаловъ.

487. Всякое алгебрическое уравнеше, содержащее KaEie ни есть ради
калы, можетъ быть преобразовано въ уравнеше, не содержащее ихъ.

Положимъ, что уравнен1е, по приведены веЪхъ его членовъ къ одному
—

знаменателю, ваключаетъ въ различныхъ степеняхъ радикалъ у а, въ ко
торомъ а представляетъ какое ни есть выражеше, содержащее неизвестное х._

»/—
Положимь, что у а =  у\ расположимъ лйвую часть уравнешя по степенямъ у, 
такъ что ypaBHeHie приметъ форму:

A 1yv-\-A ŷv '-\-А&р s -f- ••• +  Afy +  J .p_j.1 =  0, [1]



где Аи Ал, А3, . . . , А ^  суть кайя ни есть выражешя, не содержания

радикала но могушдя содержать иные радикалы. Всегда можно положить,

что показатель р менее показателя п радикала |/ а, ибо еслибы р было не 
менее п, такъ что

р =  щ  +  г,

. где q представляеть некоторое целое число, при чемъ г  представляетъ целое 
положительное число, мепьшее п, то

/  =  / » + ■ ■ = / »  . у '= ( з Г ) <  . у '  =  а 'у ',

т.-е. степень радикала у, показатель которой не менее ю, приводится къ сте
пени того же радикала, показатель которой менее п.

Помпожая теперь обе части уравнев1я [1] последовательно на

1. У, У\ • • • Уп~Х '

и понижая те показатели радикала у, которые будутъ не менее ю, до чиселъ, 
мепыпихъ п, образуемъ систему п уравнешй:

( 5 ,j," -1 + B !/ - , + v a +  ••• + К - 1» + В „  =  О,

I c,ai"-, +  o,sr - 4  а у - "  +  ... + c „_ lV +  с„=о,

N, s/”- 1 +  + N t f " - 3 +  . ..  + Л '„_1<, +  Ж„=0.

Эта система представляетъ систему уравнешй первой степени относи
тельно {п — 1) количествъ:

Уч у\ у\ ••• . Уп~х-

Исключивъ ихъ нзъ системы, получимъ одно уравнеше, не содержащее 
радикала у.

488. Если ypaBHeBie иредставляетъ ураввеше первой степени относительно 
радикала у, т.-е. имеетъ видъ:

Аху +  Л2 =  О,

' то опо освобождается оть радикала такимъ образом!.: переносимъ А3 въ пра
вую часть уравнешя и получаемъ Агу =  — А„ возвышаемъ обе части этого 
равенства въ п-°ву*> степень и находнмъ А"а =  (— .А,)2; видимъ, что ради
калъ у исчезъ изъ уравнешя.

489. Примгьръ. Разсмотримъ уравнеше
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Уравнеше это, содержа два радикала:

1 +  2х-\- V 1 +  У х  и l /ж,

представляетъ уравнеше первой степени относительно перваго изъ нихъ. Пн- 
шемъ уравнеше въ вид-Ь:

' S f  l - j - 2 x + V l -\~ У  х  =  1— У  х  — У х 2- 

Возвысивъ o6i части его ьъ квадратъ, найдемъ:

|/ 1 +  У ~ х = ( х  —  2) У  х — У х 2.

Уравнеше это, содержа два радикала:

|/" 1 + У х ,  У х ,

представляетъ уравнеше первой степени относительно перваго иаъ нихъ. 
Возвысивъ об$ части уравнешя въ квадратъ, получимъ:

(х — 2)2 У  х1 +  {х — 1) У  х  — (2ж2 — 4х -j- 1) =  0.

Уравнеше это содержвтъ только одинъ радикалъ У  х. Назовемъ его 
буквою у. Уравнеше можетъ написаться такимъ обравомъ:

(ж — 2)2у2 -f (ж — 1 )у — (2ж2 — 4х +  1) =  0. [2]

Умноживъ его последовательно на 1, у, у2, найдемъ:

f (ж — 2 )V +  (ж — \)у — (2х2 — 4ж +  1) =  О,

(ж — \)у2 — (2ж2 — 4х-±- \\у +  (ж — 2)2ж =  О,
. — (2Ж2 — 4ж-}~ \)у2 — (х — 2)2ху +  (ж — 1)ж = 0 .

Система эта представляетъ систему уравнев1й первой степени относительно 
количествъ у, у2.

Найдя ихъ значешя изъ двухъ уравнешй и подставивъ въ третье, полу
чимъ уравнеше

ж8 — 12ж7 +  58ж6 — 154ж* +  244ж4 — 218жч +  75* — х — 1 =  0, [3]

освобожденное отъ радикаловъ.
490. ЗанЪчаше I. Высшая Алгебра даетъ иныя средства освобождешя 

уравнешй отъ радикаловъ.
Хотя мы зд̂ сь и не можемъ останавливаться на этомъ предмет̂ , но за

метим  ̂ что предъпдущее преобразоваше можетъ быть совершено и такимъ 
образомъ. Обозначимъ буквою а одинъ изъ комплексныхъ корней двучленнаго

4 7 2  к н и г а  in .



уравнешя г г —1=0, удовлетворяющей тождествами а3— 1 =  0, а2-}-а +  1—о 
(477). Разсмотримъ уравнеше [2], назвавъ для сокращешя:

(ж-2)»  =  Д  (х — 1) =  В , — (2ж2- 4 х  +  1) =  6\

Уравнеше напишется такъ:

Az2 +  By +  С =  0.

Подставимъ въ левую часть этого уравнешя, вместо буквы у, последова
тельно и а2у; вследств1е этого образуются соответственно выражешя:

Аа'у1 +  Bay -j- с, Аау2 -f- Вт?у С.

Умноживъ обе части уравнешя [4] на произведеше

(АаР-у1 4- Bay -|- С)(Аау2 +  Ва2у - f  (?)

и принявъ во внимаше, что

ь8 =  1, «2 +  а +  1 =  О, а2 -|- я =  — 1, а4 =  о, у* = х ,  у 6 =  я2,

получимъ

АV  — ЪАВСх +  С3 +  В 3х  =  0.

Заменивъ здесь буквы А, В, С ихъ значешями, придемъ къ ураввенш [3].
491. ЗаиЪчан1е П. Освобождеше уравнешй отъ радикаловъ вводить во

обще постороншя решешя. Корни уравнешя, освобожденааго отъ радикаловъ, 
могутъ и не удовлетворять предложенному уравнейш, если мы назначимъ 
радикаламъ определенныя значев1я изъ гЬхъ значешй, которыя способны 
принимать радикалы. Возьмемъ несколько примеровъ.

1°. Дано ypaBHenie |/ х — 1 = 7  — х. Освободивъ уравнеше отъ радика
ловъ, получимъ квадратное ypaBHeHie х1— 15ж +  50 =  0, имеющее корнями 
#t =  5, я2 =  10.

Подставимъ въ предложенное ypaBHeHie вместо х одно изъ его вначешп,
нанримеръ 5. Радикалъ У х  — 1 имеетъ два значешя: + 2 , — 2. Назначивъ 
для его значешя — 2, увидимъ, что число 5 не удовлетворяетъ уравнешю. 
Выбравъ же для его значешя 2, найдемъ, что 5 удовлетворяетъ уравнешю. 
Испытаемъ второй корень, равный 10. Радикалъ имеетъ два вначешя: +  3 
и — 3. Взявъ + 3 , найдемъ, что 10 ае удовлетворяетъ уравнешю; принявъ же
— 3, увидимъ, что 10 удовлетворяетъ уравнешю.

2°. Разсмотримъ У  х — 1 =  х — 7. Уничтоживъ радикалъ, придемъ къ 
уравнешю третьей степени: ж3 — 21ж2-|-146я ~  342 =  О, имеющему корнями:
хг =  9, х2 =  6 +  г\/ 2, х3 =  6 — iy  ̂2. Возьмемъ корень, равный 9. Радикалъ
}/ х — 1 имеетъ три значешя: 2, — 1 Н- г |/ 3, — 1 — г\/ 3. Принявъ для 
радикала значеше 2, увидимъ, что 9 удовлетворяетъ уравнешю; принявъ же 
для радикала остальныя два значешя, найдемъ, что 9 не удовлетворяетъ
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уравнешю. Разсмотримъ корень, равный 6 +  г| /2. Радикалъ имеетъ три 
значешя:

_ 1+|* Ъ  ( Ц & ,  +

Принявъ первое значеше, увидимъ, что (б +  i  V 2) удовлетворяетъ урав
нешю. Ввявъ же остальныя два, найдемъ, что корень этотъ не удовлетво
ряетъ уравнев1ю. __ _ _____

3°. Возьмемъ уравнеше У  2 -\-х -f- \ 2х —5=0. Освободивъ уравнеше отъ 
радикаловъ, получимъ уравнеше первой степени, имеющее р-Ьшешемъ х =  7.

Назначивъ каждому радикалу положительное значеше, увидимъ, что урав- 
венш не удовлетворяетъ 7. Такъ какъ 'уравнеше, освобожденное отъ ради
каловъ, представляетъ уравнеше первой степени и, следовательно, не имеетъ 
инаго решешя, то предложенное уравнеше пе удовлетворяется ни числами 
вещественными, ни числами комплексными.

492. Замечаше Ш. Изложенною выше методою (487) мы можемъ пре
образовать всякое уравнеше съ радикальными коэффищентами въ уравнеше:

Л, ж"* +  АъХт ~г -f- . . .  -j- Лт х +  Лт+1 = 0 ,

въ которомъ коэффнщенты: Аи А2, . . . , Ат , Лт+1 суть числа целыя. Та
кого рода уравветя называются алгебрическими. Отсюда вытекаетъ, что вся
кое вещественное число ж, получаемое, какъ результатъ действ1й сложешя, 
вычпташя, умножешя, делешя, возвышешя въ степень и извлечешя корней, 
выполненныхъ надъ данными рацюнальиыми числами, удовлетворяетъ не
которому алгебрическому уравнешю. Дадимъ примеръ. Возьмемъ число
х =  У  2-f-V^ 3. Оно удовлетворяетъ уравнешю: х — У  2 =  У  3. Воэ- 
высивъ обе части этого равенства въ третью степень, найдемъ:

х3 — 3 У Г .  ж2 +  6* — 2 V  2 =  3,
или

ж3 4- бх — 3 =  У~2(3х2 +  2).

Произведя возвышеше въ квадратъ обеихъ частей этого равенства, по
лучимъ уравнеше:

х6 -  бх4 — бя3 4- 12ж2 -  36ж +  1 = 0  

съ целыми коэффищентами. Заметимъ, что уравнешю этому удовлетворяютъ
те шесть значешй, которыя получимъ для х, присвоивъ У~2 и У  3 все зна
чешя, принадлежапця этимъ радикаламъ.

Существуютъ, кроме разсмотренныхъ иами сейчасъ чиселъ, таыя числа, 
которыя, не представляя результатовъ действШ сложешя, вычиташя, умно
жешя, делешя, возвышешя въ степень и извлечешя корней, темъ не менее 
удовлетворяютъ алгебрическимъ уравнешямъ. Все числа, удовлетворяюгщя 
уравнешямъ вида:

A ^  +  A.x”- 1 -1- ... +  Ат _ 1х +  А„ =  О, 

называются алгебрическими.
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Те же числа, которыя не удовлетворяютъ никакому алгебрическому урав
нент, называются трансцендентными. Подобныя числа существуютъ. Въ 
последнее время доказано, что число it, выражающее отношеше окружности 
къ ддаметру, есть число трансцендентное. Трансцендентность этого числа 
показываетъ, что задача о превращенш круга въ равномерный ему квадратъ 
невозможна при помощи циркуля и линейки.

Впоследствш намъ придется разсматривать некоторое число, обозначаемое 
въ математике буквою е и представляющее пределъ ряда чиселъ:

2’ 2 +  ГТ2’ 2 + Г Т 2  ' *"1.2.3’ ' * ‘ ’ 2 +  ГГ2 1.2.3  +  * * * +
1

1.2.3 . . .  п г *•*

Знаменитый современный французсшй геометръ Эрмитъ доказалъ, что 
число это есть число трансцендентное.

У п р а ж н е ! п я .

1. Решить следуюпця биквадратныя уравнешя:

Зх* — 7жа +  20 =  0, 15ж4-8 ж 2 4  10 =  0.

2. Образовать биквадратное уравнеше съ ращональнымп коэффищентамп,
одинъ ивъ корней котораго равенъ \/~3-\-]/2.

3. Образовать биквадратное уравнеше съ вещественными коэффищентамп,
одинъ изъ корней котораго равенъ 5 — 2г.

4. Определить параметръ X такпмъ образомъ, чтобы уравнеше

(X -  2)а̂  -  2(Х +  3)ж2 4- (X — 1) =  О

имело: все корни вещественные, два корня вещественныхъ и два ком
плексныхъ и все четыре корня комплексныхъ.

5. Изследовать корни уравнешй:

1) (X— 2)ж4+4(Х43)ж24-(л — 1)=0, 2) (ЗХ— 1)ж4-(2 Х  +  1)ж24 Х = 0 ,

при измененш к отъ — оо до -|-оо.
6. Наследовать корни уравнешя:

- f  [2Х(Х — Ь) — а2]*2 +  Х2[(Х — Ь)2 -  a2J =  О,

где а и Ъ суть данныя положительныя числа, при чемъ X можетъ иметь 
какое ни есть значеше отъ — оо до -f-oo.

7. Определить виачешя параметра X такпмъ обравомъ чтобы четыре корня
уравнешя:

ж4 — (ЗХ 4- 5)ж2 +  (X 4- 1)а =  О



составляли ариеметическую прогресст. Вычислить соответствуюпце 
корни.

8. Решить неравенства:

1) ж*-13ж2+ 36<0, 2) (Зж‘-2ж 2-+4)(5ж<+8х2 —1)<0.

9. Преобразовать сложные радикалы:

1) V78 j/ l5 , 2) 1 1̂1 — 2(/10, 3) Vа +  26 +  V b (2о +  36),

4) Va -j-b — c — 2\/b(a— с), 5) V  x2 -Ьж-f-1 — ]/2ж3 +  ж2 -f- 2ж.

10. Образовать взаимныя уравнешя перваго и втораго рода, имеюпця кор
нями числа 3 и 2.

И. Образовать вваимныя уравнешя перваго и втораго рода съ веществен
ными коэффищентами, имеютдя соответственно однимъ изъ корней 
комплексныя числа 2 +  Зг и 1 — i.

12. Решить уравнешя:

1) 2ж4- 5 ж 3 +  7ж2 — 5ж +  2 =  0, 2) 7ж3 -+ 6ж2 — 6ж — 7 =  О,
3) Зж3- 8 ж 2 — 8ж +  3 =  0, 4) 5ж4 — 16^ +  2a;2 + 16ж +  5 =  0.

18. Иэследовать корни уравнешя:

(Х +  1)®* — 2Хж3 +  (Х +  2)ж2 — 2Хж +  (Х +  1) =  0,

при изменены X отъ — оо до -f-oo.
14. Найти все алгебричесюя выражешя, кубы которыхъ суть 0,125.
15. Найти все алгебричесюе корни пятой степени числа (— 32).
16. Разложвть 64ж6 — 729 на произведете трехчленовъ съ вещественными

коэффищентами.
17. Решить следуюшдя трехчленныя уравнешя или приводягщяся къ нимъ:

I) ж6 — 35ж3 +  216 =  0, 2) ж10 +  31 ж5 — 32 =  О,

3) Зж 4 - 2 V  х  — 1 =  0, 4) Зж3 +  42ж* —  3321 =  О,

х_ j_ _
5) ж”— 13ж2" — 14 =  0, 6) ж + 2 Vax +  с =  О,

7 ) ж^+-^т — х  =  8) Зжя У ж" =  16 [ полагал ж =  у2п \ ,
2ж3 4 ]/жп \ /

9) 2ж +  >/4 ж +  8 =  4 г , 10) 2 У~х +  ̂ =  =  5,
6 у х

__ I _1_.
I I ) ж  +  5 — Ух~+  5 =  6, 12) 2 /а;” -f- ж n J =  5,

476 ' к н и г а  h i .

13) ж* +  5ж +  4 =  5|/ж2 +  5ж -+ 28,
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14) За;2 +  15а; — 2 / а ?  +  5а; +  1 =  2,

15) х ( х + 1) +  3 ]/2а;2 +  6а: +  5 =  25 —  2а:,

16) a;2 - 2 l / 3 a ; 2 - 2 a a : +  4 '4 -4  =  ^ ( a : + y  +  l j ,

17) (х  +  а)(х +  2а)(а: +  За)(а: +  4а) =  с4,

Отв. а:2 +  5аа; =  —  5а2 ±  У а4+  с4.

18) а =  х4 + ( 1  — а;)4. Отв.Уравнев1еквадратное относительно (а+-^)2.А
19) а;4 —  2а;3 +  а; =  а. Отв. (х2 —  а:)2 —  (а:2 —  а;) =  а.

20) V х У ~ х  +  7 +  2 \ /*Ч ~  7а; =  35 —  2а:,

Отв. (\/х-\- 1/ж +  7) + ]/ж  +  Уа; +  7 =  42, 9, (Ц ) .

21) а;2 — 8 (х +  1)|/7 +  18а; +  1 =  О,

Отв. (х — 4 ]/х)2 +  2 (х — 4 У  х  +  1) =  О.
22) х4 -f- 2а:3 — 11а:2 +  4а: +• 4 =  О,
Отв. (а:2 +  а:)2 +' 4(а;2 +  х) +  4 =  16а;2.

23) а:4+  4аг х =  а*. Отв. (х2 +  а2)2-= 2а’(а;— а)2.

24) а;4 +  ах3 +  Ъх2 +  сх +  ~  =  0.

0т'- (*+£)+Ч*+ 4 )+г,-|=°-

25) 1 +  У.1 — — =  V l +  ̂ -. Отв. — 2 f - * — —' 1 + 1 = 0 .
х  а \а х J \а х )

26) У х — -1 — У 1 - 1  =  .
X X X

0п (х ~ ^ ) - 2( * - + ) +1= 0-
27) пх8 +  а; +  ю +  1 =  0. Отв. (а: +  1) [1 +м(х2—а; +  1)] =  0.

____ 1____ _ _____ 1____
^ х — [/2—х2 а; -̂  |/2 — а;2

___  3

29) 2а;]/' а: — За: | /  J_ =  20. Отв. z — У  х.
У х

30) - J L -  + Отв.  ,  =  И ® ± * .  
а + * У а + *  а

31) в ® = ( 1 / Т  +  гс —  l ) ( j / l  - ”*  +  1). Отв. jer =  | /1 +  а?.

32) (х +  2)2 +  2(а: +  2)|/аГ—  3 j / a T =  46 +  2а;. Отв. я =  х  +  У х + 2.

33) (а +  х)^ +  4(а  —  х)% —  5(а2 — а;2)^ =  0.



34) ( I  4  ж)? +  (1 -  x f  =  (1 -  ж2)5-

35) (a +  x$  -j- (a — x )̂  =  h.

18. Решить следуюнця уравнешя, некоторые иэъ корней которыхъ даны илн
легко угадываются.

1) (х  — 2)(ж —  3)(ж —  4) =  1 . 2 . 3 .  Отв. Одинъ иэъ корней равенъ 5.

2) б *3 —  бх2 - {-3  =  0.

3) х* +  я 2 — 4х —  4 =  0 .

х Ь Ъ4 )  |-------^ = 1  -j------- Отв. Одинъ корень равенъ а.
(х х х  а а

2 13 2
5) х2 —  —  =  — . Отв. Одинъ корень равенъ — у *

6) ж(ж2 —  2) =  т ( х 2 -}- 2т х  +  2). Отв. Одно рвшеше равно (—  т ) .

7) (ж2 —  а2)(ж 4- а)Ъ -{- (а2 —  Ь2)(а +  Ъ)х 4  (Ь2 —  ж2)(& +  ж)а =  0 .

8) ж3 -4- рх2 +  |р — 1 4 - ж 4 - 1  =  0. Отв. Одинъ корень (1 — р).

9) Зх® 4  8ж* —  8ж2 =  0. Отв. Одно решеше х2 =  1.

10) ж* 4  х3 — 4ж2 4- *  4  1 =  0. Отв. Два корня, равныхъ единице.
13

11) ж* + - у  х 2 — 39ж —  81 =  0. Отв. Множитель (х2 — 9).
О

I
19. Решить и наследовать иррацюнальныя уравнешя:

1) |/бж —  а 4  4ж —  За =  0. 2) x-j-\ /2x — а2 =  3а,

3) 2ж —  ^/ж2— а2 =  4а, 4) х  — \/bx— 15 =  3,

5) х2 4- 7ж 4- }/ х 2 4- 1х +  10 =  110,

6) 2ж2 —  1 5 = 4 ( ] / ж 2 +  12ж — 20 —  бж),

, . , / ~ ж  +  4 12
v * + * y

8 ) 1 -  1 ,-V ~ *
1 + я' 1 — t/l — *■ **

2 0 .  Решить и изследовать иррацюнальныя уравнешя:

1) У ^ 4 2 ж =  / 2 1 + ж  +  1,

2) V  Зж -  5 —  1/2ж~—  5 =  1,

3 ) | / » + * + V a —  ж =  ]/а .

478 к н и г а  h i .
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21. Сделать рацшнальными уравнешя:

1) У х — а-\-Ух— b - f j/ж — с =  0,

2) У  х — а — Ь — х  — с =г О,

3) \/х— а — V х — Ъ-\~Ух — с =

4) V х — а — ]/х — Ь — [/х  — с =  О.

Они приводятся къ одному и тому же рацшнальному квадратному урав
нешю; показать, что это уравнеше имеетъ вещественные корни и что 
если а >  Ъ >  с, то одипъ изъ корней менее с, другой — более а\ опре
делить число корней каждаго изъ предложенныхъ уравнешй.

22. Решить и изследовать уравнеше:

х-{- Vx(a — х) =  Ъ.

23. Решить уравнен1е:

2ж+1/х(а — х) =  Ь.

Ивследовать въ предположены, что а и Ь положительный и х  должно 
быть менее о.



ГЛ А ВА  Ч Е Т В Е Р Т А Я .

Системы уравнешй высшихъ степеней и системы не
равенствъ.

§ I. Уравнешя второй степени съ двумя неизвестными.

493. Общая форма уравнешя второй степени съ двумя не
известными. Уравнеше второй степени, съ двумя неизвестными 
х  и у, будучи приведено къ целой форме, можетъ заключать члены 
только шести видовъ: члены съ х 2} члены съ ху, члены съ у2, члены 
съ у , члены съ а: и независимые члены. Уравнеше второй степени 
можетъ, следовательно, всегда приводиться къ форме:

А х 2 +  В ху  - j-  Су2 В х  -f- Е у  -f- F  — 0.

494. Решеше системы двухъ уравнешй, изъ которыхъ одно 
есть уравнеше первой степени. Решеше системъ уравнен!й есть 
одинъ изъ сложнейшихъ вопросовъ алгебры. Мы ограничимся здесь 
самыми простыми случаями.

Можно всегда решить систему двухъ уравнешй сь двумя не
известными, въ которой одно уравнеще есть уравнеше первой сте
пени, другое же— второй.

Возьмемъ, въ самомъ деле, систему:

А х2 В х у  -f- Су2 +  В х  4 “ Е у  -f- F  =  0, | [1]
ах-\-Ъу =  с. j  [2J

Изъ втораго уравнешя выводимъ:
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подставляя это значеше въ уравнеше [1], получимъ уравнеше въ х  
второй степени:

(.АЪ2 -  ВаЪ +  Са2)х2 +  (ВЪс — 2Сас-\- ВЪ 2 —  Edb)x +  Сс2 +

которое определить два значешя для х\ подставивъ эти значешя 
последовательно вместо буквы х  въ уравнеше [2], определимъ два 
соответствующихъ значешя у.

Предложенная система имеетъ, следовательно, две системы ре- 
шешй. Если оба значешя х  вещественный, то обе системы решешй 
вещественный; оне мнимыя, если значешя х  мнимыя.

495. Случай системы двухъ уравненШ второй степени. Если 
оба уравнения съ двумя неизвестными суть уравненгя второй степени, 
то  исключете одного изъ неизвгъшншхъ приводить, вообще, къ полному 
уравненгю четвертой степени.

И въ самомъ деле, положимъ, что дана система:

одного уравнешя и подставить въ другое, но тогда окончательное 
уравнеше было бы осложнено радикалами, отъ которыхъ пришлось 
бы освобождаться.

Проще поступить такимъ образомъ: исклгочаемъ сперва у3, умно
живъ уравнен!я соответственно на С, и С и вычтя результаты, что 
даетъ:

или, после обозначения каждаго коэффищента одною буквою,

уравнен1е это можетъ заменять (259) одно изъ предложенныхъ урав
нешй.

Находимъ изъ [3] значеше у:

-\-Ebc-\- №  =  0, [3]

(АС, —  А ,С )х2 +  (ВС, -  СВ,)ху  +  (DC, —  В ,С )х  +  
+  (ЕС, -  Е ,С )у  +  (ЕС, — F ,C )  =  0;

ах2 +  Ъху +  сх -f- dy -f- е =  0; [3]

31



подставляя .значеше это въ уравнеше [1], найдемъ:

, 3 Вх{ах2+сх+е) , С(агЧсж+е)2 , Е^ах'+сх+е) , 77_ А г ,т
Л х bx+d •" (Ъх+d? ~T~V x  Ьх+d ~ Т * —  IAI

Уравнеше это, по уничтожены знаменателей, приводится къ урав
нешю четвертой степени, содержащему, вообще, члены съ третьей и 
первою степенями неизв^стнаго. Уравнеше подобнаго вида не можетъ 
быть решено способами элементарной алгебры.

Итакъ, система двухъ уравненш второй степени съ двумя не
известными не можетъ быть решена, вообще, известными уже мето
дами. Встречаются однако простыя системы, которыя, при помощи 
некоторыхъ частныхъ пр1емовъ, могутъ быть решены.

Этимъ теперь и займемся.

496. Ffenieme некоторыхъ простыхъ системъ.
1°. Дана система:

х у  =  и, \ р.-,
ху =  Ъ2. j

Мы видимъ непосредственно (405), что х и у суть корни уравнешя

z1 — az +  &2 — 0;

решивъ его, найдемъ-

х _  a r t  j/a2 — 4Ь2 Гл1
у 2 *-2J

Для того, чтобы корни были вещественные, необходимо, чтобы а2^=4&2. 
2°. Возьмемъ систему:

482 к н и г а  ш.

х — у =
ху = 5 . }  [1]

Система эта приводится къ предъидущей, если сделаемъ у =  — v, ибо 
тогда:

x-\-v =  a, xv =  — Ь2,

и, следовательно, х — .
v 2

Итакъ,
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х + у  =  а, \
х* +  у* =  Ъ\ j  Ш

Возвьгсивъ въ квадрать обе части перваго уравнешя и вычтя второе, 
жайдемъ:

2 ху = а 2 — &2.

Зная сумму п произведете неизвестныхъ, которыя суть, следовательно, 
•корни ураввешя

2 , о2 — Ъг z2 — a s ------ -2-—  =  0,

найдемъ:

х _а_± У 2 Ъ2 — а2
у ~  Г

Если 2Ь2 — а2^ь0, то значешя х  н у вещественныя; они мнимыя, 
•если 2*1 — а2< 0 .

4°. Дана система:

ху =  Ъ\ / L1J

' Умноживъ на 2 обЬ части втораго уравнешя и последовательно сложивъ 
результатъ съ уравнешемъ первымъ и вычтя изъ него, заменимъ предложен
ную систему системою эквивалентною (259):

{х +  уУ =  а* +  2Ъ\\ '
( х -у ) *  =  а* — 2Ь2. / ^

3°. Дана система:

Отсюда выводимы

х-\-у =  ±  У  а? +  2Ь2, 

х — у — У  а? — 2&2.
[3]

Сложнвъ и вычтя по частямъ эти уравнешя и разделивъ результаты на 2, 
яайдемъ:

# =  1 £ у | /я 2 +  2 W +  а1 — 2 Ь2, 

У =  ±  j/a2+  2&2qr i  \/а2—  2Ь2 .

[4]

Зам-Ьчаше. Казалось бы, что ■ существуетъ восемь системъ решешй, ко- 
тгорыя получимъ, комбинируя всевозможными способами знаки радикаловъ. 
Но должно заметить, что уравнешя [3] образуютъ только четыре системы,
я  именно, если назовемъ ]/a2-f-2&2 =  JR и |/a2 — =

х +  у =  В ,  \ х +  у =  — В ,  х +  У =  В> \. Х Л-у =  — Е ,  \ 
х — у =  Л1 ) ’ х —  у — R-l / ’ Х —  У — — В 1 / ’ x — y =  — R 1. j

3V
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Дал^е, уравнешя [1] снмметричпы относительно х и у\ отсюда следуетъг 
что первая п третья системы эквивалентны; то же самое должно заметить 
относительно второй п четвертой системъ. Существуютъ, следовательво, въ 
сущности, только две системы решешй. Эти системы будутъ веществевныя, 
еслп а23 = 2 Ь 2, и мнимыя, если а2 < 2 Ь 2.

5°. Дана система:

х2 — у2 =  
ху =£:} w

Прнведемъ эту систему къ системе 2°, папнсавъ:

X2 —У' =  а\ J [2j
У  =  Ъ*. ) 1 1

Находимъ сиерва х2 и у2, потомъ х  и у:

* 1 /  «*■+ V « * + 4 b *  /  а2— У  a*-f-4b*
* = -  у  — r -LT ^ ~  х = ± \ ------- 2-------

[3], или же ____________________ ■. [4 }

„ =  3: 1 /  - < * + У * + & г/=± —  а2— ]/ о 4+ 4 Ь 4 
2

ЗамЬтимъ, что- система [2] общпее спстемы [1 ], ибо мы возвышали въ 
квадратъ обе части уравнешя [1 ]. М ы  должны, следовательно, брать со
вместно только те значешя буквъ х и у, произведев1е которыхъ равно 
т.-е. брать значев!я, сопровождаемыя однимъ и темъ же знакомъ. Существуютъ 
следовательво, четыре системы: две вещественпыхъ и две мнимыхъ.

6°. Дана система:

2у2 — 4ху +  Зя2 =  17, ) 
у2— х 2 =  16. )

Делаемъ y =  vx и, подставляя въ оба уравнешя, получаемъ:

Ж2(2^ -  4v +  3) =  17, x\v2 -  1) =  16.

Определяя отсюда ж2, находим!.:

2_ ______17_____  2_  1G .
Х 2v2 — 4v -J- 6 ’ Х v2 —  1 ’

отсюда

17 16
2г>2 —  4v +  3 — v2 —  1 ’

или

. 15г>2 —  64v 65 =  0.

Уравнеше это имеетъ два решешя:
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5 .13Л =  а : т ,|Г = ± т .

§ I I .  Уравнешя второй степени съ нисколькими неизвестными.

497. Примеры. 1°. Дана система:

х  +  у +  е =  а, ]
+ я2 = Ьа, j [1]

ху =  cz. j

Возвысивъ въ квадратъ o6i части перваго уравнешя посл1> перенесешя z 
-во вторую, найдемъ:

Зам н̂ивь зд-Ьсь ж2 +  1у2 и ху ихь значешями, полученными изъ двухъ 
другихъ уравненш, найдемъ:

Опред'Ьливъ z, мы узпаемъ сумму (х-\-у) изъ перваго уравнешя и про̂  
«зведеше ху нзъ третьяго п поступпмъ такъ, какъ въ п° (496).

2°. Пусть дана система:

Вычтя второе уравпеше нзъ иерваго п третье изъ втораго, получимъ;

х1 4  2 ху +  у2 — а2 — 2az 4- z2.

2я2 — 2(а +  c)z 4  а1— Ь2 =  О,
•откуда

а 4- с ±  |/(а 4- с)2 — 2(а2 — 62)
2

{у -  z)(x +  y +  z) =  9, \ 
(х — у)(х +  у +  *) =  9, /

откуда
у — я =  х — у, т.-е. х 4- z =  2у, И

и, следовательно,
(х — у )у =  3. L3]

3Последнее уравнеше даетт.; х=--\~У- Подставивъ это значеше въ первое 

нзъ предложенныхъ уравнешй, получимъ:

( - ! + ? ) 2 +  3 +  У2 +  У2 =  37>
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или
3 ^ -2 & / 2 +  9 =  0;

это биквадратное уравнеше даетъ:

§ I I I .  Уравнешя высшихъ степеней.

498. Примгьры. 1°. Дана система:

х'-у ху2 =  30, I

Освободпвъ систему отъ знамепателей, наппшемъ ее такимъ образомъ: 

+ 30 =  30, 6(ж +  у) =  Ьху.

Взявъ ху и (х-\-у) за вспомсгательныя непзвестныя и м v, найдемъ:

Значешя и и v должны быть взяты съ однимъ и гЬмъ же знакомъ, ибо 
v 5— , равное -g-, есть число положительное.

Принявъ и =  6, v =  5, получимъ: ж+  «/ =  5, ху =  6; откуда найдемъ, для 
х н у ,  8начешя 2 и 3.

Принявъ же и =  — 6, v =  — 5, получимъ для х и у значешя: — 6 и 1.
2°. Возьмемъ еще систему:

uv =  30, 6у =  Ъи. [2]

Первое уравнеше преобразовывается въ следующее: 

4х2 4  (4 4  у)ух2 =  (8 +  4у)ху2 4-12у4; 

прибавляя къ обЪимъ частямъ по 4у4, найдемъ:

х2(2 +  у)2 — 4ху2{2 -\-у)-\-4у4 =  16г/4,

[1 ]



или

|>(2 +  з0 - 2 y s]* =  (tyeJa,
откуда

ж(2 +  У) — 2*/2 =  *  4i/2. [2]

Предложенная система эквивалентна, следовательно, двумъ снстемамъ:

Г31 / +  ^  “  2yi ~  4у2’ • +  у) “  2У* =  ~  \ m
*- ■* \ 4у2— ху =  х. ’ Ьу1 — ху =  х. ) *-J

Эти дв-Ь системы решаются безъ затрудненШ.
4'2/̂И въ самомъ д̂ ле, второе изъ уравнешй [3] даетъ: х =  —~^г. Подста-

У +  1
вивъ значеше это въ первое уравнеше, получимъ: 2у\\— у) =  0, откуда 
у =  0 И1/ =  1, и, следовательно, х =  0 и х =  2.

Найдемъ подобнымъ же образомъ для системы [4]:

5 50у =  0 и у =  — 5-, и, следовательно, ж =  0 и х =  — г-.
О О

Итакъ, решешя предложенной системы суть:

1) х =  0, у =  0; 2) ж — 2, у =  1; 3) х =  — -у, у =  — у .  ■

3°. Возьмемъ, наконецъ, систему:

ж3 +  У‘-М 22/ +  У2ж=  13, \ гп
жУ +  ж2у4 =  468. I L

Система эта можетъ. написаться такимъ образомъ:

(х +  у)(х2 +  у2) =  13, х2г/(х2 +  if )  =  468.

Разд$ливъ второе уравнеше на первое, найдемъ:

х2у2 =  Щ х +  у),

уравнеше, могущее заменить одно изъ данныхъ. Назвавъ произведете ху и 
сумму (х-\-у) с00тветственн0(буквами и п v, обратимъ систему въ следующую:

v(v2 — 2 и) =  13, и2 =  36 у. [2]

Исключивъ v изъ этихъ уравнешй, найдемъ:

Jf!. 13 — О
36s 36 ld _ U ’

трехчленное ypaBHeHie, дающее
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^  =  36 rt |/362 +  13 • ЗК



откуда

Щ =  — 6, Щ =  — 6а, иа =  — 6а2, 6]/13, W5 = 6а |/l3, М6 =  6а21/13 ,

где а есть одинъ изъ мвимыхъ корней уравиешя у3—1=0. Значешя v, соот- 
ветствуюпця вещественнымъ значешямъ и, суть: v =  \ и «  =  |/' 132.

Принявъ и — — 6 и г?=1, получимъ, для определешя х  и у, ypaBHeHie:
* Vz2 — z — 6 =  0, которое дае гъ: х =  3, у =  — 2. Взявъ же м =  6 к 13 и

v =| /l32, найдемъ уравнеше: г2— \/ i32. ^ +  6 ^  13 =  0, которое даетъ:

Ш  . ] /  111/13 . У щ /Тз
*  =  •4 —  +  *  -- ----------о -------------.  ----------- » • - ----------- О-------------•
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§ IV. Решеше системы двухъ неравенствъ, изъ которыхъ, по крайней мере, 
одно есть неравенство второй степени.

499. Примпръ L  Решить систему:

5ж2+ ^ 2 > х у  +  х, (1)
2 х < 5 у .  (2)

Перепншемъ эти неравенства такимъ образомъ:

f(x) =  Ъх2 — {у +  1)* - f  у2 >  О,
<?(х) =  2х  — %  <  0.

Найдемъ сперва природу корпей уравнешя f(x) =  0; для этой цели обра
зуема

F(y) =  (y-\- 1)2-2 0 у 2.

Корни F(y) суть:

2 |/б^-1 2J/5 +  1
У1 — 19 1 Уъ — 19

1°. Для всякаго значешя буквы у, удовлетворяющая услов1ямъ:

—  с ° * ^ у < у 1} У ч < У  ^

выражеше jP(y) есть число отрицательное, следовательно Дж) имеетъ мнимые 
корни, а потому неравенство (1) удовлетворено при всякомъ х. Остается,

следовательно, удовлетворить неравенству (2), т.-е. взять х <



2°. Для всякаго значешя буквы у, удовлетворяющая услов1ямъ- y i < y < y s 
выражен1е F(y) остается положительнымъ, и, следовательно, корни уравнешя
Я*) =  0:

„ _ У  +  1 - 1/-19У  +  2г/ +  1 „ _ У  +  1 +  1/ -  W  +  2y +  l 
«i — 1б—  , io

I

веществепны и различны. Отсюда следуетъ, что для удовлетворешя нера
венству (1) должно взять:

— ОО^Ж<£С1, Ж2 <  Ж +  ОО.

Но должно удовлетворить перавенству (2) и, следовательно, должно срав- 
3*2/нить —  съ числами хх и ж2. Чтобы сделать это cpaeaeuie, образуемъ:

/ ■ (!)= х * ,(43!,— в)-

Заметивъ, что числа:

6 .—  со . . .  у4 . . .  о . . .  j g  . . .  у, . . .  + о о

идутъ въ воврастающемъ порядке, изучимъ следуюшде три новыхъ случая:

I- 2/i <  У <  0; тогда и такъ какъ то рядъ:

%- о о  . . .  . . .  ... ж2 . . .  +00 

«сть рядъ возрастающей, и иредъидушдя неравенства приводятся къ
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I I .  О < у <  тогда f  и возрастающ18 рядъ будетъ следующгё:

4Sy ,
—  ОО . . .  . . . -Z -  . . . Ж2 “Г  ° ° -

Предложенный неравенства ириводятся къ

X <  ХХш

Ш. -Jj- < У < У ъ\ тогда /’(-у-) > 0 . и такъ какъ то в03Ра"
стающШ рядъ будетъ следующий:
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Необходимо, следовательно, для удовлетворения предложеннымъ перавен- 
ствамъ взять:

Зу
х < х „  или же ж2<ж<-^-.

Результата изследовашя будетъ следующШ:

У < 0 ....................................................................................................................................................

0 < , < А ......................................................x < y + ' - V - W + 4 ±± ;

6 . .21/5+1 
43 19

^ 3/ + 1  — |/ —  19t/2 +  2 j / + l
* < ----------Го----------

IriII y +  l  +  l ^ - l V + 2 y  +  l Зг/
1 ПЛ" 10 <  ^  2

2 1 /Г + Т  г / 3 у  
У > ~ Т 9 ....... ............................................................................. .............................. 2

500. Примгьръ I I .  Решить систему:

^ 2 +  х ^ . 3 у * - х у , }  (1)

Зж2 — у2 . ) (2)

Переписываемъ эту систему такимъ образомъ:

/•(ж) =  2х2 +  (у +  1)х — 3у2 S2= О, 

ср (ж) -1  Зх2 — 2ух — у2 ^  О

и замечаемъ, что корни каждаго нзъ уравнешй:

f(x) =  0, < р ( я )  =  0,

при всякомъ вещественномъ значешй у, вещественны, ибо услов!я невеще* 
ственностп: 7у2 +  2у + 1  <  0, 7у2 <  0 не удовлетворяются при вещественномъ у. 
Положимъ, что корни перваго уравнешя суть а и р (а<Р), а корни втораго 
равны ах и &  (04 <  p t).

Для удовлетворешя первому неравенству должно взять:

х ^ - а  ИЛИ X ^ z p ;

для удовлетворешя же второму необходимо, чтобы

a , s S  X  ^  Р, •

Задача приводится, следовательно, къ распо.юженъю въ возрастающемъ 
порядкгъ корней уравненш: f(x)  =  0 и у (х) =  0.

Для этой цели образуемъ тождество:

3f(x) -  2<е(х) =  (Ту +  3)х -  7у2. (3)



Подставивъ въ него, вместо буквы ж, число а„ найдемъ:

3/0*0 =  (7у Ч- 3)04 —  7у*; 

это равенство говоригъ, что знакъ числа /(<*0 одинаковъ со знакомъ числа

С^ +  З К - 7 / .

Различимъ два случая, смотря по тому, будетъ лп у менее или более 

числа
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( - - Н
з

1°. г/ <  — у- Въ этомъ предположен^ знакъ f (a j противоположенъ знаку 

числа (at — чтобы иметь знакъ этой разности, образуемъ подстановку:

( ~ У— )W y+зУ (iy+гу
(28г/ +  3).

Количество это будетъ иоложительнымъ пли отрицательным  ̂ смотря по 
тому, будетъ ли у менЪе или более числа -^-j; следовательно, при сде-

3ланномъ предположенш: # < -- —, результататъ подстановки положптеленъ,
7 ?/2а потому —-" -g мен*е каждаго изъ чиселъ: at и р15 ибо знаки этихъ чиселъ

противоположны; отсюда заключаемъ, что /(04) и /(Р0  отрицательны, и воз
растающей рядъ будетъ таковъ:

—  00 . . .  а . . .  aj  . . .  р, . . .  р . . .  + 00,

т.-е., следовательно, невозможно удовлетворить въ одно и то же время пред- 
ложеннымъ неравенствамъ.

3
2°. Если у — -- —, то заключеше будетъ то же, ибо

3/(вО =  3/(РО =  -7у*.

3 3 / 7м2 \3°. Если-- — <  у <  — — то у —~т~5 ) > О следовательно, положи-
/ .йО \ I у -j- о/

7 г/2тельное число g более каждаго изъ чиселъ at и рп знаки которыхъ иро-
. тивоположны; отсюда заключаемъ, что /(<*0 и /(РО отрицательны, а потому 

невозможно удовлетворить предложеннымъ неравенствамъ.
4°. Если у =  — то ср -уj = 0; подставивъ въ тождество (3), вмЬсто

буквы х, вырэжеше = -7- ~ , найдемъ:
‘У -г о

г 1Л £ - ) = о.
’ \1у +  Ъ]



4 9 2 КНИГА III.

Отсюда заключаемъ, что система удовлетворяется:

у — 28’ Х~  \7у +  3/ _  з 28'
у -  —

28

5°. Если У > - 4 ,  то со <0^ 11 возрастающей рядъ будетъ
таковъ:

— оо ... а . . .  at ... Э • • • Pi • • • +  °° •

Система удовлетворяется следующими значетями:

Р ^  у > -  Jji

т.-е.

- у - ±+\/Щ ± М ± ±  2 L h |V V  BMicrt съ
4 о

Вотъ, следовательно, результатъ изследовав1я:

у <  — ............................ невозможность
28

3..........................................1 

^ = ~ 2 8 ............................. * = 2 8

-у - 1 +  |/ 2 5 ^ Т % + Т  у +  2 / у»
*  28 4 ^  ^  3

У п р а ж н е н 1 я .

1. 4ж2 +  7у2 =  148, Зж2 —  у2 =  11. Отв. ж =  :± 3, у =  л: 4. 

а: 4- у =  100, жу =  2400. Отв. х =  60, 40; у =  40, 60.

3. ж 4“ У —  4, -^-4-^ =  1. Отв. ж =  2, у =  2.

16 5
4. х 4- у =  7, ж2 4-2у2 =  34. Отв. ж =  4 ,— ; у =  3, — .

5. ж — у =  12, х2 4- У* =  74. Отв. ж =  7, 5; у =  — 5, —  7 .

6. ж —  =  4, у — =  1. Отв. ж =  2, 5; у =  6, 3.

7. ж2 +  у2 =  65, жу =  28. Отв. ж =  ±  7, it 4; у =  :£ 4, it 7.

5 3
8. ж у = 1 ,  Зж — 5у =  2. Отв. ж =  —  1, — ■ у =  —  1, у
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9' ^  +  у  =  2’ Х  +  У  =  2 - 0тв * = 1 ’i У = 1-

10. ж2 +  ху +  2у2 =  74, 2ж2 +  2ху +  у2 =  73. Отв. х =  it 3, :+: 8; y =  ±b~

11. 2Я +  3*=37 , ±  +  ±  =  &  Отв. * =  5, f ;  ,  =  9, f .

12. ж2 +  3жу =  54, ж?/ 4*4у2 =  115. Отв. ж =  it 3, it 36; y =  it5, qp ^  -
J

13. ж2 -f- xy —  15, ху — ж2 =  2. Отв. г =  ± 3 ,  it — у =  it 2, it —

V  2 ' / 2 '

14. ж2 4  жу -)- 4y2 =  6, Зж2 +  8у2 =  14. Отв. ж =  цг 2, it -

15. ж2 +  ху =  12, жу — 2у2 =  1. Отв. ж =  it 3, it — у =  it 1, it - 1 = .

1/ 6  К б

16. ж2 — ж у 4 у 2= 2 1 ; у2—2 ж у + 1 5 = 0 . Отв. x = i t  4, i t 3 j /  3; у = 5 ,  i t ] / 3.

17. ж2 —  4у2 =  9, жу 4  2-г/2 =  3. Отв. ж =  it -^L, у = --

|/ll  К 21
ОО7

18. 7ж2 -  8жу =  159, 5ж +  2у =  7. Отв. ж =  3, _  jg; у =  -4,

19. ж2 — 2жу — 2/2 =  1, ж +  у =  2. Отв. ж =  it 1 /  ±L, у =  2 qi v A А .
г 2 » 2

20- +  =  р  * , +  S'! =  « .  Отв. з =  =  6; </ =  =е 3, , 3 .

И - г “ + ^ | = | . * ! + /  =  2 » - 0 т в . * = а : 3 ) / 2 ; у = ± ) / 1 3= | / 1

22. О, ly+О , 125ж=у—ж, у—О, 5ж=0, 75жу— Зж. Отв. ж = 0; 4; у = 0 ; 5.

23. у2-  4жу +  20ж2+  Зу—  264ж =  0, \ QjB _ _ Q. 15. Q. 45>

5г/2 —  38жу +  ж2 —  12у +  1056ж =  0. ) ’

24. х-\-у =  х2, Ъу —  ж =  у2. Отв. ж =  0; 2, т У  2; у =  0; 2, 2 |/ 2.

5 1
25. ж24-у2=  у ж у ^ж  — у =  — жу. Отв. ж =  0; 4, — 2; у =  0; 2, — 4.

Зд» Q/у» * 91 7
26. ж + 2 у +  |- = 1 6 ; Зж4-у +  | - = 2 3 . Отв. ж =  5, у ; у  =  3 ,у .

27. 4(ж +  у) =? Зжу, ж -{- у -}- х2+у2 =  26. Отв. ж =  4; 2; у =  2; 4.

28. ж — у =  2, ж3 —  у3 =  8. Охв. ж =  2, 0; г/ =  0. — 2.

29. ж 4" У =  ?>, ж3-|-у8 =  65. Отв. ж =  1; 4; у =  4; 1.

30. ж +  у =  11, ж’ 4 - ^  =  1001. Отв. ж =  1; 10; у =  10; 1.

31. жу(ж-|-у)=30, ж3 -f у3 =  35. Отв. ж =  3; 2; у =  2; 3.



32. —  +1^- =  18, х +  у = 1 2 .  Отв. s  =  8;4; у =  4; 8. 
у X

33. х +  у — 18, х3 +  у3 =  4914. Отв. х =  17; 1; у — 1; 17.
V

34. --{- —  =  9, х +  у =  6. Отв. х =  4; 2; у =  2; 4.
у х

35. х\х +  у) — 80, х\2х —  Зу) =  80. Отв. х =  4, у =  1.

36. х*у +  у*х — 20, А  +  А  =  А .  Отв. *  =  1; 4; у =  4; 1.

37. а;2 +  у2 =  7 +  жу, ж3 -{- #3 =  6ху — 1. Отв. х =  2; 3; у =  3; 2.

38. я2 +  */а =  8, Дг + Д г  =  у- Отв. х =  + 2, у =  ±2\ х=  + 2, у =  ±2.

39. х-\-у =  4, х*-\-у* =  82. Отв. ж =  3, у =  1; х=и1, у — 3.

40. хь — у* =  3093, х —  у =  3. Отв. х =  э, —  2; у =  2, —  5.

41 ( 3 - j + j ) !+  ( 8 +  г ^ ) ,=82' *у=%  0,1 * = - 2’ - 1; з ^ - 1' -2-

42. ж2 —  а%2 +  у1 =  19, х — ху +  у =  4.

Отв. х =  А  ( 9 ±  |/7з), у = 1 (  9 цг |/7з).

43. хг — хуу*=7, Ж4+ ж 2?/2 +  </4= 1 3 3 . Отв. a ;=rt3 , * 2 ;  у—±2, ^:3.

44. ж2-|-жу +  2/2= 49, а;4-}-а:2у2-|-?/4= 9 3 1 . Отв. ж = ± 5 ,  * 3 ;  у=±3, ± 5 .

45. ж2+*/4 — у2= 8 4 ,  х2-\-хгу'г-fy2= 4 9 . Отв. ж = ± 3 ,  ± 2; y =  rt 2, :±3.

46. я(12 — ху) =  у(ху — 3), ху(у +  4х —  ху) =  12(ж +  у — 3).

Отв. ж =  0, it г ] / з , ±  3 ; г/ =  0; З ^ г У ^ З ,  ± 2 ^ 3 .

47. a: -f- у + ]/ху =  14, х2 -J- у1 +  ху =  81. Отв. а: =  8; 2; у =  2; 8.

48. х +  у — У ху =  7, ж2 -j-?/2 4~ж?/= 133. Отв. а; =  9; 4; у =  4; 9.

49. а:+  ̂  =  72, ж + V ^ y = : 6. Отв. а: =  8; 64; у =  64; 8.

50. х -f- |/а;2 — у2 =  8, х — у =  1. Отв. ж =  5; 13; ?/ =  4; 12.

51. l / " - J + l /  -̂- =  -7=  +  1, V&y +  1Л/8ж = 7 8 . Отв. ж = 4 ; 9; г /=9; 4. 
г У г * |/ху

52. а: +  у =  10, l / ” —  Н- Т / ^ -2. =  А- Отв. а: =  2; 8; j/ =  8; 2.
г у г х 2

53. |/ж — | /  г/ =  2V^a:«/, x-j- у =  20. Отв. ] /  ж =  2 zt |/б, 15— б j .

-4 ж/---  . с-,/---  2(аг —  1) ж2+̂ /2 34
°4 . К ж + У + 2 | / а :—  у =  — = = ,  -  =  тт. Отв. а; =  5, у =  3.

— у ^

55. ]/з +  а:2 +  2у =  8, 2ж2 +  J/ 5г/2 +  4а^ =  9. Отв. х =  ±  1, у =  3.

4 9 4  к н и г а  ill.
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_ в  ж , v , л I Ь . _  о Ъ
5 6 .  f- -£- =  1 ---- =  4. Отв. х =  —,у =  —.

а Ь ’ х ' у 2 2

57

58

. х1 — у2 =  а2, ху =  Ь2. Отв. ж2 =  -^а*и ]/a2 -f- 4ft4j.

. ж4 +  у4 =  а4, ж4-у =  &- Отв. ХУ — - ^262 it J/2b44-2a*j.

'. ж4 +  г/4 =  14жУ, ж 4 у — а. Отв. х =  ^ (\ ±\/ , ^{\ it “ F=j-
r 3

60. ж5 —  у5 =  а\ х — у =  Ь.

61. \/х2-\-у2+ У х 2—у2=2у, ж4—у4=а4. Отв. Щ-, т а 2; у2=  0.

62. 2аЪ{а +  Ъ)х 4 у2 =  а&ж2 +  2аЬу, аЪх +  (а +  &)у =  жу.

Отв. ж =  О, 2(а -f- Ь); У — О, 2аЬ.

63. 2 J /V  - у2 4-ж у = 1 , — —  —  =  а. Отв. 4ажу =  (1 — жу)2.
У ж

64. ж-|-у=:аУжу, *  —  У =  с '|/Г— . Отв. =  х — и т. д.
г у ж—у с ау — с

65. V х +У  -\~V х— у =  ]/а, ]/ж2+ у 24-1/ж2—у2 =  Ь.

0тр а3 it Ь(2Ь2 -  а2)

4 (а2- Ь 2) *

вв.i / " « ! Z Z + E Z  +  / 'g 4 - _ ^ + y f+ g  4 ^
г у2 - Ь2 а2-ж2^  Г у2 -j-b2 а24 ж2 1 У

Отв. ж2 =  Ь2(2 it j/ 3 )j у2= а 2(2 it | / 3 )•

67. ж2 4- у2 —  (ж 4  у) =  а, ж4 4  ?/4 4  ж 4  у — 2(ж3 4- у3) =  Ъ.

Отв. ж(ж —  1) +  у(у — 1) =  а, ж2(ж — I)2 4- у\у — I)2 =  а 4  Ъ,

68. апх’п +  Ътуп =  2 V атЪпхтуп, жу =  аб.

Отв. Ноложивъ ]/жт +  " =  г, найдемъ г2 — 2Ъп\/ат ~ п. z -\-Ът ^ "=0.

;ч I X I X л
69. хг -j- у° = 3 5 ,  х* +  =  5. Отв. Беремъ за неизвестный х4 и хъ.

,0У  » + | / "

Отв. За неизвестный беремъ (ж 4  у) н ху.

71. ж — У-hi/' ж2 4  у2 =  34.
V ж 4у  ж  4У

Отв. ж =  it 5, у =  it 3; ж = ± | / 2/ =  — | /

72. (ж 4* У)(жу + 1 )  =  1Вжу; (ж2 4  у2)(ж2у2 +  1) =  208ж2у2.

Отв. За вспомогательный неизв̂ стныл беремъ ж-f — и у 4  —
ж у
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/----- Tr==  / ~  зР2—  Отв. Уравнешя эти даютъ:
и. / * ■  +  »' * У  +  y V  +  >'* V = *  ( ^-р+  f -  =  ̂

я +  У + 3j/ba;i/=b. I/'* + l / j r = V  ь.

75. ?1+-®-+£ =  0, ^ 1 Г-«± » != 6 . О т Положимъ л/ГъЛ Л  =  V,
х +  у х — у у ъ-а

о( l +  v) av(l-\-v)легко найдемъ: x =  vy, У =  1^ + ~а, * =

76. — = а, — =  &, — =  с. Отв. ж2 =  аЬ, у2 =  ас, г2 =  5с. 
е У х

77. а;(у +  е) =  2р, у(ж + ж) =  2<?, «(« + у )= 2v. Отв. Опред л̂яемь жу, xz, уя.

78. лу* = « 2 6 ,^ 1  =  6 f ,  =  »«• * =  7, Jf =  5, , =  3.

79. a; +  у +  0 =  13, ж2 +  у2 +  я2 =  61, 2yz =  ж(я +  у).

Отв. ж =  4, у =  3, г =  6; £ =  9, у и гг мнимые.

80 .уе =  Ъс, — +-f =  1, - + ~  =  1.
’ а 6 1 о 1 с

Отв. ж =  0, 2а; у =  Ь, —  Ъ] z =  с, — с.

1  +  1  =  13, 8ж +  3у =  5.
х у Z ' X ' у

1 5  1 15 1 15
Отв. «--j-, 2 6 ; У —  з 7 у 5 *  —  4 •’ 44*

82. у + «  =  1 ,  5 +  а » = 1 ,  * +  у =  1 .

Отв. Уравнешя первой степени отиосительно а:у, xz, yz.

83. жуя =  а2(а; +  у) =  Ь2(у +  г) =  с̂ а; +  г).

л . 1 1 1  
Отв. Уравненш первой степени относительно —  , — , — .

ху %cz yz

84. x2 +  y z=y2 +  zx=c, z* ху=. а.

Отв. Вычитая второе уравнеше изъ перваго, получимъ: х =  у и 
х +  у =  е\ присоединиемъ сюда третье ypaBHeHie.

86- М * + ^ ) = й ( ,  + т )  =  Т ’ * + !' + г =  15-
Отв. Образуемъ квадратиое уравиеше зъ z и найдемъ: z =  6, х =  4,

5 355 190 

У ’ z 2 ’ Х 42 ’ ^  21 "

86. я +  з/ +  2 =  — +  — +  ~J =  ~2 ' ХУ* ~ 1'

Отв. Исключивъ г, найдемъ: а: +  у +  ^  =  1 ,  яу +  ^-1^ =  -0 ■
ху 4 ху А

Получимъ: а; =  2, у =  1, z — ~ -

3 z 3



87. x y + x z+ y z= 26, ху(х+ у) +уе(у+ e )+zx (e+х)=162, zy(x*-\-f)-\-
+  xz(x2 +  в2) уг{у2 +  г2) =  538.

Отв. Образуемъ квадратное уравнеше въ (х +  у +  г), одно изъ р-Ь- 

шенШ котораго равно 9. Дал̂ е, обраэуемъ кубическое уравнеше 
въ ху, корни котораго суть 6, 8, 12. Найдемъ потомъ ж =  2, 
у =  г, г =  4.

88. х3 +  у3 z* =  х2 +  у2 +  z1 =  х +  у +  е — 1 •

Отв. Можно показать, что xyz — 0. '

89. 2х +  =  2у-\- ~  — %У +  “  =  о • Отв. х =  ~̂  и 9х\а — х) =  а3.
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ГЛАВА ПЯТАЯ.

Pimeme и изслЛдоваше задачъ выспшхъ степеней.

объ дно колодца достигъ нашего уха черезъ t секундъ отъ начала 

падетя (сопротивлеше воздуха не принимается во внимаше).

Назовемъ искомую глубину колодца буквою х. Наблюдаемый про

межуток времени t состоитъ изъ двухъ слагаемыхъ:

1°. Изъ промежутка у, въ течеше котораго камень проб^гаетъ 

высоту х равномерно ускореннымъ движешемъ съ ускорешемъ д, 

причемъ

2°. Изъ промежутка z, въ течеше котораго звукъ проходить про

странство х равномернымъ движешемъ со скоростью v, причемъ

§ 1. Задачи съ однимъ неизвестнымъ.

Задача I.

501. Определить глубину колодт, зная, что звукъ отъ удара катя

х

Уравнен1е вопроса будетъ таково:

О )



Для решетя этого иррацюнальнаго уравнешя отдЬляемъ ради

калъ въ л'Ьвую часть:
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и, по возвышенш обЪихъ частей въ квадратъ, находимъ:

gtl —  2v{v-]r gt)xJrgv4i =  0. (3)

Уравнеше (3) не равносильно данному; оно получается также 

и отъ возвышешя въ квадратъ об^ихъ частей уравнешя:

Тотъ изъ корней уравнешя (3) долженъ быть принятъ, который 

вещественъ, положителенъ и удовлетворяетъ уравнешю (2), т.-е. 

который пов'Ьряетъ неравенство:

X
t —  — >  0, или, что то же, х <  vt.

Изучимъ последовательно каждое изъ этихъ условШ. Для веще

ственности корней необходимо и достаточно, чтобы

v\v -\-gty — g*v4l5*0 , или, что то же, г>2(У -J- 2gvt) 3» О.

Услов1е это, очевидно, всегда выполняется, ибо количества v, д, t 

всегда положительны.

Корни уравнешя (3) всегда положительны, ибо произведете и 

сумма ихъ положительны.

И, наконедъ, для того, чтобы выбрать тотъ изъ корней уравнешя

(3), который удовлетворяетъ услов1ю: х <  vt, подставляемъ въ д^вую 

часть уравнешя (3) число vt вместо буквы х (423); результатъ под

становки:

— 2 vH

представляетъ число отрицательное; следовательно, только менышй 

корень удовлетворяетъ задаче, и ответь будетъ таковъ:

х —  yiy-\-gt—  Vv*-\-2gvt).

\ 32*
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Задача П.

502. Тяжелое тело брошено вертикально вверхъ въ пустотгъ съ на

чальною скоростью v0. Найти про.чежутокъ времени, необходимый для 

поднятая до высоты h надъ точкою исхода.

Въ равномерно замедленеомъ движенш, каковымъ обладаетъ тело, 

движущееся вертикально вверхъ, пробегаемое пространство е связано 

съ соответствующимъ ему промежуткомъ времени t соотношешемъ:

Отсюда следуетъ, что искомый промежутокъ времени х долженъ 

удовлетворять уравнешю:

Задача требуетъ вещественныхъ и положительныхъ решешй. Услов1е 

вещественности корней уравнешя (2) даетъ:

Разсмотримъ, следовательно, три случая:

Случай первый:

Въ этомъ случае корни уравнешя (2) мнимые, и задача не

возможна. Этотъ результатъ можно видЬть a priori.

И въ самомъ деле, движущееся тело остановится въ своемъ вос- 

ходящемъ движенш, когда его уменьшающаяся скорость обратится 

въ нуль; но скорость къ концу промежутка времени t делается 

равною:

(1)

или, что то же,

gx1 —  2v0x -\-2h =  0. (2)

v02 — 2gh Ss 0, или h ^  V̂~

v =  v0 —  gt

и обращается въ нуль въ конце промежутка
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пространство, пробегаемое гЬломъ въ этотъ промежутокъ, равно:

Это есть наибольшая высота, какой можетъ достигнуть т^ло при 

начальной скорости v0.

Случай второй:

Корни уравнешя (2) равны, при чемъ общее значеше ихъ таково:

Уо

9 ' ■

Результатъ этотъ согласуется съ найденнымъ сейчасъ результатемъ.

Случай третгй:

Корни уравнешя (2) вещественны, неравны и оба положительны. 

Тотъ изъ корней уравнешя (2) долженъ быть принятъ, который 

не превышаетъ у ,  ибо ~  есть промежутокъ времени, необходимый 

для подняла на кульминащонную высоту.

Для того, чтобы сделать выборъ, подставляемъ въ левую часть

уравнешя (2) ч и с л о (423) вместо буквы х. Результатъ подстановки:
У /

отрицателенъ; следовательно, менышй корень

_  Vq— V vq2 — 2gh
JU *

р^шаетъ вопросъ.

Посмотримъ, что представляетъ болышй корень? 

Онъ можетъ быть написанъ такимъ образомъ:
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• V
Первое слагаемое — представляетъ промежутокъ времени, необ-

9
ходимый для поднят до кульминацюнной высоты. Второе же сла

гаемое представляетъ промежутокъ времени, необходимый для падешя
'У 2

съ кульминадюнной высоты, т.*е. съ высоты g—, до высоты h, фи

гурирующей въ выражешй перваго корня. И въ самомъ деле, этотъ 

промежутокъ 0 получается изъ следующей формулы:

*7 1~  2 ’

откуда

О =  К V  - 2gh
9

Итакъ, следовательно, болышй корень уравнешя (2) представляетъ 

промежутокъ времени, необходимый для подняачя на кульминацион

ную высоту и на падете съ этой высоты до высоты h, фигурирую-
*
щей въ выражешй меньшаго корня.

Задача III.

(Р а з д ф л е ш е  отрфзка  прямой  въ среднем ъ  и  к ра й н е м ъ  о т н о ш е н ш ).

503. На прямой дат определенный отрп>зокъ А В = а . Требуется

найти на этой прямой такую точку С, чтобы разстояше ея отъ

конца А  было среднимъ пропорцгональнымъ между длиною отрезка а

и разстоятемъ ея отъ другаго конца В.
\

A priori видно, что искомая точка не можетъ лежать вправо отъ 

точки В . Положимъ, что искомая точка С  лежитъ между точками 

А  и В. Принявъ за неизвестное отрезокъ А С — х, получимъ:

А С  =  х, В С — а — х,

и уравнеше вопроса будетъ таково:

я2 =  а(а —  х). (1)

Легко видеть, что уравнеше это будетъ соответствовать также и 

тому случаю, когда искомая точка Ct лежитъ влево отъ точки А, 

если только примемъ A C t =  —  х, ибо тогда

А С Х =  —  х, В С У =  — х-\- а, \



х2 =  а(а —  х).

Уравнен1е (1) можетъ быть написано такимъ образомъ:

х2 +  ах — а2 =  0. (2)

Корни его вещественны, имеютъ противоположные знаки, при 

чемъ положительный корень менее а и модуль отрицательнаго корня 

более а. Отсюда сл^дуетъ, что положительный корень опред^ляетъ 

точку С , а модуль отрицательнаго корня— точку С,; разстояшя этихъ 

точекъ отъ точки А  соответственно суть:

Л С  =  | 0 /  5 - 1 ) ,  Л С , = | (  |/5~+ 1).

504. Если примемъ за неизвестный: В С = х , ВС , —  х, то урав- 

нешя для обеихъ точекъ С  и С, соответственно суть:

(а — х)2 — ах, (х — а)2 =  ах, 

которыя, очевидно, приводятся къ одному:

х2 —  3 ах-\-а2 —  0.

Корни этого уравнешя вещественны, положительны, причемъ 

динъ корень менее а, а другой более а; менышй корень опреде- 

яетъ точку С, болышй— точку С,.

505. Построеше. Для определешя положешя точекъ С и С ,, при 

омощи циркуля, обратимся къ уравнешю (2). Оно даетъ:

х\~\~х2 —  — х\х2 ~  —  я2»

откуда

А С ,- А С  =  а, АС , . А С  =  а2.

Возставляемъ перпендикуляръ къ данной прямой въ точке В;

АВ
откладываемъ на немъ отрезокъ Б О  =  -у-; описываемъ окружность

изъ точки 0 рад1усомъ, равнымъ О В ; окружность встретить направ

леше А О  въ точкахъ В  и В „  причемъ

А В  =  АС , А В , =  АС ,.
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и уравнеше вопроса опять будетъ:
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Задача IV.

506. Дана окружность 0  и касательная къ ней въ точки А. Тре

буется построить хорду M N , параллельную этой касательной, та

кимъ образомъ, чтобы д1агональ прямоугольника M N P Q  имгъла данную 

длину т . -—  ' /

Примемъ за неизвестное х разстояше A S  искомой хорды^отъ 

точки А , причемъ заметимъ, что это неизвестное должно быть ве-

гцественнымъ, положительнымъ и должно не превышать 2г, где г ра- 

д1усъ данной окружности. Чертежъ даетъ:

NQ* =  N P 3+ P Q *\

выразивъ N Q , N P , P Q  въ данныхъ величинахъ и въ искомой та

кимъ образомъ:

PQ* =  4NS-, Y s 2 =  SA  . S B  =  X(2r —  х\

получимъ, после некоторыхъ упрощешй, следующее уравнеше вопроса:

Зх2—  8rx -j- т~ =  0. (1)

Изследоваше. Для удобства изследовашя введемъ, вместо ли- 

нейныхъ чиселъ: х, г, ж, числа отвлеченныв:
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и будемъ называть число а параметромъ. Уравнеше (1) преобразуется 

въ следующее:

Зу8 — 8у +  Ха =  0. (2)

ОпредЪлимъ т4 значешя параметра, при которыхъ корни уравне

шя (2) вещественны, положительны, причемъ одинъ изъ нихъ или 

оба не превышаютъ числа 2.

Для вещественности корней необходимо и достаточно, чтобы

16 — ЗХ25»0, или, что то же, X2—  у ^ О .

Неравенство это можетъ написаться такимъ образомъ:

4 ]/~3~\/. 4 1 /7
(х +  4 1 )(х

Оно, при положительныхъ значешяхъ а , каковыми они и должны 

быть, равносильно следующему:

Л - ^ Й - = С 0 . (3)

Далее, корни уравнешя (2) положительны, если они вещественны, 

ибо произведете и сумма ихъ положительны.

Остается сравнить число 2 съ корнями уравнешя (2) при раз

личныхъ значешяхъ параметра К

Для этой дели подставляемъ (423) въ левую часть уравнешя (2) 

число 2, вместо буквы у, и получаемъ результатъ подстановки:

Х2_ 4  =  (Х +  2)(Х-2);

знакъ этого выражешя одинаковъ со знакомъ бинома:

—  2. (4)

Заметивъ это, напишемъ возрастающей рядъ чиселъ:

1 2 3

Онъ даетъ: 1) Для всехъ значешй X, заключенныхъ въ иервомъ 

промежутке, корни вещественны, причемъ только менышй корень



уравнешя (2) не превышаетъ 2, ибо выражеше (4), для разсматри- 

ваемыхъ значешй X, отрицательно.

2) Для Х =  о одно решеше: у =  0; для.Х =  2 имеемъ два р4-

2 2  о ошен1я: у =- 3-» ж = у г  и у =  2 , х —  2г.

3) Для вс^хъ значешй X, заключенныхъ во второмъ промежутке, 

корни вещественны, и каждый изъ нихъ не превышаетъ 2 , ибо вы

ражеше (4), для этихъ значешй X, положительно, ~тгричемъ полу-
4

сумма корней, равная у ,  менее 2.

4) Для X =  —g— имеемъ два равныхъ решешя: —  ^

4
Х1 =  х2 =  у  г.

5) Для третьяго промежутка корни уравнешя (2) мнимые. 

Предъидущее изследоваше представляется следующею таблицею:

т  >  if- ....................................................................корни мнимые.о

4/*|/^3* 4r . v 
m =  — |— , * ! = * ,  =  у ,  maximum ж .......................одно решете.

т > 2г:а;1 и ж2 веществ., положит, и менее 2г . два решешя.

4»V_3. w = 2r; Ж! =  | г ,  я3 =  2г ....................... два решешя.

т  <  2г; ^  <  2г, а?2 >  2г . .................... одно решеше.

506 к нига  m.

507. Все эти результаты мы получимъ, изследуя непосредственно 

формулы корней уравнешя (1). Формулы эти суть:

т

_  4г — |/ 16r2 — 3m2 __4r -f- У  16г2 — Зт?
Х х —  з > x i —  з

Первая изъ формулъ говоритъ, что, при непрерывномъ возрасташи

отъ 0 до -г̂ -0' , менышй корень xv оставаясь вещественнымъ и

положительнымъ, непрерывно возрастаетъ следующимъ образомъ: отъ О

2 " 2 
до у  г —  при измевенш т  отъ 0 до 2г; отъ у  г до г —  при изме-

неши т  отъ 2г до r V  5, и отъ г до у  г —  при изменеши т • отъ

r V T  до г. Вторая формула показываетъ, что, при непрерывномъ 

возрасташи т , болышй корень х2, оставаясь положительнымъ, непре
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рывно убываетъ такимъ образомъ: отъ у  г до 2г — при изменены

т  отъ 0 до 2г, и эти значешя не р̂ гааготъ задачи; отъ 2г до —г __

при изм^неши т  отъ 2г до r V Ь> и отъ г до у  г —  при изм̂ не-

, /Г  W *  пт т  отъ г у 5 до — д— г.

Все это можетъ быть изображено таблицею:

т

О

2 г 2 г

У  5

4 г|/ 3 4

3 ‘ 3 г 3 г

Таблица эта показываетъ, что, при непрерывномъ движенш точки

S  по д1аметру А В  отъ точки А  до точки, отстоящей отъ А  на раз-

• 2 Л 
стоянш -j г, дтгональ непрерывно увеличивается отъ 0 до 2г; при дви-

2
женш точки о отъ точки, отстоящей на разстояши -j г, до точки, от

стоящей на разстояши у  г, д1агональ продолжаетъ увеличиваться отъ 

4|/з
2г до g - г; при дальнейшемь же движенш точки S  до точки В

4 1/ я
дтгональ уменьшается отъ —д— г до 2л Итакъ, д!агональ принимаетъ 

по одному разу всЬ значешя отъ 0 до 2г и по два раза— всЬ значешя

4 1/  з
отъ 2г до —g— г, причемъ форма корней говорить, что каждому

изъ значешй, принимаемыхъ дiaгoнaлью два раза,соответствуютъ поло- 

жешя точки S, симметрично расположенныя относительно точки,

отстоящей отъ А  на разстояши г.



508. Прямое изсл-Ьдоваше длины д1агонали. Уравнеше (2) даетъ:

V =  -  3 (уг -  т  у) =  з[¥  -  (у —т )’]-
4

Равенство это говорить намъ, что, при возрастанш у отъ 0  до -у, 

т.-е. при возрастанш х отъ 0 до у  г, количество X2 возрастаетъ отъ О

16 , . 4г}/Ъ 
до -у; следовательно, дтгопаль т  возрастаетъ отъ 0 до — |---

4
При дальнЬйшемъ возрастанш у отъ -у до 2, т.-е. при возрастанш х

отъ у  г до 2г, количество X2 убываетъ отъ у  до 4; следовательно;

* 4 г l/ Т  п
дтгональ т  убываетъ отъ — |—  до 2г.

Эти измЬнешя т  могутъ быть представлены следующею таблицею: 

О ... < . . .  J-r... <  1 . . . <  . . . у г  . . . < ...- |г . . . < . . .  2г

0. . .  <  . . . 2r . . .  < r V T .  . . . г / б  . . .  >  . ..  2 г

508 к нига  ill.

т

Отсюда непосредственно вытекаетъ, что, при перемещенш хорды 

M N  параллельно самой себе изъ положешя А *  въ положеше В$, 

длина д1агонали N Q  растетъ до того момента, когда хорда M N  пе

реходить черезъ точку Y , отстоящую отъ А  на разстояши, рав

номъ -у г. Далее, при стремленш хорды къ положешю ДЗ, длина 

д1агонали убываетъ до 2г.

Д1агональ принимаетъ по одному разу всякое значеше, заключен

ное между 0 и 2г, когда точка А  перемещается изъ А  въ Н, и по

два раза всякое значеше, заключенное между 2г и первый

разъ —  когда точка S  перемещается изъ Ы въ Г, второй разъ — 

когда точка S  проходить пространство YB, и эти два положешя 

хорды симметрично расположены относительно D C , ибо трехчленъ X2 

принимаетъ равныя значешя при

х = \ г  +  у.



509. Построен!© рйшенШ. Разстояшя искомыхъ хордъ отъ точки А  

суть корни уравнешя:

Зх2 — 8rx -j- w 2 =  0.

Для построешя этихъ корней заметимъ, что

I

I __ 8 ______ (т\/ 3 У
%1 -р Ж2 g Т , g )

Должно построить, следовательно, два отрезка, зная ихъ сумму 

и ихъ произведете.

УРАВНЕШЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 509

Принимая точку F  д1аметра А В , отстоящую отъ А  на разстояши, 

равномъ у  г, за центръ, рад1^сомъ, равнымъ A F , описываемъ

окружность. На касательной А Х  беремъ длину AS, равную 3 , 

и проводимъ лишю S P P ', параллельную А  В , которая встретить
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вспомогательную окружность въ точкахъ Р  и Р 1; искомыя хорды 

суть P M N  и P 'M 'N '.

И въ самомъ дбл^:

S P + S P '  =  2 A F = j r ,  S P  .*SP1 = S A *  =  у .

, можемъ поступить

такимъ образомъ: строимъ A Z  такъ, чтобы Z  X A Z  =  30°; беремъ '

Мы снова получимъ все обстоятельства предъидущаго изслФ,до* 

вашя, если будемъ перемещать точку S  отъ А  къ X .

510. Зам^чаше. Если за неизвестное примемъ разстояше точки S 

отъ центра О, то для получешя одного и того же уравнешя и въ 

томъ случае, когда точка S  лежитъ между точками О и А, и въ томъ 

случае, когда она лежитъ вне ихъ, мы можемъ принять въ первомъ 

случае OS =  x, и тогда во второмъ должны взять OS =  — х, и урав

неше будетъ таково:

Уравнеше это, по изследованш, даетъ предъидушде результаты. 

Само изследоваше предоставляемъ сделать читателю.

511. Д а т  прямой круговой конусъ. Требуется найти такое количе

ство, которое, будучи прибавлено къ padiycy основанья и отнято отъ 

высоты, не измпнитъ объема конуса.

Назвавъ буквами г, h и х соответственно рад1усъ основашя ко
нуса, его высоту и искомое полоздтельное или отрицательное коли

чество, получимъ уравнеше вопроса:

Зж2 -j- 2гх (w2 —  Ъх“) —  0.

Задача У.

r~h =  (г -f- x)2(h — х), (1)
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которое можетъ быть написано такимъ образомъ:

ж3 — [h — 2 r)x2 —  r(2h — г)х =  0.

Одинъ изъ корней этого уравнешя равенъ 0; уничтоживъ его, 

получимъ уравнен1е:

512. Изсл^доваше. Введемъ, вместо линейныхъ чиселъ х, h и г, 

отвлеченныя числа:

Уравнен1е (2) и равенства (3) перепишутся такимъ образомъ:

Для возможности задачи корни уравнешя (2) должны быть ве

щественны; кроме этого, положительный корень уравнешя (2), если 

онъ есть, и его отрицательный корень, если таковой существуетъ, 

должны быть, какъ показываютъ равенства (3), соответственно менее X 

и более (— 1).

Услов1е вещественности:

всегда выполнимо, ибо X есть число положительное.

Обратимся теперь къ знакамъ корней; произведеше корней равно:

вемъ отрицательный корень буквою у,, положительный — буквою у2.

Для того, чтобы отрицательный корень отвечалъ задаче, необхо

димо еще, чтобы

х2 — (h — 2 r)x —  r(2h —  г) =  0. 

Измененные рад1усъ основашя и высота будутъ:

г ,— г -\-х, h1= h  — х.

(2)

(3)

У1 2)t/ — (2а —  1) =  О, (2)

(3) .

X2 -|- 4л 5» О

1 — 2Х.

Случай первый. Если X >  у , то знаки корпей различны; назо-

Ух >  —
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т.-е. необходимо (4:23), чтобы левая ■ часть уравнешя (2), после за

мены буквы у числомъ (— 1), обратилась въ положительное число; 

это не случится, ибо результатъ этой замены, равный —  X, есть число 

отрицательное; следовательно, менытй корень, который въ данномъ 

случае и есть именно ух, есть число, меньшее (— 1). Итакъ, въ раз- 

сматриваемомъ случае отрицательный корень долженъ быть отброшенъ.

Для того, чтобы положительный корень у2” отвечалъ задаче, не

обходимо и достаточно, чтобы

У* <

т.-е. необходимо и достаточно (423), чтобы результатъ подстановки 

въ левую часть уравнешя (2) числа X вместо буквы у былъ положи

тельный; это достаточно, ибо полусумма корней, равная А .

очевидно менее X. Результатъ подстановки, равный 1, есть число по

ложительное; следовательно, положительный корень удовлетворяетъ 

задаче.

Итакъ, въ разсматриваемомъ^случае задача имеетъ одно рЬшеше:

_  X - 2 +  1/6Т+4Х _  h - 2r -f-]Л 2 +  4rh 
У 2 2 ’ Xi 2

Случай второй. Если X =  , то одинъ изъ корней равенъ нулю

з
и воспроизводитъ данный конусъ; второй корень, равный — Д°л_ 

женъ быть отброшенъ.

Случай третш. Если X <  -j, то^ произведеше корней положи

тельное, но сумма ихъ, равная X — 2, отрицательная; следовательно, 

каждый изъ корней отрицателенъ. Подставивъ въ левую часть урав

нешя (1), вместо буквы у, число (— 1) и принявъ во внимаше, что 

результатъ подстановки, равный (—  1), есть число отрицательное, 

заключаемъ, что только болышй корень долженъ быть принятъ.

Итакъ, во всехъ случаяхъ задача имеетъ только одно решеше: 

положительное, когда X > i ;  нуль —  когда Х=-^-; отрицательное —

когда Х<-|-, и это решеше во всехъ случаяхъ дается формулою:

Тг — 2r +  ]/h2 -|- 2rh 
х 2

513. Мы можемъ придти къ предъидущимъ результатамъ очень
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просто следующею методою, которая въ достаточно большомъ числе 

случаевъ рЪшаетъ вопросъ.

Обозначимъ л^вую часть уравнешя (2) черезъ f(y)\ подставимъ, 

вместо буквы у, въ эту левую часть последовательно числа:

—  оо, —  1, О, X, -f оо

и заметимъ знаки результатовъ подстановокъ:

f ( -  со) / • ( _ ! )  Д О ) /(X) / ( +  оо).

-{- —  знакъ (1 — 2Х) -|- -f-

Этотъ рядъ знаковъ говорить, что левая часть уравнешя (2) мЬ- 

няетъ знакъ, при измененш у отъ — оо до —  1, и меняетъ знакъ, 

при измененш у отъ —  1 до X; отсюда следуетъ, что уравнеше (2) 

имеетъ непременно одинъ корень, и только одинъ, заключенный 

между — оо и — 1, и одинъ корень, и только одинъ, заключенный 

между (— 1) и X. Но корень, заключенный между (— 1) и (— оо), 

будучи менее (— 1), долженъ быть отброгаенъ, и онъ именно есть 

менышй корень. Болышй же корень, заключенный между (— 1) и X, 

будучи более ( — 1) и менее X, долженъ быть принять. Итакъ, за

дача имеетъ только одно pbm eHie, даваемое болыпимъ корнемъ.

Для того, чтобы узнать, при какихъ значешяхъ параметра X болышй 

корень положителенъ и при какихъ —  отрицателенъ, разсмотримъ 

три случая:

1) Если Х>-|-, то знакъ числа /(0) есть — , и, следовательно, 

корень заключенъ между 0 и X, т.-е. оиъ положителенъ.

2) Если X =  -j, то /X0) =  0, и, слЬдовательно, 0 есть корень.

3) Если X <  у ,  то знакъ числа ДО) есть , и, следовательно, 

корень заключенъ между (— 1) и 0, т.-е. онъ отрицателенъ.

Задача VI.

514. Дана полуокружность. Требуется изъ конца А  дгаметра A G  

провести такую хорду А В , чтобы, продолжись эту хорду за полу

окружность, отложивъ на продолженги отргьзокъ ВС, равный padiycy 

окружности, соединись конецъ С опцтзка съ другимъ концомъ G  dia- 

метра и проведя въ треуюлъникгъ A C G  лингю B D , параллельную A G , 

получить для суммы {АВ-\- B D ) данную длину а.

33
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Принявъ за неизвестное х длину искомой хорды и обозначишь 

рад1усъ окружности буквою г, легко найдемъ, изъ подоб1я треуголь- 

никовъ A C G  и B C D , следующее уравнете вопроса:

х2— (а —  г)х-\-г{2г — ") =  0. (1)

515. Изследоваше. Для удобства изследовашя введемъ, вместо ли

нейныхъ чиселъ: х, а и г, числа отвлеченныя:

Уравнеше (1) преобразуется въ следующее:

у2 — (X— 1)// +  (2->0 =  О. (2)

Тотъ изъ веществениыхъ и положительныхъ корней уравнешя (2) 

решаетъ вонросъ, который не превышаетъ 2.

Услов1е вещественности корней уравнешя (2):

X2 2>--7 2э= О

даетъ следуюпця границы для параметра X:

—  o o s ^ X s S —  1 —  j/ б ,  —  1 - j- ^ S s S X s S  оо.

По X долженъ быть положительнымъ; следовательно, для вещест

венности корней уравнешя (2), положительныя значешя параметра X 

должны удовлетворять условш:

— l +  ^ 8ss> .«g +o o .  (3)

Изследуемъ теперь знаки корней.

Случай 1-й. Если X <  2, то оба корня уравнешя (2) положи

тельны, ибо произведете ихъ, равное (2— X), и сумма ихъ, равная 

X — 1, положительны.

ПосмотримЪ, при какихъ значешяхъ параметра X каждый изъ кор

ней, или одинъ изъ нихъ, не превышаетъ 2. Подставимъ, для этой цели, 

въ левую часть уравнешя (2) число 2 имЬсто буквы у (423); результатъ 

подстановки, равный 8 — ЗХ, представляетъ, для X <  2, число поло-

1 т 0
жительное, причемъ полусумма корней, равная —— , меиъе 2. 

Отсюда ел1дуетт, что оба корня удовлетворяютъ вопросу.



Случай 2 й. Если Х=-2, то у, =  0, y.z —  1, т.-е. х =  0, х — г, и 

■опять будемъ иметь два решетя вопроса.

Случай 3-й. Если X >  2, то только одинъ корень уравнешя (2) 

положителенъ. Спрашивается, при какихъ значешяхъ параметра X 

онъ не превышаетъ 2? Для этой цели разсматриваемъ результатъ 

■подстановки числа 2, вместо у, въ левую часть уравнешя (2), равный

8 —  ЗХ.

8
Если X <  — , то этотъ результатъ положителенъ, причемъ полу

сумма корней, равная — менЬе 2; следовательно, каждый изъ кор

ней мен^е 2, и нашъ положительный корень удовлетворяетъ вопросу, 
g

Если то результатъ подстановки отрицателенъ, и, следо

вательно, положительный корень, превышая, какъ болышй, число 2, 

долженъ быть отброшенъ.

Результатъ наследован ia дается следующею таблицею:

л <  — 1 + 1 / 8 ................... .............. ................. корни мнимые.

^ =  — 1 +  V 8 (minimum); y = Y  2—1: x = r V 2 -г. одно решеше.

Х < 2 ...........................................два решешя.

Х =  2:у1==0, уъ=  1;а?х= 0 ,  хг =  г. два решешя.
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*> — 1 Л-У8 <
* X <  |- ............................... одно pemeHie.

g

X >  2 { л=-д-; у =  2; x =  2r . . . одно pemeHie. 

X>-q-................................. нетъ решешй.

516. Иредгидупце результаты могутъ быть получены еще такимъ 

образомъ:

Выразимъ, при помощи уравнешя (2), параметръ X черезъ у. Мы 

получимъ следующее выражете для X:

) — У1 +  У +  2 
у + 1

, Определимъ maximum и minimum выражения X (424) и соответ

ствующая имъ знач^шя^буквы у; эти maximum и minimum суть:

—  1 — 1/8, - 1 + 1 / 8 ,

33*



причемъ соответствуюm,ifl значешя буквы у равны:

— 1 —  V  2 , —  1 + / 2 .

Найдемъ далее: 1) значешя для X при y =  ^z оо, они равны 1;

2) полюсы выражешя X, они равны — 1; 3) значеше X при ? /=  0^

оно равно / 8 - 1 ;  4) значеше X при у =  2, т.-е. при наиболыпемъ 

значенш, какое можетъ им^ть у по услов1ямъ задачи; это значеше

8 8 
равно у ;  5) определимъ другое значеше у, при которомъ X равно у;.

оно равно — -у. Составимъ следующую таблицу:

516  ' КНИГА 111.

У X

—  оо —  оо

1 - V 2 — 1 — / в  (maximum)

—  1 ~j~ оо

1 8
3 з‘

0 2
1 4 - / 2"

]

— 1 4 - /8  (minimum) 

2
82
3

+  оо 4- оо.

Въ левомъ столбце этой таблицы расположены значешя у въ. 

возрастающемъ порядке; правый столбецъ содержитъ соответствуюния 

значешя X. Нашей задаче соответствуем часть этой таблицы, содер

жащая значешя у отъ 0 до 2. Эта часть таблицы говорить:
О

1) Всякому значешю X, заключенному между 2 и у ,  соответ

ствуем одно, и только одно, значеше у, заключенное между 1 и 2.

2) Всякому значешю X, заключенному между 2 и / в —  1, соответ

ствуют два, и только два, значешя у\ одно изъ нихъ заключена 

между 0 и (V 2 —  l), другое — между 1 и {V 2 — l).

3) Значешямъ X, заключеннымъ между — 1— / в  и — 1 —|— 8». 

отвЬчаютъ мнимыя зпачешя у.

4) Всемъ остальнымъ вещественпымъ значешямъ X отвечаютъ или 

отрицательныя значешя буквы у, или ташя положительныя значешя, 

Которыя превышаютъ число 2.

Мы получили такимъ образомъ предъидуюшде результаты.
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Задача VII.

517. Дана полуокружность д1аметра А В  — 2г; требуется провести 

шакую хорду M N , параллельную АВ , чтобы

1 ж 3 +  Ж 2+ Ж в 2 =  т 2,

гдп> т  есть данное количество.

Ириыеыъ за неизвестное х нроэкцш А Р  хорды A M  на д1аметръ 

А В . Точка М  можетъ лежать на первомъ квадрантЬ, но можетъ ле

жать и на второмъ въ точк1> М п и въ этомъ случай за неизвестное х 

■принимаемъ опять-таки проэкщю А Р Х.

И въ томъ, и пъ другомъ случаяхъ получаемъ одно и то жеурав- 

neHie:

4#2 — 4гж (4г2— ш2) =  0, (1)

но только для точки М  имЬемъ:

M N — 2r — 2x; 

для точки же М } находимъ:

M XN X — 2х — 2г.

518. Изслкдоваше. Введемъ, вмЪсто линейныхъ чиселъ х, г и т , 

"числа отвлеченный:

х __ ^ г ___  ̂ т ___ .

Уравнеше (1) преобразовывается въ следующее:

4у2 — 4у -j— (4 —  X2) =  0. (2)

Тотъ изъ веществениыхъ и положительныхъ корней уравнешя (2) 

р^шаетъ задачу, который не превышаетъ числа 2.

Условие вещественности будетъ таково:

X2 —  3 5^ О, или же X2 Ss 3.
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Ми разобьемъ, следовательно, наше изследоваше на три случал 

Случай 1. Если X2 <  3, то корни уравнешя (2) мнимые, и за

дача невозможна.

Случай 2 . ЕслиХ2 = 3 ,  то у — \ , ж =  у г ,  M N = 2r — 2x ~ r ,

А М = г ,  т.-е. въ этомъ случай ломанная лиши A M N B  представ

ляетъ правильный полушесгиугольникъ.

Случай 3. Если X2 >  3, то корни уравнешя (2) вещественные,, 

неравные. Изследуемъ знаки корней. Для этой цели подразделимъ- 

этотъ случай на три друпе:

X2 >  3

X2 <  4, 

X2 =  4,

X2 >  4.

I. Если X2 <  4, то оба корня положительны, ибо ироизведеше 

и сумма ихъ положительны. Тотъ изъ этихъ корней решить задачу, 

который не превыситъ 2. Для изсл’Ьдовашя этого обстоятельства иод- 

став чяемъ въ л^вую часть уравнешя (2) число 2 вместо буквы у; 

результатъ подстановки, равный (12 — X2), представляетъ число

положительное, причемъ полусумма корней, равная у , менее 2.

Отсюда вытекаетъ, что каждый изъ корией удовлетворяетъ задаче, 

которая, следовательно, въ разсматриваемомъ случае имеетъ два 

решешя.

II. Если Х2==4, то одинъ изъ корней равенъ нулю, другой ра

венъ 1, такъ что ху =  О, х3 =  г, и, следовательно, M N  = 2 г — 2х =  2гг 

M N  =  О; A M  — О, A M  =  rY  2 ; отсюда вытекаетъ, что въ разсма

триваемомъ случае мы имеемъ два решешя: д1аметръ и полуква- 

дратъ.

III. Если X2 >  4, то одинъ изъ корней уравиешя (2) отрицатель

ный. Онъ долженъ быть отброшенъ. Изследуемъ положительный ко-
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рень, которой не долженъ превышать числа 2. Для этой цели раз

смотримъ три новыхъ случая:

X2 >  4

X2 <  12. 

Х2 =  12. 

Х2>  12.

Въ первомъ случае: Результатъ подстановки числа 2, вместо 

буквы у, въ левую часть уравнешя (2), равный 12 — X2, представляетъ

число положительное, причемъ полусумма корней, равная у , ме

нее 2. Отсюда вытекаетъ, что изсл^дуемый положительный корень 

рЪшаетъ задачу.

Во второмъ случае:

ух —  — 1, у, — 2\ х2 —  2г, M lN l' = 2c —  2г =  2г, А М Х =  2г.

Отсюда вытекаетъ, что въ разсматриваемомъ случай имеемъ одно 

решеше, причемъ фигура A M XN XB  представляетъ сумму трехъ 

д1аметровъ.

Въ третьемъ случаеРезультатъ подстановки, равный 12 —  X3, 

отрицателенъ, и, следовательно, изследуемый положительный корень, 

какъ болыпш корень уравнешя, представляетъ число, большее 2, а по

тому не соответствуетъ задаче.

Результаты предъидущаго изследовашя могутъ быть выражены 

следующею таблицею:

Х2< 3 .................................................................... корпи мнимые.

Ха= 3  (min.); x — \r\ V3 нравильнаго шестиугольн. одно решеше.

X2 <  4 ...................................................... два pfeineuifl.

Х"=4;  я?! =  0, #2 =  г .............................два решешя.

[ X2 <  1 2 ........................................ одно решеше.

X2 >4  { X2 =  12 (maximum), х — 2г . . одно решеше.

( X2 >  1 2 ........................................нетъ решешй.

х2> 3  '

Посмотримъ, при какихъ значешяхъ параметра X получается 

точка М  на перномъ квадранте, и при какихъ — на второмъ? Для 

перваго квадранта неизвестное у не должно превышать числа 1. Иод- 

ставляемъ въ левую часть уравнешя (2) число 1 вместо буквы у\ 

результать подстановки, равный

4 -  X2,
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представить положительное число для всехъ значешй X2, меньшихъ 4,

причемъ полусумма корней уравнешя (2), равная у , будетъ менее

числа 1. Отсюда вытекаетъ, что, для всехъ значенш параметра X, 

удовлетворяющихъ услов1ю:

3 =sS X2 sS 4 .

мы будемъ иметь дне точки М  на первомъ квадранте.

Если-же X2 >  4, то результатъ подстановки отрицательный, и, 

следовательно, единственный въ этомъ случае положительный корень 

уравнешя (2) будетъ более 1, такъ что онъ определить точку на 

2-мъ квадранте.

519. Если примемъ за неизвестное х хорду M N , то для хордъ 

M N  и M ,N t получаются различныя уравнешя, а именно:

для хорды M N  . . . .  х2 — 2rx -f- (4г2 —  т 2) =  О, 

для хорды M 1N l . . . .  х2 -j- 2rx -f- (4r2 — ж 2) =  0.

Кагкдый изъ вещественныхъ иоложительныхъ корней каждаго изъ 

этихъ уравнешй не долженъ превышать 2г, ибо неизвестное х въ 

обоихъ случаяхъ представляетъ хорду, которая не более д!аметра. 

Изследоваше предоставляемъ сделать читателю.

520. Изследоваше суммы ж 2 трехъ квадратовъ. Изъ уравнешя

(2) получается следующее выражеше для суммы X2 трехъ квадратовъ:

X2 =  4*/2 — 4г/ -+ 4 =  (2 у — I)2 +  3.

ПрослЬдимъ за всеми изменешями, которыя будетъ претер

певать число X2 при изменеши у отъ 0 до 2.

Та форма, которую мы придали выраженш X2, показываетъ, что. 

цри возрастанш у отъ 0 до -j, т.-е. при возрастанш х отъ О

до у  г, число X2 убываетъ отъ 4 до 3, т.-е. количество т 2 убываетъ

отъ 4г2 до Зг2; при дальнейшемъ возрастанш у отъ у  до 1 и

отъ 1 до 2, т.-е. при возрастанш х отъ г до г и, загЬмъ,

отъ г до 2г, число X2 возрастаетъ отъ 3 до 4 и, затемъ, отъ 4 до 12; 

следовательно, количество т 2 возрастаетъ отъ Зг2 до 4г2 и, затемъ, 

отъ 4г2 до 12г2.
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Эти результаты могутъ быть представлены следующими таблицами:

у j О . . .  <  . ..  1  1 . . .  <  ...  2

>-2 1 4 . . .  >  ...  3 4 12

и

х j О . . . < . . .  ~ г г . 2 г

т 2 j 4г2. . .  >  . ..  3г2. . .  <  . . .  4г2. . .  <  . . . .  12г2.

Последняя' таблица говорить намъ, что количество т 2, имея, 

ори х =  О, значеше 4г2, идетъ, сперва убывая до 3г2, а иотомъ воз

растая до 12г2; следовательно, это количество т 2 проходитъ два 

раза черезъ каждое изъ значешй, заключенныхъ между 4г2 и Зг2, и 

только одинъ разъ черезъ каждое изъ значешй, заключенныхъ между 

4г2 и 12г2. Результатъ этотъ показываетъ, что 1) предложенная за

дача невозможна для всехъ значешй т 2, не заключенныхъ между 

Зг2 и 12г2, и что 2) предложенная задача имеетъ одно или два ре

шешя, смотря по тому, заключено ли т 2 между 12г2 и 4г2, или 

между 4г2 и Зг2.

Видим?,, что получены снова найденные выше результаты, по 

путемъ более короткимъ.

521. Предъидушде результаты можемъ получить еще такимъ обра

зомъ. Обозначивъ левую часть уравнешя (2) черезъ F(y), подставимъ

въ нее, вместо буквы у, последовательно числа: — оо, 0, у ,  1 и 2

и заметимъ знаки результатовъ подстановокъ; получимъ следующей 

рядъ знаковъ:

/(-  °°) /(0) / (у )  /( 1) /(2) /(оо)

4-, знакъ (4 — а2), знакъ (3— X2), знакъ (4 — а2), знакъ (12—X2), •

Должно изследовать только случай X2 >  3, ибо, при а2 <  3, 

корни уравнешя (2) мнимые; при Х2 =  3 они равны между собою и

равны у  и могутъ быть приняты, ибо они положительны и не превы-

шаютъ числа 2.

Если а2 >  3, но <  4, то предъидупйй рядъ зцаковъ будетъ таковъ 

+  +  —  +  +  + •

Этотъ рядъ показываетъ, что одинъ корень заключенъ между

О и другой — между и 1, и, следовательно, оба решаютъ вопросъ.
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Если X2 =  4, то рядъ знаковъ будетъ следующей:

-f- О — 0 +  + •

Этотъ рядъ говоритъ, что уравнеше имЬетъ корнями 0 и 1, в 

оба корня решаютъ воиросъ.

Если Xs >  4, по < 1 2 ,  то соответствуюшдй этому предположешю 

рядъ знаковъ:

+  —  —  _  

иокажетъ, что одинъ корень заключенъ между О и —  с», другой —  

между 1 и 2; первый корень, какъ отрицательный, долженъ быть 

отброшенъ; второй решаетъ вопросъ.

Если X2 =  12, то соогветствующШ рядъ знаковъ:

_  _  _  о

покажетъ, что одинъ корень заключенъ между — оо и 0 и долженъ 

быть отброшенъ, другой корень раненъ 2 и решаетъ воиросъ.

Если X3 > 1 2 ,  то рядъ знаковъ:

-f — —  —  -  -f 

покажетъ, что одинъ корень отриодтеленъ, а другой, хотя и положи

теленъ, но бол^е 2, и, следовательно, должен ь быть отброшенъ.

ВсЬ эги результаты мы уже имели выше.

Задача VIII.

522. Дана полуокружность diaMempa А В  =  2г. Требуется найти

на ней такую точку М , чтобы проэкщя Р  этой точки на dia.nempb 

удовлетворяла уравненш

А Р + Р М  =  т , 

где т  есть данное количество.
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Принявъ за неизвестное х отрЪзокъ А Р Л получимъ следующее 

ypaBHeHie вопроса:

V  х (2 г —  х) =  т  —  х. (1).

Разсмотримъ совместно съ нимъ уравнеше:

— V  х(2г — х) =  т  — х. (1')'

Оба эти уравнешя, по уничтоженш радикаловъ, приведутся къ 

одному и тому же уравнешю:

2х2 —  2(т  +  r)x -j- m2 =  0, (1 ")>

и этому уравненш удовлетворяютъ корни уравнешй (1) и (Г).

523. ИзслЬдоваше. Введемъ отвлечеиныя числа:

х г , т  ,
г —  У> г —  1 > г — /ч*

Предъидушйя уравнешя перепишутся такимъ образомъ:

(2) Vy(i —  ») =  '■ — у , — Viy!2 — у) =  >■ —у. (3>

2,f —  2 (A+l)t ,+X> =  0. (4)-

Ясно, что тотъ иаъ вещественпыхъ корней уравнешя (4) будетъ 

решать вопросъ, который 1) будетъ не мен4е 0, 2) удовлетворить 

уравненш (2), т.-е. будетъ не болЬе X, и 3) будетъ не болЪе 2. Но 

легко видеть, 'что последнее услов1е выполняется само по себЪ, 

если удовлетворятся предъидуюния ycnoeia, ибо X— у не представить 

числа мнимаго, а потому у(2 — у) не представить числа отри

цательнаго; но у представится числомъ положительнымъ; следова

тельно, число (2 —  у) не представить отрицательнаго числа, т.-е. у 

будетъ не бол-Ье 2.

Итакъ, тотъ изъ вещественныхъ и положительныхъ корней урав- 

HeaiH (4) рЪшаетъ вопросъ, который не превышаетъ X.

Услов'ш вещественности корней будетъ таково:

X2 —  2Х— lsso. (5>

Принявъ во внимаше, что корни трехчлена, пом^щеннаго въ 

л^вой части этого неравенства, суть.

1 — / 2  и 1 + 1 7 2,
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заключаем?., что услов1е (5) удовлетворяет! следующими значешями 

параметра X:

1 — V 2 1 -f-V72.

или

1 — l/з  ^ ^ О ,  O s S X s g l + l / 2 .

Но X есть число положительное; следовательно, услов!е веще

ственности приводится къ следующему:

о ^ х ^  1 +  1/ 2 .

Это услов1е даетъ три случая для изследовашя.

Случай первый. Х > 1 + У  2.  Уравнеше (4) имеетъ мнимые 

корни, и задача невозможна.

Случай второй. Х = 1 + ] /  2. Корни уравнешя [4] равны между

1/ 2
•собою, и тогда ихъ общее значеше, равное l + ^ y - ,  будучи менее X, 

решаетъ вопросъ.

Легко видеть, что въ этомъ случае искомая точка М  делитъ по- 

поламъ квадрантъ ВС.

Должно заметить, что X =  1 +  ]/ 2 есть наибольшее значеше, ка

кого можетъ достигать X, такъ что наибольшее значеше для данной 

•суммы т  равно ( 1 + 1 / 2 )  г, и этого значешя сумма т  достигаетъ 

тогда, когда точка М  займетъ положеше средины квадранта ВС.

Случай третгй. Х <  1 + 1 / 2 .  Въ этомъ случае корни уравнешя

(4) вещественны и неравны между собою. Они положительны, ибо 

произведете и сумма ихъ положительны.

Остается выбрать тотъ изъ корней, значеше котораго не превы

шаем соответствующая значешя X. Для этой цели изследуемъ знакъ 

подстановки числа X, вместо буквы ?/, въ левую часть уравнешя (4). 

Подстановка эта равна

X2 —  2Х,

и очевидно, что ея знакъ одинаковъ со знакомъ выражешя

X -  2.
Ч

Нашъ случай подразделяется, следовательно, на следующее три:
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1°. X >  2: Въ этомъ случай выражеше (X —  2) положительно, при-
X -f 1

чемъ полусумма корней, равная — , при разсматриваемыхъ значе-

Л I - 1
шяхъ X, менее X, ибо неравенство —т— <  X даетъ X >  1 , что не

противоречить разсматриваемому случаю. Результатъ этотъ говорить, 

что наша задача въ рахматриваемомъ случай имеетъ дна рЬгаешя.

2°. Х =  2. Въ этомъ случае корни уравнешя суть: yl=  I, у^—  2,. 

и оба решаютъ воиросъ. Искомыя точки суть точки В  и С.

3°. X <  2. Въ этомъ случае выражеше (X —  2) отрицательно, и,, 

следовательно, только менышй корень решаетъ вопросъ.

Заметимъ, что, при Х =  о, корни уравнешя суть О и 1, и корень 1 

долженъ быть отброшенъ, такъ что существуетъ только одна искомая 

точка, и она есть точка А. Все изследоваше можетъ быть представ

лено таблицею:

Х >  1 -\-V 2 .....................................  .................... корни мнимые.

X==l-|-V/2 (maximum), /̂i =  ?/2 =  1 -f-^тг • • • • одно решеше.

Х < 1 + У 2

2
X >  2 : ........................................... два решешя.

X =s= 2; =  1, </2 =  2 .................... два решешя.

Х < 2 ..............................................одно решете.

524. Ностроеше рЪшен1й. Для построешя решешй разсмотримъ 

случай, когда существуютъ двл корня, т.-е. когда

2r т  <  r(l V  2 ).

Известно, что

Отложи мъ:

, , ж
X l -\-X2 =  111 -f- Г, X LX 2 =  •

А С  =  т  и CD  =

На A D  =  т-\-г, какъ па д1аметре, опишемъ полуокружность и 

на касательной къ этой окружности въ точке А  нанесемъ длину

VYb l /  2 •
А К = — » съ этою Д’Ьлш возставимъ пернендикуляръ къ лиша

А С = т  въ ея средине G ; пернендикуляръ этотъ встретить хорду 

квадранта A F  въ точке Н, такъ что

А Н =  A G V  2;



возьмемъ А К = А Н  и проведемъ K N N t параллельно А В . Длины 

K N  и K N X отвечаютъ уравнешю, ибо

K N  . K N \ =  Т а 2, KN-\- K N \ =  А В .

Опустивъ изъ точекъ N  и 1УХ перпендикуляры на A D  и продол-

526 кпигл in.

живъ ихъ до перес'Ьчешй съ данною окружностью, мы получимъ 

искомыя точки М  и Жц удовлетворяющая равенствами

А Р + Р М = А С ,  APt +  P J l ^ A C .

Задача IX .

525. Въ данной окружности проведены два радгуса, состав.гяющье 

между собою уголь въ 45°. Требуется построить такой прямо- 

уюльникъ, одна сторона котораго PQ  лежала бы на рад’густъ ОХ, 

концы N  и М  другой стороны лежали бы соответственно на ра- 

дгуыъ O Y  и на данной окружности и дъагональ котораго равнялась 

бы данной длиюь т .

Оринявъ за неизвестное х отрЬзокъ О Р  и означивъ рад1усъ 

окружности буквою г, при помощи треугольника М О Р  получимъ:

т1 =  г 2 -}- х2 —  2 х \ / г 2 —  х2. (1)
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Уравнеше обтается однимъ и дЪмъ же, пока точка Ж  располо

жена на дугЬ АС, ибо въ этомъ случай уголъ Р О М  есть уголъ 

острый.

Если же точка М  лежитъ на дугЬ С А п такъ что получается 

прямоугольникъ M ^ P y Q ,,  то, принявъ О Рх= х , получаемъ * урав- 
нете:

т 2 =  г2 -f х2 -f- 2х ]/г2 — х2, (2)

отличающееся отъ предъидущаго.

Безполезпо предполагать, что точка М  перемещается на полу

окружности А ,С ,А , ибо въ этомъ предположены мы получимъ рЪ-

шешя силыетричпыя, относительно точки О, тЬмъ р'Ьшешямъ, кото
рыя получимъ на полуокружности А С А ,.

Уравнешя (1) и (2) могутъ быть написаны такимъ образомъ:

—  2 х\/г2 — х2 =  х2 -j- г2 — т 2, (3)

гдгЬ знакъ -f- отвЬчаегъ уравнешю (1), а знакъ (— ) соотв^тствуетъ 
уравпешю (2). Уравнешя эги, по уничтожеши радикала, приводятся 

жъ одному и тому же биквадратному уравнение:

5х* — 2 (т2 -f- г2)х2 +  (т2 —  г2)2 =  0. (4)
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526. Изследоваше. Введемъ, вместо линейныхъ чиселъ х, т  и г,
ОС V ш

числа отвлеченный: — =  у, у  =  1, — =  Х. Уравнешя (3) и (4) пере

пишутся соответственно такимъ образомъ:

:г  2)/]/"1 —  уг —  уг +  1 —  '*■*, (3')

5j,‘ - 2(X j +  1 I /  +  (a>-1)» =  0. (4’)

Тотъ изъ веществениыхъ положительныхъ корней уравнешя (4') 

решить задачу, который непревыситъ числа 1, ибо количество х не 

должно превышать рад1уса г.

Заметимъ, что если корни уравнешя (4') вещественны, то два 

изъ нихъ непременно положительны и два — отрицательны.

Заметимъ далее, что если корни вещественны, то модуль каждаго 

изъ нихъ не превышаетъ 1, ибо каждый изъ нихъ, непременно удов

летворяя одному изъ уравнешй (3'), даетъ для радикала V 1 — у2 ве

щественное число, а это показываетъ, что модуль корня у ие превы- , 

шаетъ числа 1.

Итакъ, остается изследовать вещественность корней уравнешя (4').

Такъ какъ уравнеше (4') есть уравнеше биквадратное, то, для 

вещественности его корней, необходимо и достаточно, чтобы значе- 

шя х2 были вещественны и положительны; но эти значешя поло

жительны, если вещественны; следовательно, для вещественности кор

ней уравнешя (4') необходимо и достаточно, чтобы

(Х2 +  1)2-5(Х2- 1 ) 2^ 0 .

Услов1е это можетъ написаться такимъ образомъ:

[(^5 +  1 )Х2 —  (У 5 -  1)] [ ( V 1)Х2 -  (j/5 +  1)] ^  0.

Разделивъ каждый изъ сомножителей левой части соответственно на 

положительныя числа {Vb +1)и(У 'б - 1 )  ,— принявъ во внимаше, что

1 / 7 + 1 =  i\fb + i\a 1 /7— 1 =  / ^ 7  - J  \2 

| /7 —- 1 V 2 ' ’ 1/5 +  1 ' 2 '

и разложивъ затемъ каждый изъ сомножителей на сомножителей, ли

нейныхъ относительно X, получимъ:
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-есть число положительное, получимъ услов1е вещественности корней 

уравнешя (4*):

дающее следующая границы для X:

Посмотримъ теперь, ори какихъ значешяхъ X, удовлетворяющихъ 

условт (5), искомая точка лежитъ на первомъ квадранте АС , и 

«ри какихъ —  на второмъ С А ХЧ

Для решетя этого вопроса обратимся къ уравнешямъ (3').

Они говорятъ, что должно быть:

для точекъ перваго квадранта............ у2SsX2— 1,

для точекъ втораго квадранта............ у2г^Х3— 1.

Подставляемъ, следовательно, въ левую часть уравнешя (4'), 

вместо г/2, число X2 —  1. Результатъ подстановки будетъ таковъ:

Разсмотримъ следуюшде три случая:

1°. X2 <  1. Для этихъ значешй X2 выражеше (6) положительно, 

оричемъ полусумма корней более X2— 1. Въ этомъ случае, следо

вательно, обе точки лежать на квадранте АС.

2°. 1 <  X2 <  2. Выражеше (6) отрицательное, т.*е. одна изъ то

чекъ лежитъ на квадранте АС , другая —  на квадранте САГ

3°. X2 >  2. Выражеше (6) положительное, но полусумма корней 

менее X2— 1 ; следовательно, обе точки лежать на квадранте C A V 

.527. Услов1я (5) говорятъ намъ, что наибольшее значеше т  равпо

(X2 —  1) (X2 —  2), (6)

X2 +  1
причемъ полусумма корней равна — г— .

34
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т.-е. равно стороне правильная зв’Ьздообразнаго десятиугольника* 

вписаннаго въ данную окружность. Этому значешю т  соответствуем 

прямоугольникъ, котораго вершина лежитъ на дуге А,С . Наимень

шее значеше т  равно

т.-е равно стороне правильнаго выпуклаго десятиугольника. Ему 

отвЪчаетъ прямоугольникъ, котораго вершина М  расположена на 

дуге АС.

Задача X.

528. Дана окружность, дгаметръ А В  и касательная къ окружности 

въ точкгъ В. Требуется изъ точки А  провести секущую, которая 

встргътила бы окружность и касательную соответственно въ точ- 

кахъ М  и Р, удовлетворяющшъ условгю'. A M 2 М Р 2 =  к2.

Примемъ за неизвестное х хорду A M . Чертежъ даетъ:

A M 2 -f- М Р 2 =  k2, (A M + M P )2 =  P B 2+ 4 r 2, ( А М + М Р ) М Р =  Р В 2.

Равенства эти легко приводятъ къ уравнешю:

x Y k 2— х2 =  4г2—  х2. (1)

Совместно съ предложенною задачею разсмотримъ задачу: про

вести изъ точки А  такую секущую, чтобы точки М  и Р  удов

летворяли условгю'. А Р 2 -{- М Р 2 —  1с2.

Принявъ въ этой последней задаче за неизвестное х отрезокъ 

А Р , легко получимъ уравнеше:

— х V  к2 — х2 —  4г2 —  х2. (2)

Уравнешя (1) и (2), по уничтожеши радикаловъ. приводятъ насъ 

къ одному и тому же биквадратному уравнешю:

2х* —  (Sг2 -f f c V  +  16г2 =  0. (3)

Введя отвлеченныя числа:
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переиишемъ уравнешя (1), (2) и (3) такимъ образомъ:

(1 ) y V V — y‘ =  i — y\ —  V'r? —  у’ =  4 —  у\  ( 2 )

i!»*-(8 +  ^ V  +  1 6 = 0 .  (3)

Тотъ изъ вещественныхъ и положительныхъ корней уравнешя

(3) решить предложенную задачу, квадратъ котораго будетъ не 

более 4, и тотъ изъ этихъ корней решить вторую задачу, квадратъ 

котораго будетъ не менЬе 4. Для того, чтобы уравнеше (3) имело 

вещественный и положительный корень, необходимо и достаточно, 

чтобы оно имело для г/2 положительное значеше. Но легко видеть, 

что если уравнеше (3) дастъ для у~ значешя вещественныя, то оно 

дастъ для нихъ значешя положительныя, ибо произведеа1е обоихъ г/2 

и сумма ихъ суть числа положительныя при вещественномъ X. 

Найдемъ услов1е вещественности для у2; оно таково:

X4 — 16Х" —  64 О,

или

(х2 +  8 - 8  V 2~)(х2 +  8 +  8 / 2 ) 0.

Услов1е это, будучи равносильно следующему:

X2 +  8 —  8 1/ 2 2» О, или же X2 ^  8 V 2 — 8,

заставляетъ разсматривать следующее три случая:

Случай 1. Х2< 8 ] ^ 2 — 8. Въ этомъ случай оба значешя у2 

мнимыя, и, следовательно, ни та, ни другая задача невозможна.

Случай 2. X2 =  8 V 2 —  8. Оба значешя у1 равны 2 V 2. Такъ 

какъ это значеше менее 4, то предложенная задача имеетъ одно ре

шеше, вторая же задача невозможна.

Случай 3. X3 >  8 V 2 — 8. Оба значешя у2 вещественны; следо

вательно, они положительны, и уравнеше (3) имеетъ два положи

тельныхъ корня. Которую изъ задачъ они решаютъ? Для ответа на 

вопросъ подставимъ въ левую часть уравнешя (3), вместо у2, число 4. 

Результатъ подстановки, равный

16 — 4Х2 =  4(4 — X2),

разбиваетъ разсматриваемый случай на следуroinie три:

| Х2 < 4 ,

X2 >  8 / 2  —  8 { =  4,

( ^2 >  4.

34*
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1°. Если X2 < 4 ,  то 4 —  а2 есть число положительное, причемъ
Q I 2̂

полусумма зпачешй у2, равная — ~— , менее 4. Следовательно, кажг

дое изъ значешй у2 менее 4, а потому предложенная задача имеетъ 

два решетя, вторая —  ни одного.

•2°. Если Xs =  4, то у,2 =  2, у22 =  4. Эти результаты говорятъ, 

что предложенная задача имеетъ два решешя, вторая —  одно, равное 2.

3°. Если X2 >  4, то одно значеше у2 менее 4, а второе — более 4, 

и, следовательно, каждая изъ задачъ имеетъ по одному решешю, 

причемъ решешя этихъ задачъ соответственно суть:

 ̂—  8 -f- X2 — ]/>7+16Х2 —~64 2 _  8 +  X2 +  I/ X4 +  16Х2 — 64 
Ух - Л » У-2 А * W

Обратимъ внимаше на тотъ случай, когда Х2 =  оо. A  priori видно, 

что первая задача должна иметь решешемъ О, вторая —  безконеч- 

ность. Посмотримъ, получаются ли эти результаты изъ формулъ (4). 

Вторая изъ формулъ даетъ непосредственно желаемый результатъ, ибо 

она, при X2 =  со, приводится къ форме:

9 00 +  00 
у22= — Г— = о о .

Что же касается до первой формулы, то она, при Х =  со, прини

маетъ неопределенный видъ:

I со —  ио
Ух = — 4— -

Для раскрьтя этой неопределенности (193) преобразуемъ у2 та

кимъ образомъ:

1 (8 +  X*)2 -  (X* +  16Х2 -  64) 1 128 
')/ “ —  9  -------- - . — . — ■ - ■ —  .. _ - ............... ..............-

4 8 +  X2 +  J /V  +  16Х2 +  4 4 8 + Х 2+ j / x < + 1бХ2 +  4

Этотъ видъ показываетъ, что у 2, при X =  оо, равняется нулю.

Изследуемъ еще одно обстоятельство. Посмотримъ, когда точка Ж  

лежитъ на квадранте А С  и когда —  на квадранте СВ  въ обеихъ 

задачахъ. Для квадранта А С  первая задача требуетъ, чтобы у2 <  2; 
вторая, чтобы у2 >  8; для квадранта ВС, наоборотъ, первая задача 

требуетъ, чтобы у- >  2; вторая — , чтобы у2 <  8.
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Обратимся сперва къ первой задаче. Нодставимъ въ левую часть 

уравнешя (3), вместо у2, число 2; результатъ подстановки, равный

2(4 —  )*),

покажетъ, что, при X2 <  4, каждое изъ значешй у2 болЬе числа 2, и, 

следовательно, оба у2 опредЬляютъ две точки на квадранте СВ. 

Если X2 =  4, то получаются точки С и В.

Если X2 >  4, то менышй корень, который одинъ и решаетъ въ 

этомъ случае задачу, будетъ менее 2, и точка М  лежитъ, следова

тельно, на квадранте АС.

Обратимся ко второй задаче. Подставимъ въ левую часть урав

нешя, вместо у2, число 8:

80 —  8Х2 —  8(10 —  X2).

Если X2 <  Ю, то оба значешя у2 будутъ мепее 8, и точка Ж  ле

житъ па квадранте СВ. Если X2 =  10, то у~ —  8, и точка М  

совпадаетъ съ точкою С. И наконецъ, если X2 >  10, то болышй ко

рень, р!'.шаюпий задачу, будетъ более 8, и точка М  лежитъ на квад

ранте АС. Чтобы резюмировать изследоваше, иаиишемъ рядъ возра- 

стающихъ значешй для X2:

X2 . . .  О ч__, & V 2  —  8 v__, 4 _̂_,, 10 оо.

1 2 3 4

Для значешй X2, лежащихъ 1) въ первомъ промежутке, ни та, ни 

другая задача не имеетъ решешй.

2) во второмъ промежутке, первая задача имеетъ два решешя, и 

оба лежатъ на квадранте АВ\ вторая не имеетъ решешй.

3) въ третьемъ промежутке, и та и другая задача имеетъ по 

одному решенш на квадранте СВ.

4) въ четвертомъ промежутке, и та и другая задача имеетъ 

по одному решенш: первая — на квадранте ВС, вторая —  на квад

ранте АС.

529. Непосредственное изследоваше X2. Решимъ уравпеше (3) 

относительно X2:

>3_ 2 ^ - 8 . у 8 +  Ю 

У*

Проследимъ за ходомъ изменешй X2 въ то время, какъ у2 будетъ
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измЪняться непрерывно отъ— оодо+оо .  Для этой цЬли составимъ 

таблицу:

у2 X2

—  оо —  оо

2 V J —  8 —

0 31 оо

1 10

2 4

2 V ~2 8 V~2 -

4 4

8 10

-j- оо -{- оо .

Насъ интересуетъ часть этой таблицы, обнимающая изм1шешя X2 

при изм^неши у2 отъ О до -j- оо.

Таблица эта говорить:

1) Каждому значешю X2, заключенному между 10 и 4"°°5  отв$- 

чаютъ два значешя т/2; одно лежитъ между 0 и 1, другое— между 8 и 

-{- оо; первое решаетъ первую задачу на квадрант  ̂ ВС, второе- 

вторую на квадрант^ АС.

2) Каждому значенш X2, лежащему между 4 и 10, отв-Ьчаютъ два 

значешя у-; одно лежитъ между 1 и 2 и решаетъ первую задачу, 

второе —  между 4 и 8 и решаетъ вторую задачу, .и оба р-Ьшешя 

даютъ точки на квадрант  ̂ ВС.

3) Каждому значешю X2, заключенному между 8 V  2 —  8 и 4,

отв'Ьчаютъ два значешя у1', одно лежитъ между 2 и 2 V  2, другое—

между 2 V  2 и 4; оба значешя р'Ьшаютъ первую задачу и даютъ 

дв4 точки па квадрангЬ АС.

4) Каждому значешю X2, заключенному между— 8 — 8 У  2 и 8-f-8 j/ 2, 

отв^чаетъ мнимое значеше для у2.

5) И, наконецъ, каждому значешю X2, заключенному между — оо

и — 8 —  8 V  2, отв'Ьчаютъ отрицательныя значешя для у3.

Задача X I  (Паннуса).

530. Дана точка А  на биссектрисе одною изъ угловъ, образованныхъ 

двумя взаимно перпендикулярными прямыми Y T t и Х Х и- требуется 

черезъ эту точку провести прямую такимъ образомъ, чтобы ея отрчъ-
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зокъ, заключенный между сторонами одного изъ четырехъ угловъ, рав

нялся данной длить р .

Легко вид'Ьть, что если данная точка лежитъ въ углй ГО Х , то 

для этого угла задача возможна только при

достаточно болыпихъ значешяхъ данной длины р. Если задача имеетъ 

решеше M N  въ угле Y O X , то она им-Ьетъ и другое решеше 

въ томъ же угл4, симметричное, отпосительпо ОА, первому рЪшешю.
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Далее, непосредственно видно, что задача имеетъ всегда по одному 

решенш, и только но одному, въ каждомъ изъ угловъ Y O X , и Y ,O X *

Это первое изучеше вопроса показываетъ намъ, что предложенная 

задача въ некоторыхъ случаяхъ имеетъ четыре решешя. Если, 

следовательно, за неизвестное будетъ прияята такая величина, зна
чешя которой определи югь каждое изъ вышеупомянутыхъ решешй, 

то вопросъ приведется къ уравненш четвертой степени.

531. Иримемъ за неизвестное х разстояше точки 0 отъ точки, въ 

которой искомая прямая пересекаеть ось X X ,,  взятое со знакомь 

когда это разстояше направлено въ одну сторону, и со знакомь (— ), 

когда оно направлено въ противоположную сторону. Возьмемъ, на

примеръ, соответственно:

х =  О М , х =  О М и х =  ОЖ 2, х —  —  ОМ.3.

Обозначивъ разстояшя точки М  отъ сторонъ угла буквою а, легко̂  

нолучимъ во всехъ четырехъ случаяхъ следующее уравпеше вопроса:

х4 — 2ах* —  [jf —  2 а2)х2 +  2 ар2х — а3р2 =  0.

Итакъ, тотъ выборъ неизвестнаго, который мы сделали, привелъ 

насъ къ полному уравнешю четвертой степени, которое решать мы 

пе умеемъ.

532. Выберемъ за неизвестное другую величину. Возьмемъ соот

ветственно:

х =  В М . х =  В М ,, х =  —  В М г, х — —  В М 3.

Во всехъ четырехъ случаяхъ получимъ уравнеше:

х' -г 2ах +  2а- Щ- +  — p'i 

которое можетъ быть приведено къ форме:

(*+ !)"+ 2Ч *+ ¥ )==г’1-
Очевидно, что ptnieHie этого уравнешя приводится къ решенш 

следующихъ двухъ:

\ У2 +  ̂ ау — Г  =  m
{ х2 — ух-\-а2 —  О,

которыя мы умеемъ решить.
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533. Вспомогательное неизвестное у имеетъ весьма простое геоме

трическое значеше. И  въ самомъ д'Ьл'Ь, опустимъ пернендикуляръ 
M Q  на лишю A Z , параллельную О Х , и возставимъ къ M N  нерпен- 
дикуляръ М Р. Получимъ:

А Р =  В 31 -f Q P = x + ~  =  iy.

Для piineniH N 3M 3 найдемъ:

— A P 3=  — A Q a —  ц3Р 3 =  х-\-^ =  у.

Но ypaBueuie (3) даетъ только два решешя для у\ отсюда 

должно вытекать, что значешя для у, отв'Ьчаюшдя нрямымъ 

и M 2N 2, должны быть соответственно равны значешямъ у, отвечаю* 

щимъ прямымъ M N  и M 3N Z. Это действительно и оказывается. И 

въ самомъ деле, построимъ перпендикулярно къ M tN t (на

чертежЬ точка G  не назначена); легко убедиться, что треугольники 

А М Р  и A M .G  равны (А М Х =  A N  =  М Р A M = A N t =  М 1 G)\ 

изъ равенства треугольниковъ вытекаетъ равенство сторонъ А Р  и A G , 

показывающее, что точка G  есть точка Р, т.-е. что уголъ А М гР  

прямой. Совершенно подобнымъ же образомъ покажемъ, что уголъ 

АМ оР3 есть также прямой уголъ.

534:. Изследоваше. Итакъ, разстояшя А Р  и АР.3 суть модули 
корней уравнешй:

у'--\-2ау —  р~ =  0. (4)

Корни этого уравнешя вещественны, неравны и имеютъ проти

воположные знаки.

1°. Для того, чтобы положительный корень ух рйтадъ задачу, 

необходимо и достаточно, чтобы окружность Д1аметра А Р  встречала 

X X lt т.-е. необходимо и достаточно, чтобы
1

у ^ 2а,

а для этого необходимо и достаточно, чтобы результатъ подстановки 

въ левую часть уравнен!я (4), вместо буквы у, числа 2а былъ отри

цательный, т.-е. чтобы

откуда

р* — За0 ̂  О,
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Результатъ этотъ даетъ три случая.

Случай первый, р < 2 a V 2 . Н^тъ рЪптешя въ угл'Ь YO-X.

Случай второй. p =  2a V  2. Окружность д1аметра А Р  касательна 

къ ОХ ; точки Ж  и Ж, сливаются, и единственное рйшеше есть 

нерпендикуляръ къ О А  И только при этомъ положепш прямой длина 

M N  есть minimum.

Случай третгй. p > 2a V  2. Окружность перес-Ьчетъ О Х  въ двухъ 

точкахъ, и задача будетъ им^ть два рйшешя въ угл'Ь X O Y .

2°. Для того, чтобы отрицательный корень у2 р’Ьталъ задачу, 

необходимо и достаточно, чтобы окружность д1аметра (— у2) встре

чала X X , ,  т.-е. чтобы

Уо л
— или у2 —  2а.

Для этого необходимо и достаточно, чтобы (—  2а) заключалось 

между корнями уравнешя (4), или, чтобы результатъ подстановки 

въ л^вую часть (4), вместо буквы у, числа (— 2а) былъ отрицатель

ный, т.-е. чтобы

4а2 — 4а2 — р2 =  — р2

было отрицательнымъ; это имеетъ М'Ьсто. Итакъ, существуютъ всегда: 

одно решеше въ угл'Ь Y O X , и одно въ угл'Ь X O Y Им^емь:

p < 2 a j / 2  . . . .  2 рйшеш'я [ X O Y г и Y O X J . 

р — 2а\/2 . . . .  3 р,Ьшен1я, 

р '> 2 а \ /2 . . . .  4 pimeHifl.

535. Построеше. Остается построить найденныя значешя, разсма- 

тривая, паприм'Ьръ, случай, когда задача имеетъ четыре р'Ьтешя.

Уравнеше (4) даетъ два значешя:

Vi = \ /a 2Jr р2 — а, у2 =  —  (|/ a2 -f- р2 +  а ).

Откладываемъ на лиши, параллельной OY, отр^зокъ A D = p ; 

тогда C D  =  V а2 +  р2', заметимъ точки Р  и Р3, въ которыхъ 

Z Z \ встречается съ окружностью, описанною изъ точки С ра- 

д1усомъ С В , и тогда:

А Р — у1 и АР3 =  — уи.
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Это nocTpoenie было известно Паппусу, АлександрШскому Гео

метру, жившему за 400 л. до Рождества Христова.

§ II. Задачи съ н̂ сколькимп неизвестными.

Задача X II .

536. Вычислить катеты прямоугольнаю треугольника, зная гипоте

нузу а и высоту h, опущенную иэъ вершины прямаго угла на гипо

тенузу.

Обозначимъ неизвестные катеты буквами х и у\ теорема Пиеагора 

даетъ уравнеше:

х* -\-у2 =  а\ [1]

Площадь треугольника имеетъ выражешями Щ  и у ;  следовательно,

ху —  ah. [2]

Уравнешя [1] и [2] даютъ:

х —  у  (V  a2-\-2ah-\-Va2 — 2alî j, у =  ̂  (V a2-\-2ah— Vа*— 2ah ĵ.

537. Изсл'Ёдоваше. Для того, чтобы задача была возможна, необхо

димо и достаточно, чтобы ж и у были вещественные, т.-е. чтобы

«2= 2h, или h ^ ~ -

ЗамЬчаше. Эти неравенства пе исключаютъ предельныхъ ра

венствъ: a =  2h, h —  ибо, при этомъ предположен^, значешя

х и у остаются вещественными и положительными. Это предельный 

равенства решаюгъ следующее два вопроса:

1°. Между всеми прямоугольными треугольниками, одной и той же 

высоты h, определить тотъ, гипотенуза котораго, по возможности, 

наименьшая.

Это есть треугольникъ, котораго гипотенуза равна 2h. Онъ равно

бедренный, ибо, въ этомъ случае, х=-у —  Ь V  2.

2°. Между всеми прямоугольными треугольниками, одной и той же 

гипотенузы а, определить тотъ, высота котораго, по возможности, 

наибольшая.
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Это есть треугольникъ, высота котораго равна -у. Онъ равнобе- ;

дренный, ибо, въ этомъ случай, х =  у - ~ ^ - •

Задача X III.

538. Определить катеты прямоугольнаго треугольника, зная его 

площадь т 2 и его периметръ 2р. Обозначимъ катеты буквами х а  у 

и гипотенузу буквою z. Условш зада ш дают?.:

г- =  х2у: [1], х-\-у-\чг='2р  [2], 2т г = х у  [3].

Умноживъ на 2 об'Ь части третьего уравнешя и сложивъ съ 

нервымъ, найдемъ:

г2+  4 т 2— (х-\-у)'\ [4]

Второе уравнеше даетъ: щ

(х +  у)2 —  {2р —  г)'2. [5]

Приравнявъ иба значешя (х -f- г/)2, даваемыя уравнешями [4] и [5], 

получимъ:

rtl2 .. “1 
р2— pz —  иг, откуда z =  -—-— . [6]

Опред'Ьливъ z, найдемъ, при помощи уравнешй [2] и [3],

I р- +  т* 0 2 •!
х~ гу— —-— , ху — 2 т ,

эти равенства иоказываютъ, что хм у суть корни квадратнаго уравнешя: 

и- — w —  2мг =  0, дающаго

х _ £ + * » •  . / ( F ± W i r 2^ 7
у Jp I 4jJ2

539. Изслйдовгли'е. Такъ какъ значеше [G] z должно быть положи

тельнымъ, то одно изъ условШ возможности задачи есть: р >  т. 

Услов1е это не достаточно; необходимо, кромЪ этого, чтобы значешя 

х и у были вещественныя и положительныя. Уравнеше, ихъ опрел1!-



УРАВНЕНТЯ ВЫСШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 541

ляющее, говорить, что они положительны, если они вещественны. 

Достаточно выразить, следовательно, что они вещественны, т.-е. что

—   2m22s=0, или (р2-\-т2)2— 8р2т 2 5= О.

Последнее неравенство можетъ быть паписано въ виде:

(р2 -f- т 2 -j~ 2р т  }/ 2) (р2 -}- 7iI2 — 2рт ]/ 2) !5= 0.

Первый множитель положительный; необходимо, следовательно, 

чтобы

р2 -}- т 2 —  2р т  |/‘2 ^=0. [1 ]

Таково yooeie, которому должны удовлетворять р и т . Можно 

найти границы, между которыми способно изменяться при данномъ 

значенш т , или т , при данномъ значешй р. Мы получимъ оба эти

р 1
результата сразу, введя параметръ — =  X.

И въ самомъ деле, разделивъ на т 2 обе части неравенства [8], 

найдемъ.

X2 —  2Х |/2" +  1 5*0.

Неравенство это говорить, что X долженъ быть не менее наиболь- 

шаго р ли же не более паименьшаго изъ корней уравнешя

X2 —  2Х Vх 2"-|- 1 =  О,

т.-е. г долженъ быть не менее (У  2 -(- l), или же не более (V 2 —  l).

Мы вид'1'ли уже, что р >  т , и, следовательно, X не можетъ быть 

менее V  2 — 1.

Необходимо,' слгьдователъно, чтобы оно было не менгье (V^-j-l). Это 

услов1е заключаетъ въ себе первое услов1е; следовательно, оно пред

ставляетъ единственное услов1е возможности задачи.

Заэг!;чаше. Прямоугольный треугольникъ, съ даннымъ периме- 

тромъ 2р и данною поверхностью т 2, возможенъ только тогда, когда

— ^  V  2 -f-1. Неравенство это даетъ:

т  р (У  2 —  l) п р  2s т  ( V 2 -f- l).
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т = р {\/2 — l), р = т {\/2 +  l)

даютъ решетя следующихъ задачъ:

I °. Между всеми прямоугольными треугольниками одного и того же 

периметра 2р определить тотъ, поверхность котораго, по возмож

ности, наибольшая.

Это есть треугольникъ, площадь котораго равна т 2 = p 2{V '2 —  l)2. 

Онъ равнобедренный, ибо катеты даются формулою: х — у = р {2 — V 2 ). 

Гипотенуза г =  2р У  2 — 1 ).

2°. Между всеми прямоугольными треугольниками одной и той же 

площади ni2 о'нределить тотъ, периметръ котораго наименмиш.

Это есть треугольникъ, периметръ котораго равенъ 2p =2m {V 2+l). 

Онъ равнобедренный, ибо катеты даются формулою: х =  у =  т У 2. 

Гипотенуза z =  2т .

540. Некоторыя задачи значительно упрощаются приличнымъ 

выборомъ неизвестной. Вотъ два примера:

Задача. Найти четыре члена пропорцт7 зная сумму среднихъ 2s, 

сумму крайнихъ 2s, и сумму квадратовъ всехъ четырехъ членовъ 4q2.

Возьмемъ за неизвестное х произведете среднихъ; такъ какъ 

сумма этихъ среднихъ равна 2s, то они суть корни уравнешя z2— 2sz -f- 

х =  0 и равны, следовательно, s +  v V — х, s — Vs2 — х. Принявъ 

во вниман1е, что произведете крайнихъ равно произведешю средиихъ, 

найдемъ, для крайнихъ членовъ, выражешя:

s' +  v V 2 — х, s' — V s '2 — х.

Образовавъ сумму квадратовъ найденныхъ четырехъ выражешй, по- 

лучимъ 4s2-{-4s'2 —  4х- Уравнеше задачи будеть следующее:

4s' -}- 4s'' —  4х =  4q2.

Найдя отсюда х, получимъ, оо выполнеши вычислешй, следуюшдя 

выражешя для членовъ проиорпди:

Равенства:



3aMt4aHie. Весьма естественно было принять произведете сред

нихъ за неизвестное, ибо произведете это, для каждой пропорцш, 

предполагаешь только одно значеше. Еслибы мы приняли за неиз

вестное одинъ изъ среднихъ, то непременно пришли бы къ уравне

шю, но меньшей мере, второй степени, ибо оба среднихъ члена должны 

получиться однимъ и темъ же исчислешемъ.'такъ какъ выражете 

задачи не различаетъ ихъ другъ отъ друга.

Для того, чтобы задача была возможна, необходимо

s2 ^  q2, s'2 s* q2.

541. Задача. Определить пропорцш, зная суммы 4s, 4q2 и 4с2 

первыхъ степеней, квадратовъ и кубовъ ея членовъ. Примемъ за не- 

известныя разность 4х между суммою крайнихъ и суммою среднихъ 

и произведете у крайнихъ; обозначивъ буквами а, Ъ, с, d четыре 

члена пропорцш, получимъ:

a-\-d-\- c +  6 =  4s, a-\-d— (с-j- b) =  4х. [l]

Выводимъ отсюда

а 4~ d —  2s -f- 2х, b-\~c =  2s — 2х. [2]

Принявъ во внимаше, что

ad =  y, Ъс =  у, [3]

найдемъ (405) для а, Ь, с, d значешя:

a =  s4- х +  У ^  +  хУ —  у, d =  s +  x - [/(s  +  x)2 — y,

Ъ —  s — х 4“ V (s —  ХУ  — У у c =  s — x —  j/(s — x)2 — у.

Сделавъ вычислешя, найдемъ для суммъ квадратовъ и кубовъ 

выражешя:

8(s3 4 " #2) —  16s(sJ 4 “ За;2) — 12sy 

и получимъ, по упрощенш, следующая урввнешя:

2х2 — у —  q2 — 2s2, 12 sx2 — 3 sy —  сг —  4s*. [5]

решивъ уравнешя эти, найдемъ:

2 с3 — 3 q2s +  2s3 с3 — 6 q2s -f- 8s3
x ' 6s ’ У 3s

Подставивъ значешя x и у въ формулы [4], определимъ все 

члены пропорцш.
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У п р а ж и е н 1 я.

1. Путешественникъ выходить пэь точки Д  чтобы придти въ точку С. 
Въ тотъ же момептъ другой путешеетвенннкъ выходитъ изъ точки С, 
чтобы придти въ точку В. Оба путешественника совершаютъ путь 
равномерно. Отпошете между ихъ скоростями таково, что первый при
ходить въ С по npomecTBin четырехъ часовъ после ихъ встречи; вто
рой же приходить въ В по прошествш девяти часовъ после этой встречи. 
Определить отношеше скоростей.

2. Найти двузначное число, имеющее следуюпця свойства: 1°. Част
ное отъ разделешя этого числа на произведете цифръ равно у ; 
2°. Разность между этимъ числомъ и девятью равна обращенному числу.

3. Найти трехзпачное число, имеющее следуюпця свойства: 1°. Вто
рая цифра есть среднее нропорцюнальное между двумя другими циф-

124рами; 2°. Отношеше числа къ сумме цифръ равно -у-; 3°. Сумма нско- 
маго числа и числа 594 равна обращенному числу.

4. Провести изъ точки А  къ кругу О секущую данной длины I п опре
делить условы возможности. Даны: разстояше а точки А  отъ центра и 
рад1усъ круга В.

о. Дана сфера рад!уса В. Требуется разсечь ее плоскостью такимъ обра
зомъ, чтобы отношеше объемовъ нанмепьшаго изъ образовапныхъ двухъ 
сфернческихъ сегменговъ къ объему конуса съ темъ же основашенъ, 
пмеющаго вершину въ центре сферы, равнялось т.

в. Решить ту же задачу, предположпвъ только, что вершина конуса есть 
тотъ изъ концовъ д1аметра, пернендикулярнаго къ плоскости общаго 
основашя, который расиоложепъ въ большемъ сегменте.

7. Дана сфера рад1уса В. Требуется разсечь ее плоскостью такимъ обра
зомъ, чтобы отношеше боковой поверхности меныиаго изъ образованпыхъ 
сфернческихъ сегментовъ къ боковой поверхности конуса съ темъ же 
осповашемъ, имеющего вершину въ центре сферы, равнялось т.

8. Решить ту же задачу, иредположпвъ, что вершина конуса есть тотъ 
изъ концовъ д1аметра, пернендикулярнаго къ плоскости общаго осно- 
вашя, который расположенъ въ большемъ сегменте.

9. Разделить трапепдю, основашя которой суть а и Ь, лпшями, параллель
ными основашямъ, на три части, пропорщональныя числамъ т, п, р.

10. Вписать въ кругъ рад1уса В равнобедренный треугольнику зная сумму а 
осповашя и высоты. Наследовать.

11. Данъ четыреугольникъ ABCD. Требуется построить другой четыре- 
угольпикъ A ’B'G'D', стороиы которого были бы соответственно парал
лельны сторонамъ даннаго и находились на равномъ отъ нихъ разстоя
нш, нричемъ площадь, заключенная между периметрами обоихъ четыре- 
угольниковъ, равнялась бы площади квадрата т 2.
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Отв. Предположим?., что четыреугольникъ А'В'СЧУ обвертываегъ четыре- 
угольникъ ABCD. Обозначивъ буквами 2р, s и х соответственно пери- 
метръ даннаго четыреугольнпка, сумму котангенсовъ полуугловъ его и 
разстояше параллельныхъ сторонъ, получимъ:

sz2 +  2рх — т 2 =  0.

Изсл^довать решеше. Испытать, можетъ ли представляться отрицательный 
корень, если предположимъ, что четыреугольникъ А'В'С'Ь' номЬщенъ 
внутри четыреугольника ABCD.

R12. Данъ кругъ рад1уса JR и другой кругъ, рад1уса —, касательный внутри
7У1

къ первому кругу. Требуется построить третШ кругъ, касательный къ 
даннымъ кругамъ и къ д1аметру, соединяющему ихъ центры.

Наследовать.
13. Вычислить стороны ж, у, z треугольника, 8ная, что объемы г£лъ вра- 

щешя, происходящихъ отъ обращешя треугольника около каждой ивъ 
его сторонъ, соответственно равны объемахъ трехъ сферъ, рад1усы 
которыхъ суть а, р, у.

Отв. Найдемъ соотношешя: а*ж =  ,3*у — -(3г, и, следовательно,

/ з® ^  а3 \ / а3 а3 а3 W  а3 а3 а3\ / а3 а3 
\а3 ji3 f  3/\а3 р3 73/ \ а 3 у3 fJ3/ \£3 ? 3

Аналогичныя формулы получаются для у3 и я3.
14. Вписать въ сферу, рад1уса R, цилиндръ, объемъ котораго былъ бы ра

венъ сумме объемовъ сфернческихъ сегмеитовъ, им Ьющихъ одинаковое 
съ цилиндромъ основан1е.

15. Данъ кругъ рад1уса R. Проводимъ черезъ точку С, лежащую въ его 
плоскости, касательную къ кругу и заставляемъ вращаться совместно 
около д1аметра, нроходящаго черезъ точку С, и касательную и полу
окружность. Требуется определить точку С такимъ образомъ, чтобы 
отношеше конической поверхности къ обвертываемой ею новерхности'сег- 
мента, съ темъ же основашемъ, равнялось данному числу р.

Наследовать эти решешя.
16. Даны: окружность д1аметра АВ; точка С, расположенная на paAiyce О А 

на разстояши, равномъ -у paAiyca, считая отъ точки А; перпендику- 
ляръ, возставленный къ направленш АВ  въ точке В, находящейся

5
отъ центра О въ разстояши, равномъ рад1уса. Найти на окружности

О
такую точку Jf, для которой сумма квадратовъ ея разстоянШ отъ 
точки С и отъ даниаго перпендикуляра равнялась бы к2.—Нзследоваше.

17. Описать около данной окружности грапещю даннаго периметра или 
данной площади.

18. Описать около данной окружности ромбъ даннаго периметра или данной 
площади.
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Даны: окружность д1аметра АВ  п касательная въ точке В. Провести 
изъ точки А секущую, которая встретила бы окружность и касательную 
соответственно въ такихъ точкахъ Ж  н N, для которыхъ сумма квад
ратовъ длинъ AM  и M N  равнялась бы 4к2.— Изследоваше.

20. Данъ треугольникъ ABC. Провести прямую, параллельную стороне В  С, 
такимъ образомъ, чтобы отсеченный треугольникъ и образованная тра- 
нешя произвели бы, при вращенш данваго треугольника около ВС, 
равные объемы.

21. Даны трп точки А, В, С на одной и той же прямой. Найти на этой 
прямой такую точку Ж, для которой сумма квадратовъ разстоянШ МА. 
MB, М С  равнялась бы к2.

22. Данъ прямоугольный треугольникъ ABC■ Найти на гипотенузе, между 
точками В  и С, такую точку Ж, для которой сумма квадратовъ ея 
разстояшй отъ трехъ вершннъ треугольника равнялась бы к2.— Изсле- 
доваше.

23. Даны окружность и два взаимно перпендикулярные д!аметра АВ  и CD. 
Провести секущую СЖА7, которая встретила бы д1аметръ и окружность 
соответственно въ такпхъ точкахъ Ж  и N, для которыхъ отрезокъ M N  
имелт, бы данную длину т.—Изследоваше.

24. Дана полуокружность д1амстра АВ. Требуется провести такую хорду 
MN, параллельную д1аметру АВ, для которой сумма квадратовъ AM  
и M N  равнялась бы к2.—Изследоваше.

25. Данъ прямой уголъ, описанный около окружности. Провести къ окруж
ности такую касательную, которая, вместе со сторонами угла, образо
вала бы треугольникъ данной площади. Изследоваше.

26. Дана полуокружность д1аметра АВ. Найти на ней такую точку Ж, для. 
которой сумма квадратовъ АЖ  и М Р  равнялась бы к2, причемъ Р  
есть проэкшя на д1аметре точки N, представляющей конецъ хорды M N , 
проведенной параллельно АВ.—Изследоваше.

27. Даны две параллельныхъ прямыхъ н точка А, расположенная между 
этими прямыми. Построить треугольникъ AMN, прямоугольный въ Ж, 
котораго вершины Ж  и N  лежали бы соответственно на данныхъ пря 
мыхъ и котораго площадь равнялась бы к2.— Изследоваше.

28. Даны гипотенузы а прямоугольника треугольника и сумма т  его ка- 
тетовъ и высоты. Вычислить стороны этого треугольника.—Изследоваше.

29. Даны периметръ нрямоугольнаго треугольника и его высота. Вычислить 
катеты.— Изследоваше.

80. Данъ равносторовшй. треугольникъ. Требуется черезъ средину D  сто
роны ВС  провести такую секущую, чтобы сумма площадей треуголь- 
никовъ DM B  п NDC  равнялась площади ABC, причемъ точки Ж  
п N  суть точки, въ которыхъ искомая секущая встречаете соответ
ственно направлешя АВ  и АС.

31. Даны: окружность д1аметра АВ\ точка С этого д!аметра, представляю
щая средину pafliyca АО, и касательная ВХ. Требуется черезъ точку С 
провести секущую, встречающую окружность и касательную соотвЬт-

КНИГА III.

19.
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ствеино въ такихъ точкахъ М  и N, для которыхъ разность квадратовъ ' 
CN  и СМ равпяется к2.—Изсл4дован1е.

32. Даны: окружность д!аметра АВ  и на этомъ д1аметре точка D  на раз- 
стоявш отъ центра, равномъ а. Требуется черезъ эту точку провести 
такую секущую DM N , чтобы хорда M N  наблюдалась изъ средины ра- 
д1уса ОА подъ прямымъ угломъ.—Изследоваше. *

33. Даны окружность рад1уса В  п хорда АВ , стягивающая треть окруж
ности. Найти иа кривой точку Ж, для которой сумма (МА + MB) 
имела бы данное значеше т.—Изсд'Ьдован1е.

34. Две окружности пересекаются подъ ирямымъ угломъ, прпчемъ А есть 
одна изъ ихъ общихъ точек*. Провести черезъ эту точку такую секу
щую MAN, для которой сумма квадратовъ хордъ МА и NA равня
лась бы 4&2.—Изследован1е.

35. Даны: окружность д1аметра АВ  и касательныя АХ  и BY. Провести 
такую касательную, встречающую данныя касательныя соответственно 
въ точкахъ М  н N, чтобы объемъ, произведенный вращешемъ трапе- 
вди AMNB  около АВ , былъ равенъ объему шара даннаго рад1уса о.— 
Изследоваше.

36. Черезъ точку А, общую двумъ окружностямъ, пересекающимся подъ 
прямымъ угломъ, провести такую секущую MAN, чтобы произведете 
(AM. AN) хордъ равнялось к2.—Изследовате.

37. Даны окружность д1аметра АВ  и точка С этого д1амерта на разстоя- 
ши отъ центра, равпомъ а. Провести прямую CMN, встречающую 
окружность въ такихъ точкахъ М  и N, для которыхъ разность между 
СМ2 и CN2 равнялась бы к2.—Изследоваше.

38. Дана окружность д1аметра АВ. Определить на ней такую точку М, 
чтобы разность длинъ АР  и МР  равнялась данной величине, при
чемъ Р  есть ироэкц1я точки М  на д1аметрЬ АВ.—Изследоваше.

39. Дана полуокружность д1аметра АВ. Ороиести хорду M N  параллельно 
АВ  такимъ образомъ, чтобы сумма длинъ A M  и M N  равнялась данной 
длине т.—Изследоваше,

40. Данъ равносторонне треугольникъ ABC , вписанный въ окружность. 
Требуется провести хорду MN, параллельную ВС, такимъ образомъ, 
чтобы сумма ея отрезковъ, заключенпыхъ между окружностью и сторо
нами АВ и АО, равнялась данной длине т.—Пзслёдоваше.
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КНИГА IV.

П р о г р е с с а  и Ло г ар иемь 1 . __

Г Д А В А П Е Р В А Я .  

Прогрессш.

§ I. Арпеметичесыя прогрессии

l,542JOnpeA^enifl. Ариеметическою^огрешш называется неопре

деленный рядъ чиселъ или выраженш, въ которомъ каждое число равно 

своему иредъидущему, сложенному съ постояннымъ количествомъ. 

Постоянное количество, которое нужно прибавить къ предъидущему 

члену прогрессш для получешя последующая, называется разностью 

прогрессш.

Если разность есть число положительное, то прогресая называется 

возрастающею; въ противномъ же случае nporpeccifl называется убы

вающею. Члены прогрессш будемъ означать буквами: м1? м2, м3, . . . ,

ми, .......Для обозначешя того, что данныя числа составляютъ арие*

метическую nporpeccito, примемъ знакъ

Изъ определешя прогрессш следуетъ, что ряды:

-4- '3, 7, 11, 15, 19, 23, . . .

-f- 48, 45, 42, 39, 3 6 , ...........

суть прогрессш. Первая nporpeccia представляетъ прогрессш возра-
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-стающую, ибо ея разность, 4, есть число положительное: вторая же, 

имея отрицательную разность, есть прогретя убывающая.

|о43/ Значеше какого ни есть члена прогрессш. Мы можемъ 

определить какой ни есть членъ nporpeccin, не выписывая самой про

грести. И въ самомъ деле, назовемъ разность- буквою г.

Изъ поняп'я о прогрессш следуетъ:

W2 =  Ml -j- У ,  и3 =  и 2 - f-  Г, . . . , Ми—1 =  —2 - j - Г, Un —  Un- l Г.

Сложивъ эти равенства почленно, получимъ*.

w2 н~ М3 -f" • • V +Мл—1 4“ Ml» =  t<i -j- W2 -f- . . .  -j- Un-1  -{- Un—\ -j-r(n —  1)_

Вычтя изъ обеихъ частей этого равенства сумму

(м2 +  U z -f‘ . . .  -)- Mn-l),

найдемъ:

«n =  w, +  (n —  1)г. (1)

Равенство это говорить, что какой ни есть членъ аривметической 

прогрессги равенъ первому члену, сложенному съ разностью, умножен- 

ною на число членовъ, предшествующихъ определяемому^^

Сл'Ьдсте. Формула [1], связывая четыре числа: п, г, м«. м,,j 544.

позволя!тъ определять одно изъ нихъ, если даны остальныя три. Доста

точно решить уравнен1е относительно искомаго количества. Отсюда сле
дуетъ, что формула [1] решаетъ четыре задачи, формулы которыхъ 

сутк,

wn= M 1+ ( w —  1)г, щ = и п — (п— 1)г, r = y j y , n  =  l +  — р .  (2)

/

\ /  54о] Всгавлеше среднихъ арненетическнхъ. Вставить т  сред- 

УнихтГ ариеметическихъ между двумя данными числами а и Ъ, значитъ 

образовать ариеметическую nporpecciro, крайше члены которой были бы 

данныя числа а и 6, а промежуточные— искомый т  среднихъ арие- 

метическихъ.' Для решешя вопроса достаточно определить разность 

прогрессш. И  въ самомъ деле, прибавивъ эту разность къ первому 

члену, образуемъ второй; прибавивъ ко второму, образуемъ третШ, и т. д. 

Разность эту определимъ изъ формулы [1], если примемъ: ии =  Ь) 

и ,— а, и тогда п — 1 = т + 1 *  Формула даетъ:



550 КНИГА IV.

Примгьръ. Вставить 10 средвнхъ между 5 и 38.

тГ 38-5 QРазность есть: г =  ——— =  3, и искомая ирогрессш такова:

-f- 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38,

|о4в.) Задача. Определить условге, при которомъ три данныхъ числа 

а, Ъ} с составляютъ часть одной и той же npoipecciu. Предположимъ, 

что числа эти расположены по порядку ихъ величины. Числа эти 

будутъ отделены, въ неизвестной nporpeccin, промежуточными членами* 

которые могутъ быть разсматриваемы, какъ средшя, вставленныя между 

а и Ь, Ъ и с. Обозначивъ числа этихъ среднихъ черезъ (т — 1) и

, .v . . Ъ — а с — Ь
(п— 1), получимъ, для разности nporpeccin, два выряжешя: ——— и — -— ,

которыя должны быть равны.

Итакъ,

Ъ — а __с— ь

т  п

Это равенство и выражаетъ искомое услов1е; необходимо, чтобы 

существовали два целыхъ числа т  и п, пропорцюнальныя разностямъ 

(Ъ—  а) и (с—  Ь).

Услов1е это всегда выполняется, если числа а, Ъ, с суть числа 

рацюнальныя: ибо если числа (Ъ — а) и (с— Ъ) суть числа дробныя, 

то достаточно привести ихъ къ общему знаменателю и взять для т  

и п ихъ числителей. Умноживъ оба результата на одно и то же какое 

ни есть целое число, найдемъ друпя значешя для т  и п\ отсюда 

вытекаетъ, что задача, въ этомъ случае, имеетъ безчисленное мно

жество решешй.

[б4:7] Теорема. Если вставимъ между каждыми двумя последова

тельными членами npoipecciu/

' \ t( j 5 XI2 ? %  5 ^4 ? • • • у • •  •

одно и то же число т  среднихъ аривметическихъ, то образуемъ одну 

новую прогресаю, разность которой равна первоначальной разностиу 

разделенной на (т  -f-1 ).

И въ самомъ деле, разности отдельныхъ nporpeccift будутъ (545}:

**«- и2 — и, — щ и4 — и,
т  + 1  * № + 1  * т  4- 1  1 ' *

Все оне равны — -j--r (542). Кроме того, последшй членъ каждой
Ш “у- 1
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nporpeccia представляетъ первый членъ прогресш следующей. Можемъ, 

следовательно, разсматривать вей прогрессш, какъ образуюпця одну 

прогрессш.

(^548) Теорема. Сум ма двухъ членовъ, равноотстоящихъ отъ концовъ 

прогрессш, остановленной на нгъкоторомъ членгъ,' есть величина nor 

стоянная, равная суммы крайнихъ.

Разсмотримъ nporpecciro:

• Wj, м2, . • . , мп_ j, ип.
/

Разсмотримъ какой ни есть членъ этой прогрессш из\ членъ, равно- 

отстояпцй съ нимъ отъ другаго конца nporpeccin, будетъ мп_ 8+1.

Формула [1] дастъ:

u s =  Н 1 +  r ( s — I ) .

Изъ этихъ двухъ равенствъ легко найдемъ:

И Т. Д.

']549. | Сумма членовъ прогрессш. Обозначимъ буквою S  сумму п 

посл4довательныхъ членовъ nporpeccin. Имйемъ:

S =  их -f щ  +  ия -|- • • • -г w„_2 +  ип_ г +  ип.

Сумма эта можетъ быть написана такимъ образомъ:

S =  ип -}- м<к_ х -j- ип_ 2 +  . . . +  и., +  щ  -f- щ *

Сложивъ эти равенства, найдемъ:

2£ =  (м1 H-w,l) +  (Ma+ t ^ _ 1) +  (M8-)-w„_j)+ • • • +

+  (М„_ 2 +  ия) (Wn_! +  Щ) +  (Un +  itj.

Принявъ во BHHManie, что вей суммы, помещенный въ скобкахъ, 

равны между собою (548), причемъ число ихъ равно п, найдемъ:

т..е. щ

Сумма ч.1еновъ аривметической прогрессш, остановленной на нгъко

торомъ члены, равна полусуммы крайнихъ, умноженной на число 

членовъ.



552 КНИГА IV.

Примгьръ. Сумма 12 членовъ nporpeccin (545) равна )12  ̂ или 258.

]Задг]Ьчан1е] Если намъ известны только первый членъ разность г 

и число членовъ п, то, длл приложешя предъидущей формулы, мы 

должны вычислить посл^шй членъ м» при помощи формулы [1]. 

Вставивъ его значеше въ формулу [5], получимъ:

s  =  [6 ]  
А

1550) Приложены. 1°. Найти сумму п первыхъ ц'Ьлыхъ чиселъ?

1 +  2 +  3 +  . . .  + w .

Они образуютъ uporpecciw, разность которой есть 1; отсюда следуетъ, что

ихъ сумма равна S  =  nS n^~  Л . Итакъ, сумма п первыхъ целыхъ чиселъ

равна половить произведенья w ar0 числа на следующее за нимъ.

2. Найти сумму п первыхъ нечетныхъ чиселъ: 1 + 3  +  5 +  7 +  . . . Они 

обраэуютъ прогрессию, разность которой есть 2, а потому искомая сумма.

s = ! 2 +2(«-jivr

I -Итакъ, сумма первыхъ п нечетныхъ чиселъ 'равна квадрату и,

/ 551. J Задачи. Формулы [1] и [5] представляютъ два соотношешя, связы

ваются количества щ , w„, г, п , S, Соотношения эти определяють два изъ 

этихъ количествъ, если даны остальпыя три* Отсюда вытекаютъ десять задачъг

1°. Давы и„, г ; определить п, S-

2°. 11 ии «Я1 w ; я г, 5.

3°. 11 «11 «Я 1 5 ; ?1 «.

4°. 71 Щу г, w ; и 5.

5°. И Ux j г, 5 ; У) Мп) ю..

‘  6°. «и п, -S'; 11 «я, г.

7°. Я Г, « 5.

СО п «я, г. -S; и «1, W.

9°. V «Я 1 Я, я г.

10°. У) Г. п, S ; Я «1» «»•

Пятая и восьмая задачи суть задачи второй степени; остальныя же пред 

ставляютъ задачи первой степени, .,
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§ II. Г еом етричетя пгюгреспи-

1о52.| Опред’кяешя. Геометрическою nporpecciero называется рядъ 
чиселъ или выражешй, изъ которыхъ каждое равно своему предъиду- 
щему, умноженному на постоянное число, называемое знаменателемъ 
прогрессш.

Если модуль знаменателя (юл^е единицы^ то модули членовъ про
грессш идутъ, возрастая, и прогрешя называется возрастающею; 
если же модуль знаменателя мен^е единицы, то модули членовъ про
грессш идутъ, убывая, и прогрешя называется убывающею. Для обоз- 
начешя того, что числа образуютъ геометрическую прогрессш, упо- 
требляютъ знакъ - + •

Цримпры.' Ряды:

4, 12, 36, 108,

2, -  6, 18, — 54.

10, 5,
5 
2 ’

5
4

30, -1 0 , 10 
3 ’

10
9 !

суть геометричесюя nporpeccin; первая и вторая — возрастающая, вторая и 

третья — убываюпцл; знаменатели ихъ соответственно суть: 3, — 3, у , — у .

Мы будемъ обозначать члены прогрессш буквами и1} щ , . . . мп, . . . ; 
знаменателя — буквою q.

|обз] Значеше какого ни есть члена nporpeccin . Изъ опредЬ- 
лешл прогрессш вытекаютъ равенства:

г,2 из =  • • • > ип—\ =  Un—"Л' ип ~  ип—12*

Перемноживъ эти равенства почленно, получимъ:

uiu 3 • • • Un- i K  =  «1»<а • • •

Разд^ливъ o6t части равенства на произведете и2и3 -----ип~и
найдемъ:

«« =  **!• З"” 1, [1]

т.*е. какой ни есть членъ прогрессш равенъ первому члену, умноженному 
на степень знаменателя, показатель которой равенъ числу членовъ, 
предгиествующихъ определяемому.



j554j(X/il^CTBie. Формула [1], представляя соотношеше между че
тырьмя числами ип, q, п, позволяетъ определить одно изъ нихъ, если 
остальныя три известны. Решивъ последовательно уравнеше [1] отно
сительно каждаго изъ четырехъ количествъ, легко найдемъ:

»—1  _

и = и о п-1  и а = л / ^ } Ю = 1 + М ^ = 1 ° Я ^ .и п и д  , Щ— q у щ ’ I iog3

Последняя формула предполагаетъ из*веотными основныя свойства 
логариемовъ.

)555j Теорема. Если прогрессгя есть прогрессгя возрастающая, 
то модули членовъ ея, возрастая, могутъ сделаться болт всякаго 
даннаго числа. Теорему эту мы имели выше. (Г^ава седьмая. 160. 6°!

6 5 6 .| Теорема. Если прогрессгя есть прогрессгя убывающая, то 
модули членовъ ея, убывая, могутъ сделаться сколь угодно малыми.

Теорема эта уже была доказана (глава седьмая, 160. 7°)»^

V  (557/ В ставлеш е среднихъ геометрическихъ. Вставить т сред- 
\ j  нихъ геометрическихъ между двумя данными числами а и Ь, значитъ 

образовать геометрическую nporpecciio, крайними членами которой 
были бы числа а и Ъ\ промежуточными же—эти т среднихъ.

Для реш ешя вопроса достаточно найти знаменателя прогрессш; 
умноживъ а на знаменателя, получимъ второй членъ прогрессш; ум
ноживъ второй членъ на знаменателя, образуемъ третШ членъ, и 
такъ далее.

Для определешя знаменателя обратимся къ формуле [1], принявъ: 
ип =  Ъ, u t = a ,  п — 1 =  т -(- 1, и тогда

m-f-l

« =  V V  . W

Примгьръ. Вставить 3 среднихъ между 7 и 112. Знаменатель равенъ

4
/ Ш

У  —  =  2'

причемъ nporpeccifl будетъ: —  7, 14, 28, 56, 112.

[5581 Теорема. Если вставимъ между каждыми двумя последователь
ными членами геометрической прогрессш одно и то же число т сред
нихъ геометрическихъ, то образуемъ одну прогресст, знаменатель ко
торой равенъ корню, съ показателемъ ( т +  1 ), изъ первоначальнаго 
знаменателя.

554 « к н и г а  i v .  .
I
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И въ самомъ деле, знаменатели различныхъ отдельныхъ прогрес- 
cift будутъ:

t
ж -J-l )«-|-1 m-j-1

К 7 -  / 1 - / ? • - •
wi-fi

Каждый изъ нихъ равенъ V  q. Последшй членъ каждой nporpeccin 
равенъ первому следующей. Отсюда вытекаетъ, что все nporpeccin 
образуютъ одну uporpeccifo.

559. Задача. Найти у слови, при которомъ три числа а, Ь, с 
составляютъ часть одной и той же npoipecciu. Разсматривая число а, 
какъ первый членъ, и обозиачая черезъ (т -f- 1) и (п -j- 1) пеизвестныя 
места членовъ б и с ,  получимъ:

7 _ W _ пo =  aq , с — ад ,

где д представляетъ неизвестнаго знаменателя.
Возвысивъ уравнешя эти соответственно въ степени п и т ,  

найдемъ:

7 ч ,, тп т __  т тпЬ — a q  , с — a q ; 

откуда, по иcключeнiю д,

Равенство это и составляетъ искомое ycлoвie. Оно упростится^ 
если предположимъ, что а, Ь, с рашональная, ибо, приведя тогда от-

Ъ с оношешя —  и —  къ простейшей форме и обозначивъ черезъ -Я- и
& CL И

к—  равныя имъ неприводимыя дроби, получимъ:

</ _

¥  ~  г  '

Дроби эти, будучи также неприводимыми, могутъ бытъ равны 
только тогда, когда

дп =  Г ,  h” =  Р .

Равенства эти требуютъ: съ одной стороны, чтобы простые мно
жители чиселъ д и к и чиселъ 1ь и I были одинаковы; съ другой, 
чтобы показатели одного и того же множителя, въ д и А, и въ h и
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I, находились въ постоянномъ отношенш — . Если услов1я эти вы

полнены, то они определяюсь отпошеше Такъ какъ т и п  сами

по ce6i остаются неопределенными, то числа а, Ъ, с могутъ соста
влять часть безконечнаго множества nporpeccift.

560. Приложеnie. Катя соизмеримых числа могутъ составлять часть гео
метрической прогрессш, им>ьюшей членами 1 и 10?

VОбозначимъ дробью — каждое пзъ искомыхъ чпселъ; па оспованш предъ- 
2

идущаго должны иметь:

( f )  ==(1°)П> или 

где ж и м  суть числа целыя. Такъ какъ вторая часть есть число целое, то н
[)

первая должна быть числомъ целымъ. Принимая во внимаше, что дробь

можетъ разсматриваться, какъ несократимая, заключаемъ, что необходимо 
2 = 1 ,  и, следовательно, рт =  10". Для того, чтобы последнее равенство имело 
место, необходимо, чтобы р  имело видъ 2a 5f*; необходимо, следовательно, 
чтобы 2ат . 5\im =  2 " . 5" и чтобы, следовательно, ат =  $т =  п. Итакъ, не-

YIнеобходимо, чтобы а =  3 =  — . Показатели множителей 2 и 5, входящихът
въ р, должны быть равны, или, другими словами, р  должно быть степенью 10.

Степени 10 суть, следовательно, единсгвенныа рацюнальныя числа, ко
торыя могутъ фигурировать въ такой геометрической прогрессш, членами 
которой суть 1 II 10.

|561.^ Теорему/  Во всякой геометрической прогрессш, остановленной 
па нгькоторомъ члене, произведемте членовъ, равноотстоящихъ отъ 
крайнихъ, постоянно и равно произведению крайнихъ.

Пусть дана прогрешя:

• • } У/2 у Щ j • • • ) W}| •

Разсмотримъ два члена и3 и ип_вМ1, равноотстоящихъ отъ ков- 
цовъ прогрессш. Формула [1] даетъ:

и* =  ип -* + 12?_1*

Отсюда легко найдемъ, что us . мя_ ,+г = щ и п, и т. д,

]562^ П р о и зв ед ете  членовъ nporpeccia. Обозначимъ буквою Р  
произведeHie п первыхъ членовъ прогрессш.

Имеемъ:
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Напишемъ его такимъ образомъ:

Р = и пип_,и,

Перемноживъ эти равенства почленно, найдемъ:

р 2  =  ( « 1 “ * )(м а " п - 1) ( м з « п- 8)  • • • ( w» - 2 w 3 ) (w „ _ iw 2) ( w nw i) .

Принимая во вниман1е, что произведешя, помещенпыя въ скоб- 
кахъ, равны между собою, причемъ число ихъ равно п, получимъ:

Итакъ, произведете членовъ прогрессш равно корню квадратному 
изъ степени произведенья крайнихъ, показатель которой равенъ числу 
членовъ*

t563 . | сум да членовъ геометрической nporpeccin . Обозначимъ 
буквою S  сумму п членовъ прогреет:

S =  и, +  м2 и3 +  . . . +  ип_ 2 ип_ х -}- ип.

Умноживъ обй части этого равенства на знаменателя q, найдемъ: 

S q = u 1q-\-u2q-sr uiq-\- . . . + u n_ 2q + u n_xq +  unq.

Принявъ во внимаше, что, по определешю nporpeccin,
\

u xq м2> изЯ. w4’ • • • » /м,п_ 2q =  и п_ 11 w „_j2 — ^ « ,

можемъ написать последнее равенство такимъ образомъ:

Sq =  u2-\-uz - \-u i -\- . . . -f- uA_x-\-un- \-u nq.

Вычтя S  изъ Sq, получимъ:

Зам ^чаш е. Если намъ только известны: первый членъ иг, зна
менатель д, число членовъ м, то, пожелавъ воспользоваться предъ-

Р 2 — (и1ип)’\  откуда Р =  V i u ^ f .

Sq — S  =  uHq — щ , или S(q — 1 ) =  tinq — ut ,

откуда

[4]
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идущею формулою, должны вычислить последшй членъ ип по фор
муле [1]. Поставивъ его значеше въ формулу [4], получимъ: '

д  =  ^ l i ) .

564. П р еделъ  суммы первы хъ п членовъ безконечпо убы
ваю щ ей геометрической nporpeccin . Напишемъ формулу [4] въ 
такомъ виде:

S  =  _
1 — 2 1 - 2

Если число членовъ nporpeccin будетъ число переменное, неопре
деленно возрастающее, то сумма S  будетъ изменяться, приближаясь

'Ы
къ пределу. И въ самомъ деле, выражеше y z r p  зависящее только

отъ перваго члена и знаменателя, будетъ сохранять одну и ту же ве-
2личину; что же касается до произведенш ип . » состоящаго изъ

JL
множителя ип, неопределенно убывающаго (556), и постояннаго мпо*

жителя -г———, то модуль его будетъ неопределенно убывать. Отсюда 
* тгг_| Я.

следуетъ, что модуль разности между постояннымъ числомъ - и̂ ~  и
* ч.

переменпою суммою S  можетъ быть сделаиъ сколь угодно малымъ. 
при достаточно болыпомъ числе членовъ, т.-е. постоянное число

—_̂ 1- - есть пределъ, къ которому стремится сумма первыхъ п членовъ

убывающей геометрической nporpeccin, при неопределенпомъ возра
сташи числа членовъ. Обозначивъ пределъ этотъ буквою s, получимъ:

* =  Г -7 Г  [61

Вопросъ этотъ мы уже решали при выясненш поняйя о пре
деле (160, 8°).

565. Приложение. Перюднческая десятичпая дробь можетъ разсматри- 
ваться, какь убывающая uporpeccifl. Пусть, напримеръ, дана перюднческая 
дробь 0,353535..........  Можно разсматривать ее, какъ пределъ суммы пер
выхъ п членовъ безконечпо убывающей геометрической nporpeccin: 4

35 35 35
•• 100’ 100001 1000000’ * * ■ 1 

знаменатель которой равенъ . Формула [6] определяетъ этотъ пределъ,
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35
равный - -  =  g g -Результатъ этотъ получается и въ аривметике въ те-

opin перюдическихъ дробей.

У п р а ж н е н 1 я .

1. Каковы суть ариеметичесюя ирогрессз'и, въ которыхъ сумма двухъ какнхъ 
ни есть членовъ составляете часть nporpeccin?

Отв. Прогрессш, въ которыхъ первый членъ есть кратное разности.

2. Каковы суть геометричесшя nporpeccin, въ которыхъ произведете двухъ 
членовъ составляетъ часть nporpeccin?

Отв. nporpeccin, въ которыхъ первый членъ есть степень знаменателя.

3. Если въ ряде чиселъ каждое пзъ чиселъ рапно полусумме смежныхъ 
чиселъ, то числа образуютъ ариеметическую прогрессш. Если каждое 
изъ чиселъ есть среднее пропорщональное между смежными, то числа 
образуютъ геометрическую прогрессш.

4. Въ какой ариометнческой nporpeccin oTHonieuie суммы п первыхъ чле- 
новь къ сумме п  следу ющихъ не зависите отъ п ,?

Отв. nporpeccin, въ которыхъ разность равна удвоенному первому члену.

5. Составляюсь ли числа ]/~2, \ /  5, \ /  7 часть одной и той же nporpeccin, 
ариометнческой или геометрической?
Отв. Нетъ.

6. Если возьмемъ рядъ нечетныхъ чиселъ: 1, 3, 5, 7, . . . п разобьемъ его 
па группы, изъ которыхъ первая содержите одинъ членъ, вторая—два1 
третья—три, и т. д., то сумма членовъ одной и той же группы предста
вляете кубъ.

7. Въ ряде 1, 2, 4, 6, 8, 10, . . . сумма п первыхъ членовъ представляетъ 
нечетное число; прибавивъ къ полученному числу следуюшдя за нимъ 
( п —  1) нечетныхъ чпселъ, образуемъ кубъ.

8. Въ геометрической nporpeccin. состоящей изъ шести членовъ. разность 
крайинхъ членовъ более упятеренной разности среднихъ членовъ.

9. Образуемъ рядъ членовъ, въ которомъ каждый членъ равенъ полусумме 
двухъ предъпдущихъ. Уная два первыхъ члена а и Ь этого ряда, найти 
пределъ, къ которому приближаемся, образовывая все большее и большее 
число членовъ.

10. Дана какая ни есть лишя АВ\ замЬчаемъ ея середину С, потомъ сере
дину D  отрезка СВ, далее середину Е  отрезка DC-, потомъ середипу F  
отрезка ED, далее середину G отрезка F E , и такъ далее неоиреде-
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ленно. Найти предельную точку, къ которой приближаются точки С, D,
д  f , а.
Отв. Предельная точка лежитъ въ конце 11аАВ, считая отъ В.

11. Найти пределъ суммы дробей:

1 I 2  4 -  3 -L 4  4 -  5  4 -
1Г Т 1 Г 1 6  32 • • ‘

Отв. Пределъ равенъ 2.

12. Данъ рядъ чиселъ:

1, 3, 6, 10, 15, 21, . . .

Найти сумму п первыхъ членовъ.
п л. М п  + 1 )  (w 4- 2)Отв. Сумма р а в н а ----------- ---------- - .

18. Въ геометрической nporpeccin, число членовъ которой нечетное, сумма 
квадратовъ членовъ равна сумме членовъ, умноженной на разность 
между суммою членовъ, занимающпхъ нечетныя места, и суммою чле
новъ, занимающихъ четныя места.

14. Въ какой ариеметическей nporpeccin сумма членовъ всегда равна утроен
ному квадрату числа этихъ членовъ?

15. Найти п последовательныхъ нечетныхъ чиселъ, сумма которыхъ равна пр.
16. Углы плоскаго выпуклаго многоугольника образуютъ ариеметическую 

nporpeeciBo, разность которой равна 4°, причемъ наибольшШ изъ угловъ 
заключаете 172°. Каково число сторонъ?

17. Определить р  u q въ уравненш

х* +.рх2 -{-g =  0

такимъ образомъ, чтобы корни уравнешя составляли ариеметическую про
грессш.

18. Показать, что числа а2, ft2, с2 образуютъ ариеметическую прогрессш, 
если числа

1 1 1
а -|- Ь’ ft -f с’ с +  а

образуютъ, въ свою очередь, ариеметическую прогрессш.
19. Въ ряде последовательныхъ нечетныхъ чиселъ образованы следуюпйя 

группы:

1, (3, о), (7, 9, 11), (13, 15, 17, 19),

такъ что группа места п заключаете п членовъ.
В ы чи сл и ть  сумму чиселъ, образующихъ эту группу.
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‘20. Даны р  прогрессШ, первые члены которыхъ соответственно суть:

1, 2, 3, . . . , р,

причемъ разности этихъ nporpeccift соответственно таковы:

1, 3, о, . . .  (2р — Л .

Покавать, что

Si +  So +  S3 -f-. . .+  SP =  -у- (np +  1),

где буквы Slt S3, . . , SP означаютъ соответственно суммы п первых), 
членовъ каждой изъ прогрессШ.

21. Показать, что числа

х ' +  жу-f  if, х* -f- x z  -f- г \  у2 -f y z  +  z 2

образуютъ ариеметическую прогрессш, если числа х , у , z  обраэуютъ, въ 
свою очередь, ариеметическую прогрессш.

22. Данъ кругъ, котораго рад1усъ а; проведены хорда CD, длина которой 
есть I, и д1амегръ ЛОВ, встречаюпцеся въ точке Ж\ полухорда ЕС раз
делена на п равныхъ частей. Требуется: 1) вычислить отрезокъ О Ж 
д1аметра, эная, что ЖЕ заключаешь т делешй; 2) вычислить сумму ква- 
дратовъ ЖЕ, где ЖЕ есть отрезокъ перпендикуляра, воэставленнаго къ
О Ж, заключенный между точкою Ж и окружностью, для всехъ значешй 
т отъ 0 до п.

23. Сумма членовъ аривметической прогрессш равна 5а; сумма обратныхъ
1имъ чиселъ равна -у .

Найти эту nporpecciro (за неизвестное нримемъ средшй членъ и разность 
прогрессш).

24. Въ ариеметической прогрессш, состоящей изъ трехъ членовъ, даны 
сумма членовъ, равная 2а, и сумма ихъ четвертых ь степеней, равная 6*. 
Вычислить средвШ членъ и разность.

25. Дана поверхность и д1агональ прамоугольнаго параллелепипеда. Вычислить 
его измерешя, если,

во 1°, они составляютъ ариеметическую прогрессш, 
во 2°, они составляютъ геометрическую прогрессш .

26. Доказать, что если три числа а, Ь, с составляютъ и прогрессш ариемети
ческую, и nporpecciro геометрическую, то они равны.

27. Если Р  представляетъ произведете п чиселъ, образующихъ геометрическую 
nporpecciro, если S  и S, суть соответственно сумма этихъ чиселъ и сумма 
имъ обратныхъ, то

3 6
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28. Вычислить сумму: '  . . (

"Ь 2̂ +  3̂ +  • • • + S n,

где Sn представляетъ сумму п  первыхъ членовъ геометрической прогре- 
ccin.

29. Пределы суммъ членовъ геометрической nporpeccin и квадратовъ ихъ со

ответственно суть 2 и

Вычислить первый членъ и знаменателя.

30. Найти пределъ суммы членовъ ряда:

20 , 80 _320
0, 3 1 + 9 »  27 1 ' • *

когда число членовъ безпредельно возрастаетъ.

31. Данъ рядъ:

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, . . .  ,

въ которомъ каждые два рядомъ стоящихъ числа удовлетворяютъ условш:

Хп =  Хп-1+П.
I

Требуется:
1°. Выразить хп въ п.
2°. Вычислить сумму п  первыхъ членовъ.
3°. Найти пределъ, къ которому стремится эта сумма, когда п  безпре

дельно растетъ.

32. Данъ квадратъ ABCD .  Беремъ на его сторонахъ соответственно точки 
В 1г D lt дакищя рядъ равныхъ отношенМ:

А у А_А ХВ __CjС __ jDtD __т ш
А ^В  В ХВ  С ,!)- В ^ А ~ ~ п  ’

получается такимъ образомъ новый квадратъ А х В х D l} относительно 
котораго делаемъ то же построеше, и т. д.

Спрашивается, къ какому пределу стремится сумма площадей построен- 
ныхъ квадратовъ?

33. Данъ рядъ чиселъ:

1 1 1 1 1 1  
1 1 3 ' б ’ 10 * 15 ’ 211 ’ * ‘ ’

знаменатели которыхъ удовлетворяютъ равенству:
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Требуется: ■

1°. Выразить —  въ п.
хп

2°. Вычислить сумму п  первыхъ членовъ.
3°. Найти пределъ, къ которому стремится эта сумма, когда п неопре

деленно возрастаетъ.

34. Данъ треугольникъ; строимъ треугольникъ, стороны котораго суть мед!аны 
перваго треугольника; относительно втораго треугольника д-Ьлаемъ то же 
nocTpoenie, п т. д. Къ какому пределу стремится сумма площадей этпхъ 
треугольнпковъ?

35. Въ выраженш

число а есть число положительное, большее единицы. .Спрашивается, къ 
чему стремится это выражеше, когда а приближается неопределенно къ 1?

36. Въ сферу S, рад1уса г, вписанъ кубъ С; въ этотъ кубъ вписана вторая 
сфера S^, въ эту сферу St вписанъ кубъ Си и такъ далее неопределенно. 
Требуется:

1°. Вычислить рад1усы сферъ: Slt S2,
2°. Вычислить выражешя объемов!, сферическнхъелоевь, заключенвыхъ 

между S  и Slt н S2, S2 и 
3°. Показать, что пределъ суммы всЬхъ этпхъ объемовъ равенъ объему 

сферы S.
37. Найти три числа, которыя составляли бы геометрическую прогрессш, 

причемъ ихъ сумма и сумма ихъ квадратовъ равнялись бы соответственно 
числамъ а и Ъ.

88. St и S2 соответственно суть суммы членовъ убывающнхъ геометрнческихъ 
nporpeccifi:

Si =  1 +  2i +  й\ +  +  • • • и S2 =  1 - f  q2 -f- q f  -j- q2 +  . . . 

Определить сумму:

*2 =  1 +  Q.i Q.2 +  3 i 2(?22 H " • • • t

зпая суммы Si ii S2, u обобщить.

39. Данъ треугольникъ ABC: возьмемъ на его сторонахъ АВ, АС, А В  соот
ветственно тамя точки А п  2?,, Clt которыя давали бы рядъ равенствъ:

•

A jB __B jC __ СаА __ ,
A 1C ~ B 1A ~ C 1B~~ ''

въ треугольнике A^B^Ci делаемъ то же построеше, и т. д.
Вычцслить пределъ суммы площадей треугольнпковъ A iB ,C i, А 2В 2С2, 
н т. д.

3 6 *
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40. Данъ треугольннкъ ЛВС", беремъ на его сторонахъ ВС, АС, АВ  соот
ветственно таюя точки A t , B l t 'Clf чтобы

_А ,В Х о __BjG ___ CjA
AiC * ~~ B XA  ’ 7 “  CyB'

1°. Показать, что площадь треугольника A 1B lCl имеетъ выраже- 
н1емъ:

О _ Сг 1 +  °РТ
1 — (1 - f  «XI +  P)(i +  т) *

2°. Въ треугольнике А хВуСх сделаемъ то же построеше, и т. д.
Къ какому пределу стремится сумма площадей треугольниковъ A tBt Cu 
А 2В ,0 2, . . . ?

3°. Вывести изъ предъидущаго результата теорему Менелая, дающую 
необходимое и достаточное услов1е, при которомъ точки А 1% В х, Сх ле
жать на одной прямой.

41. Данъ треугольнпкъ ABC, на его сторонахъ ВС, АС, А В  беремъ соот
ветственно таю я точки А, В. С, которыя давали бы рядъ равенствъ:

А 'В  _  В 'С _ С ’А  
А'С ~  В'А ~  С'В ’

проведемъ прямыя А А \ В В \ СС, образуюпця взаимными встречами 
треуголышкъ A tBxGY, въ этомъ треугольнике делаемъ то же nocTpoeeie, 
и т. д.
Вычислить пределъ суммы площадей: А хВхСи А 2В2С„ А3В3С3\ . . .

42. Данъ треугольникъ ЛВС; беремъ ва его сторонахъ ВС, А В , А В  ташя 
точки А \ В', С', чтобы

_ А 'В  я _  Ж С _  С'А 
а А'С  ’ Р~ В ’А  ’ Т — С 'В ‘

Проводимъ прямыя АА', В В \ СС', определяющая треугольникъ А ХВХСХ.
1°. Показать, что площадь Sx треугольникъ А ХВ ХСХ имеетъ выраже- 

шемъ:

9 _  о _________ 1 — «fr_________
1 (1 ~Ь а +  аР)(1 "Ь Р 4" ?т)(1 “Ь 7 “Ь 7°0

2°. СдЬлаемъ въ треугольнике А ХВ ХСХ то же построение, и т. д. 
Спрашивается, къ какому пределу стремится сумма площадей треуголь
никовъ АуВуСу, А^Во.Съ, . . . ?

3°. Вывести изъ предъидущаго результата теорему Чевы, дающую не
обходимое и достаточное услов1е для того, чтобы прямыя А А ', ВВ', СС'' 
встречались въ одной точке.
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Teopiff логариемовъ.

§ I. Ирращональные показатели.

566. Ирращональные показатели. Разсматривая выражеше ах , ыы 
предполагали всегда, что показатель х  есть число ращональное, и 
тогда выражеше это имело вполне ясный смыслъ. И въ самомъ деле, 
если число х  есть число целое и положительное, то выражеше пред
ставляетъ произведете множителей, равныхъ а, причемъ число мно
жителей равно х. Если ж есть число целое и отрицательное, то вы
ражеше представляетъ дробь, числитель которой равенъ единице, 
причемъ знаменатель представляетъ степень числа а , показатель ко
торой равенъ положительному числу (—х). И наконецъ, если х  дробное

т

^ х пчисло вида —, то ах =  а =

Во всемъ нижеследующемъ мы будемъ предполагать, что а есть 
число положительное, и будемъ разсматривать только вещественныя 
и положительный значешя корней.

Намъ остается, для полной общности, определить выражеше а% 
для техъ случаевъ, когда показатель х  есть число иррацкшальное, 
положительное или отрицательное. Для этой цели предварительно до
кажемъ некоторый предложешя.

567. Теорема I. Выъ ращональныя степени положительнаго числа 
суть числа положительныя.■

Предложеше это вытекаетъ изъ соглашешя разсматривать только 
положительныя значешя корней.



566 КНИГА IV. /

568. Теорема I I .  Воь степени, съ положительнымъ показателемъ, 
числа, большаго единицы, суть числа, большгя единицы: всгь же сте
пени, съ отрицательнымъ показателемъ, этого числа суть числа, мень-' 
шгя единицы.

Заключетя будутъ обратный для степеней числа, меныисио еди
ницы.

Положимъ, что а представляетъ число, большее единицы, при-
т

чемъ а п есть степень а съ положительнымъ показателемъ. Имеемъ, 
по опредйлешю,

Ш
П ___ | /  т •а =  у а .

m
( \  J о Такъ какъ а более единицы, то и степень а т ,съ цЬлымъ и поло-

\Т,

71

/
жительнымъ показателемъ т, а следовательно и V ат , суть числа, боль- 

,*Дш ш  единицы. ;,v. ^   ̂ < \

Равенство же а~"‘ —  -4 -^показываетъ, *Что степени съ отрицатель-(X
ными показателями, будучи обратными степенямъ съ показателями по
ложительными, суть числа, менышя единицы.

Наконецъ, положивъ, что а представляетъ число, меньшее еди

ницы, мы можемъ представить его въ виде —-, где ах болееединицы,а!

и тогда равенство:

«1

покажегъ, что значешя х , обращакнщя знаменателя въ числа, боль- 
ппя единицы, дЪлаютъ ах числами, меньшими единицы, и взаимно.

509. Теорема Ilf. Если показатель х  принимаетъ возрастающгя 
рацгональныя значенгя, то выраженге ах или все возрастаетъ, или все 
убываешь; оно возрастаетъ, когда а [бо.те единицы', убываешь, если 
а мен1 ье единицы.

Обозначимъ, въ самомъ деле, буквами р и g рацшнальныя зна
чешя, положительныя или отрицательныя, принимаемым последова
тельно буквою х. Имеемъ:

Но услов1ю теоремы, число q более числа р. Отсюда следуетъ, 
что, при а большемъ единицы, число ач~р будетъ более единицы, и,
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следовательно, ая > ар . Если же а менее единицы, то и ая~р бу
детъ менее единицы, и тогда а'1 <  ар . Итакъ, ах ,при переходе х  
отъ р къ д, возрастаетъ, когда а >  1, и убываетъ, когда а <  1,

570. Теорема IT . Если въ выраженш аа показатель а получаешь 
неограниченный рядъ рацюнальныхъ значенги, имеющихъ пределом* 
нуль, то выражете стремится къ единице.

1° Положимъ, что число а более единицы. Допустимъ, что а стре- - 

мится къ нулю, принимая значешя, представляемый формулою где

п целое положительное число, безконечно возрастающее. По формуле
[5] (564), дающей сумму членовъ геометрической nporpeccin, найдемъ:

1 2_ п—1
I » I n I I w а — 1 1 -(- a  -j- а  ■+ . . . -{“ а =  —------.

а м — 1

Такъ какъ каждое изъ слагаемыхъ левой части этого равенства, 
за исключешемъ перваго, есть число, большее единицы, то вся левая 
часть более ю, а потому

а - 1
— ---- >  п.

а п — 1

Неравенство это даетъ:
i_

M od(aT - l )  < ^ J i

н о —— , начиная съ некотораго п, становится и продолжаетъ быть .

менее всякаго даннаго положительнаго числа е; следовательно, и 
подавно,

M od[cT —  l )  <  г.

Это неравенство говорить, что число 1 есть пределъ, къ которому
1

стремится неременное число а п , при неопред еленномъ возрастанш ю.
Допустимъ, что а приближается къ нулю, принимая кашя ни есть 

положительныя рацюнальныя значешя. Назовемъ буквою п наибольшее

целое число, заключенное въ ; это число будетъ неопределенно 

возрастать при неопределенномъ убыванш а.
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Принимая во внимаше, что п т.-е. а <  получимъ не

равенства (569):
_i_

1 <  аа < а п ,
показываюпйя, что

1
О <  аа—  \ <  а~ — 1.

I
Но а И — 1, по доказанному сейчасъ, стремится къ нулю, при 

неопределенномъ возрастанш п\ следовательно, и подавно, число 
аа — 1 стремится къ нулю при неопределенномъ убыванш а, т. е.
1 есть пределъ аа.

2°. Положимъ теперь, что а <  1. Назовемъ a —  -g - , где Ъ >  1.

Имеемъ:

а’ - р ,  Km(e“) =  щ ^  =  | = 1 .

3°. Предположимъ наконецъ, что а стремится къ нулю, принимая 
звачешя отрицательныя. Назовемъ а =  — (3, где (3 стремится къ нулю, 
принимая значешя положительныя. Имеемъ:

lim (аа) =  Ыт (а-1') =  Пт (Л )  =  — 7 - 3- =  у- =  1 .
V '  Пт {аП 1

571. Опред'Ьлеше выражешя ах. Положимъ, что число х  есть 
число ирращональное, определенное, какъ пределъ ряда рацюналь
ныхъ чиселъ:

Я/ц t %31 • • • i %п> • • • > ' ’ • • ( l )

Разсмотримъ рядъ степеней числа а:

X,  Х2 х ъ Хп X
(X } Й « d • • • • а " , --------а . . .  (2)

Каждое изъ чиселъ этого ряда имеетъ для насъ вполне ясный смыслъ. 
ибо каждое изъ нихъ представляетъ количество съ ращональнымъ 
показателемъ.

Легко показать, что рядъ (2) стремится къ некоторому пределу. 
Для этой цели разсмотримъ выражеше:

Мо> -  „*■) =  Mod[aX- ( a ^ ~ X'  -  1 ) ] .
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или

Назовемъ буквою к конечное положительное число, большее наи
большая изъ чиселъ (2); предъидущее равенство дастъ:

Но рацюнальный показатель (х»+Р — х п) стремится къ нулю, при 
неопределенномъ возрастанш п и при всякомъ целомъ и положитель- 
номър, ибо рядъ(1), по условш имйетъ предйлъ; следовательно (570),

Это неравенство говорить, что необходимое и достаточное услов1е 
существовашя предала для ряда (2) удовлетворено, т.-е., другими 
словами, рядъ (2) стремится къ пределу.

Разсмотримъ теперь другой рядъ ращональныхъ чиселъ:

имеющШ пределомъ то же число х. Подобно предъидущем у докажемъ, 
что рядъ:

стремится къ пределу.
Покажемъ, что ряды (2) и (2 ') стремятся къ одному и тому же 

пределу. Для этой цели разсмотримъ равенство:

M o d ( a n+p— aXn) < l c M o d { a n+p — l) .  . . . (3)

На основанш этого неравенства, неравенство (3) даетъ:

Ун У 2’ У 3

Оно даетъ:



570 КНИГА IV .

Но ращональный показатель Уп сси стремится нулю, при неон ре 
д$ленномъ возрасташи п  (168); следовательно,

M od{a"  ~ Хп —  l ) < - | - ,

а потому, и подавно,

_ _  1 (  Уп ^ ' п \ _
М оа\а — а ) <  е.

г
Уп Хп

Это неравенство говорить, что перемЬнныя числа а и а стре
мятся къ одному и тому же пределу, при неопределенномъ возра
стали  п (170).

Итакъ, следовательно, рядъ (2) имеетъ пределъ, независящей отъ « 
того закона, по которому рядъ ращональныхъ показателей:

*̂1 ?  ̂2 ’ * • • 1 00 п у • • •

стремится къ одному и тому же пределу х.
Предгълъ этотъ называется степенью числа а, съ показателем,ъ

ж, и обозначается знакоположенгемъ: ах-

II. ДМств1я надъ выражешями вида ах.

' 572. Умножеше. Положимъ, что иррацюнальныя числа х  и у опре
делены соответственно, какъ пределы рядовъ ращональныхъ чиселъ г

X j , Х 2

Vi» Уз' • • • • У»* • • • 1

такъ что

X г я„\
х  =  lim(Xn) n=00, у =  , а — limVa )п=00 ,

а — 1гт1 а

ИмЬемь:

х  У 7- ( М  7- (  У»\ 7- ( х » У»\ т- (  Х* +  У Аа • а — 1гт\а ) ■ 1ш\а ) — 1гт\а . а ) — 1гт\а ) =
lim(xn 4- уп) limxn +  limyn х-\-у

— а — а =  а ,

т.-е. при умножены степеней, съ иррацюнальными показателями, 
одного и того же числа показатели складываются.
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573. Дйлен1е. Имеемъ:

lim(Xn — у„) Ит(х„) — Ит(у») х — у 
— а — а —  а

т.-е. при разделены степеней, съ иррациональными показателями, 
одного и того же числа показатели вычитаются.

574. Обобщешя. Прежде чемъ займемся возвышешемъ въ степень 
выражешй вида ах, сдЪлаемъ обобщешя теоремъ II, III и IY. Эти тео
ремы были доказаны для показателей рацюнальныхъ. Покажемъ, что 
оне остаются справедливыми и для иррацюнальныхъ показателей.

1°. Если число а есть число, большее единицы, то его степени, 
съ показателями положительными, суть числа, большгя единицы; сте
пени же его, съ показателями отрицательными, суть числа, меньшгя 
единицы. Результаты будутъ обратные, когда число а есть число, 
меньшее единицы.

Разсмотримъ положительное иррацюнальное число у , какъ пределъ 
ряда возрастающихъ рацюнальныхъ чиселъ:

У и  У‘1> Уз» • • • > Ут • • •

(этотъ рядъ можетъ быть образованъ, напримеръ, при помощи разло- 
жешя у въ непрерывную дробь).

Напишемъ рядъ:

Vi У? Уб Уп
d ч cl 1 а у .  .  .  ,  а у •  •  •

Рядъ этотъ имеетъ пределомъ число ау, и пределъ этотъ, если 
а > ( < ) 1 ,  представляетъ число, большее (меньшее) единицы, ибо 
нашъ рядъ представляетъ возрастающей (убывающей) рядъ чиселъ, изъ 
которыхъ каждое есть число, большее (меньшее) единицы.

Совершенно подобнымъ же образомъ докажемъ и ту часть теоремы, 
которая относится къ отрицательнымъ показателямъ.

2°. Если число а есть число, большее (меньшее) единицы, то сте
пени его возрастаютъ {убываютъ) съ возрасташемъ показателя.

Положимъ, что число а есть число, большее (меньшее) единицы, 
и пусть p > q , где р и q суть числа рацюнальныя или иррацюнальныя.

Имеемъ:



но р — д >  0; следовательно, а?~9 будетъ болI.e (менее) единицы, а 
потому

а? >  ( < ) « ’, ч. и т. д.

3°. Если въ выраженш аа показатель <* стремится къ нулю, при
нимая значешя ращональныя или иррацюналъныя, то само выра
жете стремится къ единицгъ.

Предположимъ, что показатель о есть число положительное, и 

назовемъ наибольшее целое число, заключенное въ буквою w, 
такъ что

1 . . . . 1— >  п, откуда 1 >  ш , а <  —.

Очевидно, что (2°)

Mod(aa — 1 ) < M o d { a "  — l ) ;

но, при неопределенномъ убыванш а, число п неопределенно возра
стаетъ; следовательно,

Mod(a" — l )  <  s,

а потому, и подавно,

Mod {а* — 1) <  е, ч. и т. д.

Если показатель ос есть число отрицательное, то, положивъ 
а =  —  [3, найдемъ:

lim аа =  lim \  — — ~ S \ == 
а*1 Пт (а'  )

4. Если число х , рацгональное или иррацгоналъное, есть пределъ 
ряда чиселъ:

 ̂1» ^2 > ^31 • • • < 1 • • • ,

ращоналъныосъ или ирращональныхъ, то а* есть пределъ ряда чиселъ:

Х х Х 2 Хп
а | я  , . . . ) в , . . . ,

572 - к н и г а  iv.



И въ самомъ деле,

(  х  х п \  Х (  Х п —  Х \  X „  • /  Х п —  Х \
ModXa — а ) ==■ Moda \1 — а ) — a Mod (.1 — а );
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во, начиная съ н-Ькотораго п,

M o d ( l - a "  * ) < j ;
х п —  X

следовательно,

х х„ 
а — а ) < S, ч. и т. д.

575. В озвыш еш е въ степень. Разсмотримъ следующихъ два 
случая:

1°. Возьмемъ ращональное число к; получимъ:

2°. Взявъ же ирращональное число у и разсмотрЪвъ его, какъ 
пред1>лъ ряда ращональныхъ чиселъ:

Результаты (1) и (2) говорятъ намъ что для возвыгиенгя выраже- 
тя а* въ степень, показатель которой у есть число ращональное 
или ирращональное, достаточно умножить показателя х  на показа
теля у.

576. И зв л еч ет е  корня. Разсмотримъ два случая.
1. Возьмемъ ращональное число к\ получимъ:

2. Возьмемъ ирращональное число у , разсмотревъ его, какъ пре
делъ ряда ращональныхъ чиселъ:

У If У2' ’ • * 1 УЛ > • •

найдемъ:

Уп У21 • • • » Уп > • • • »
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у  У п .
V ах —  Urn V ах.

Оно дастъ:

у Уп х 1 ( х \ х г
1 /  * 7- 1л /  I У”) lim<*"> Уу  а =  1гт \ у а ) — тп \а ) =  а =  а■ * =  а . . (4)

Равенства (3) и (4) говорятъ, что для извлечешя корня, показа
тель котораго у есть число ращональное или иррацюнальное, изъ вы
раженья ах достаточно разделить показателя х  на показателя у.

Полученные результаты показываютъ намъ, что действш надъ 
количествами съ показателями ирращональными производятся по тймъ 
же правиламъ, по какимъ они производятся надъ количествами съ 
показателя ращональными.

и примемъ, въ виде определешя, следующее равенство:

§ III. Опред^лете логариема.

577. Сделавъ предъидушдя обобщешя, докажемъ следующую за
мечательную теорему.

Теорема. Если положительное число N  заключено между двумя 
числами ар и а4, где р  <  q, то существуетъ такое значеше г, и только 
одно, заключенное между р  и q, для котораго

а =  N.

Разсмотримъ разность:

а — N

и назовемъ ее, для сокращешя, черезъ Д*, такъ что

Д X =  ax - N .  (1)

По условш теоремы, числа:

Д р =  а р —  N  и Д q— ач —  N  

суть числа противоположныхъ знаковъ. Предположимъ, что

ДР <  0 и Д, >  0.
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Разбивъ промежутокъ (а, Ь) на десять равныхъ промежутковъ:

I I п ъ~ а  I о  Ъ~ 'а  I п  ъ~ а  г. / л ч
_, а > “ цГч_,а~т* • l o - ’v_,а ' ' ~КГ’ *** ’ а ' “То”’v_, ' ( )
' Т  2 3 10

будемъ подставлять въ выражеше А*, вместо буквы ж, последовательно 
каждое изъ одинадцати чиселъ ряда (2), представляющихъ границы 
означенныхъ промежутковъ. Если какой-нибудь изъ результатовъ 
подстановки будетъ равенъ нулю, то теорема доказана, ибо, назвавъ 
буквою г то число ряда (2), которое, • после подстановки, обратило 
выражеше А* въ нуль, получимъ:

аг — N  =  О, откуда ат — N.

Но положимъ, что ни одинъ изъ результатовъ не равенъ нулю. 
Назвавъ первое изъ чиселъ ряда (2), для котораго результатъ под
становки есть положительное число, буквою qx (этимъ числомъ мо
жетъ быть и число q), и обозначивъ предъидущее число буквою р 1} 
найдемъ:

v <o’
Разсуждая относительно промежутка (р1} q,) совершенно такимъ 

же образомъ, какимъ разсуждали относительно промежутка (р, q), 
мы или получимъ такое число, которое, будучи подставлено, вместо 
буквы х, въ выражеше (1), обратить его въ нуль, и тогда теорема 
будетъ доказана, или придемъ къ новому промежутку (р2, q2), для 
котораго:

А < 0  А > 0  п — а — — P -rzl 
Рч 2* ’ Р2 92 Ю Ю2 •

Продолжая разсуждать подобнымъ же образомъ, мы или встретимъ 
число, обращающее А* въ нуль, и тогда теорема будетъ иметь 
место, или образуемъ два неограничеиныхъ ряда чиселъ:

Р, P i, р 2, . . . , р п, . . . ,

2» 0.1> • ■ • t • • • ?

обладающихъ следующими свойствами:
1) Числа перваго ряда, оставаясь менее q, идутъ, не убывая, т.-е. 

первый рядъ стремится къ пределу.
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2) Числа втораго ряда, оставаясь более р, идутъ, не возрастая, 
т.-е. второй рядъ стремится къ пределу.

3) Оба ряда стремятся къ одному и тому же пределу, ибо разность

Рп — qn, равная ^ 1Qng, стремится къ пулю. Назовемъ этотъ пределъ

буквою г.
Образуемъ теперь следующее ряды:

^Р’ ^Pi ’ ’ • • • * ^P'i .....................................

 ̂Я.\1 5 * * ‘ ’ 2̂» .....................................

Легко видеть, что каждый изъ нихъ стремится къ пределу, равному

^  =  ar —  N .

И въ самомъ деле, разсмотримъ разности:

2  =  д,. -  ьр =  ( /  -  n ) -  ( a"  - n ) =  а -  а " ,

2 , =  Дг— \ q =  ( / -  N) -  [ а ° - n ) =  а -  а ’ ";

отсюда

в . - Д ! - . * ’" ') .

Эти равенства говорятъ, что 2  и стремятся къ нулю, т.-е* 
Дг представляетъ общШ предЬлъ чиселъ А^п и A(Jn_

Но все числа ряда (3) отрицательны; следовательно, ихъ иредЬлъ 
отрицателенъ или нуль, т.-е.

А г^О ;

все же числа ряда (4) положительны; следовательно, ихъ пределъ 
положителенъ или нуль, т.-е.

Дг гэ=0.

Отсюда вытекаетъ, что Аг =  0, т.-е.

ar — N =  О, ar =  N , ч. и т. д.

578. Опред,Ьлен1е логариема. Логаривмомъ положительнаго числа Ь, 
при положительном,ъ основанш а, называется показатель степениг
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'ращональный или иррацгональный, въ которую нужно возвысить осно
ванье а для получешя даннаго числи Ь.

580. Теорема. Всякое положительное число Ъ, при положительномъ 
основанш а, не равномъ единицгь, имгъетъ логаривмъ, и  только одинъ.
> И въ самомъ дйлЪ, разсмотримъ выражеше а*.

Положимъ сперва, что основаше а > 1 .  Принимая во внимаше,
что

а~°° =  О, а0 =  1, а°° =  оо,

находимъ, на основанш предъидущей теоремы, что 1) всякому числу Ъ, 
заключенному между 0 и 1, т. е. заключенному между а -00 и а0, отв^- 
чаетъ такое число г, и только одно, заключенное между — оо и О, 
при которомъ

аг — Ь,

причемъ это число г и есть, по определенш, логаривмъ числа Ъ, и что
2) всякому числу 6, заключенному между 1 и оо, т. е. заключенному 
между а0 и 'а°° , отв^чаетъ такое число г, и только одно, заключенное 
между 0 и оо, при которомъ

аг =  Ъ,

причемъ это число г и есть, по опредйленш, логаривмъ числа Ъ. По
ложимъ теперь, что основаше а <  1. Принимая во внимаше, что

а - га=  со, а° =  1, асо=  О,

находимъ, на основанш предъидущей теоремы, при помощи раз- 
суждешй, подобныхъ предъидущимъ, что всякое число Ь, заклю
ченное между 1 и оо, имеетъ логаривмъ г, и только одинъ, заклю
ченный между — оо и 0, и что всякое число 6, заключенное между 
1 и 0, имеетъ логаривмъ г, и только одинъ, заключенный между
О и со. Теорема доказана. Итакъ,

Если основаше логаривмовъ есть число, болыиее единицы, то всякое 
число, меньшее (большее) единицы, имеетъ отрицательный (положи
тельный) логаривмъ, и только одинъ. Если же основанье есть число, 
меньшее единицы, то результаты будутъ обратные.

581. Логаривмъ числа Ъ, при основанш а, означается знакомъ logab, 
такъ что, напримйръ,

2 =  log, 16, y  =  loga2, — 2 =  log5 — y = lo g ^ _ 2  .
4

37
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Предъи дущая теорема даетъ:

1) если я  >  1 и 1 ^  6 ^  со, то 0 ^  loga6 ^  оо ;
2 ) если а  >  1 и , т о  —  о о ^  loga& 0  ;
3) еСЛИ в < 1  И 1 ^ 6 ^ 0 0 ,  то 0 3 =  loga 6 ^  — о о ;
4) если а <  1 и O ^ b ^ l  , то оо ^  logab 0.

582. Совокупность логариемовъ всехъ положительныхъ чиселъ, при 
одномъ и тоыъ же основаши а, образуетъ такъ называемую систему 
логариемовъ.

Очевидно, что, въ какой ни есть системъ логариемовъ, логаривмъ 
единицы равенъ нулю и логаривмъ основашя равенъ единицы.

IY. Обшдя свойства логариоыовъ.

Логариемы одной и той же системы имеютъ замечательный свой
ства, которыя мы и докажемъ.

583. Теорема I. Логаривмъ произведешя нгъсколъкихъ чиселъ равенъ 
суммгь логариемовъ этихъ чиселъ.

Обозначимъ буквами x lt х 2, ..., Хп соответственно логариемы чи
селъ alt a 2> •••» ап ПРИ основаши а. Имеемъ (579):

X1 Х<£ # 3  Хп ---
а = а х , а = а 2, а = а 31 . . .  , а

Перемноживъ эти равенства почленно, получимъ (573):

Ху~\“Х2~\“ ••• + х п 
(X 0/2 • . .  о.п •

Равенство это говоритъ, что

log (ata 2 ... а„) =  хх +  х^ +  ... -\-хп =  lo g ^  + 10g a 2 +  ... - f lo g a , , .

584. Теорема II . Логаривмъ частнаго двухъ чиселъ равенъ разности 
логариемовъ этихъ чиселъ.

Обозначимъ буквами х  и у соответственно логариемы чиселъ Ъ и с. 
Имеемъ (579):

ах =  Ь, ау =  с.

Разделивъ равенства эти почленно, получимъ (573):

Равенство это говоритъ, что

log —■ — х  — у =  log6*— logc.
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585. Теорема I I I .  Логаривмъ степени числа, съ какгцчъ *ни есть по
казателемъ, равенъ произведенью показателя степени на логаривмъ числа.

Обозначимъ буквою х  логариемт, Ъ. ИмЪемъ:

ах =  Ь.

/ Возвысивъ об'Ь части этого равенства въ ю-овую степень, най
демъ (576):

апх =  Ъп.
. Равенство это даетъ:

log(Ь11) — пх =  п . logЪ.

586. €л!>дств1е. Логаривмъ корня равенъ логарчвму подкореннаю 
количества, разделенному на показателя корня.

Имеемъ, въ самомъ деле,

log Ъ =~- log (b* ) —— ~  log & =

587. Предъидупця теоремы могутъ бить формулированы такимъ 
образомъ:

m^ogx,  -j- w 2logж2 —f- . . .  -f- mn\o%xn =  logz,

где число г связано съ числами х х, х г, , х„ следующею простою 
алгебршескою зависимостью:

т! ж 2 т„
Z —  X , Хь . . . Х п .

При помощи предъидущихъ теоремъ мы можемъ, зная логариемы 
«•Ьсколькихъ данныхъ чиселъ, найти логариемы чиселъ, равныхъ: 
произведена степеней данныхъ чиселъ; частному отъ разд£летя сте
пеней этихъ чиселъ; корню изъ частнаго, полученнаго отъ разд'Ьлешя 
степеней этихъ чиселъ, и т. д.

Примеры. 1°. Зная log2, определить логариемы: 8, ^ , |/32, и т. д.о4
Имеемъ:

* log8 =  log(23) =  3log2, log ^  =  log ~  =  log 1 — 5 log2 =  — 5 log2, 

log j /  3 2 = lo g j/2 3 — |-1  g 2.
3 ___

2- bg ] /  ^  =  Y  (2 log a +  logb — 21og c).

3. log 13/ a 3- ft3 =  log V ( a - b )  (a2 -+ ab +  b2) =  j  | log(a — b) +

+  log (a2 +  ab b2)].
3 7 *
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•К- § V. Логариемы, разсматрнваемые, какъ члены прогрессш.

588. Другое опред^лете логариемовъ. Разсмотримъ геометри
ческую прогрессш:

~тт 1, д. д2. • . . , д’\  aw+1, . . •

начинающуюся съ единицы.
Назовемъ логаривмъ числа q, при какомъ-нибудь основанш, 

буквою х. Логариемы различныхъ членовъ этой прогрессш, при томъ 
же основанш, соответственно будутъ:

О, х , 2х, Ъх, . . . , пх. (п +  \ )х,  . . -

Итакъ, если числа образуютъ геометрическую прогрессш, начинаю
щуюся съ единицы, то логариемы ихъ (579) образуютъ ариеметическую 
прогрессш, начинающуюся съ нуля• Вставимъ теперь некоторое число к 
среднихъмежду каждыми двумя последовательными членами обеихъ про- 
rpeccift. Говорятъ, что числа, введенный въ ариеметическую прогрессш, 
суть логариемы соотвтпетвующихъ чиселъ, введенныхъ въ геометри
ческую прогрессст. Нокажемъ, въ самомъ деле, что следств1я, выте
кающая изъ этого определев!я, согласуются съ теми, которыя мы 
дали выше (578). И въ самомъ деле, вставивъ к среднихъ между 
членами qn и qn+1 прогрессш геометрической и к среднихъ . между 
соответствующими членами пх и (п +  1)х прогрессш аривметической, 
мы образуемъ новыя прогрессш, знаменатели которыхъ соответственно 
суть:

х
2 +  1‘

Числа, занимающая р-°выя места, за членами пх и qn, въ ирогрес- 
с!яхъ ариеметической и геометрической, соответственно суть:

х /*-и — у
пх - г р  • > 2п • [ V q } .

Но

З. . р г ) р= ^ ,

**+!>■  Г + 1  = * ( " + * + - [ ) •

Такъ какъ х  есть логаривмъ q, то второе изъ этихъ чиселъ пред
ставляетъ логаривмъ перваго (585).

fc+i.— 
V t ,
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. Итакъ, вставивъ одно и то же число среднихъ между каждыми 
двумя послгъдователъньгми членами обтюсъ npoipecciu, введемъ въ арив- 
метическую прогресст логариемы соотвгыпствующихъ чиселъ, введен- 
ныхъ въ прогресст геометрическую.

589. Взаимно. Мы видели, что система логариемовъ, опред^лен- 
ныхъ, какъ показатели степеней, можетъ всегда вытекать изъ 
разсматривашя двухъ, приличнымъ образомъ выбранныхъ, прогрешй. 
Можно показать взаимно, что система логариемовъ, определенная 
двумя какими ни есть прогрессгями, удовлетворяетъ опредгьлетю, 
данному въ (579).

Разсмотримъ д в е  nporpeccin:

\ 1, q, . . . , qu, . . .
I 0, о, 2о.............»8, . . . ,

•одну—геометрическую, начинающуюся съ единицы, другую— ариемети- 
ческую, начинающуюся съ нуля. Назовемъ члены ариеметической 
nporpeccin логариемами соответствующихъ членовъ nporpeccin геоме
трической.

Положимъ:

qn =  ?, по =  v,

причемъ у есть логаривмъ р. Изъ втораго равенства находимъ: п=-Х -; 

подставивъ значеше это въ равенство первое, получимъ:

4- -

q = [3 , или (g 5 )Y= p .

Равенство это говоритъ намъ, что у есть показатель степени, въ

которую нужно возвысить постоянное число (q 0 ) для того, чтобы 
получить р. Отсюда следуетъ, что у есть логаривмъ Р, взятый въ

системе, основаше которой равно q 0 .

§ VI. Различный системы логариемовъ.

590. Пёреходъ отъ одной системы логариемовъ къ другой.
Положительное число а, не равное единице, которое, будучи возвы
шаемо во всевозможный степени, образовываем всевозможный поло
жительныя числа, мы назвали основангемъ разсматриваемой системы



логариомовъ. Изменяя основаше мы изменяемъ логаривмъ числа, за 
исключешемъ логаривма единицы. Легко показать, однако, что отно
шенье между логаривмами одного и того же числа остается постоян- 
нымъ. Оно называется модулемъ новой системы относительно старой.

Возьмемъ два какихъ-нибудь основашя: а и а. Разсмотримъ 
число Ъ и назовемъ его логариемы въ двухъ системахъ соответственно 
буквами х  и х г  Получимъ:

[1] а =  Ъ, а 1 =  Ъ. [2]

Возьмемъ логариемы обеихъ частей равенства [1] въ системе, 
основаше которой•равно а. Найдемъ:

x\og^a =  \ogJ). j-3 j

Принимая же во внимаше, что х  представляетъ log & въ системе,, 
основаше которой равно а, найдемъ изъ равенства [3]:

log„b =  log,6 . j j L -
с а

Итакъ, отнотенге логариомовъ числа Ъ въ системахъ, основашя ко
торыхъ соответственно суть я и а, есть постоянное число, равное loga<z.

Мы могли бы взять логариемы обеихъ частей равенства [2], дей
ствуя въ системе, основаше которой равно а, и получили бы:

log « =  log 6, а а

или, принимая во внимаше, что х х представляетъ log & при осно- 
ванш а,

1
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l°g ^  =  ,oga

т.-е. отношенге логариомовъ числа Ь, взятыхъ соответственно въ си

стемахъ, основашя которыхъ суть а и а, равно у ^ —• Выше мы
а

нашли для этого отношешя число logaa. Для того, чтобы результаты 

эти совмещались, необходимо:

1log а =
а



Это равенство можемъ получить, положивъ:

log а — у, log a — z\ 
a я

откуда, по определенш,

а4 =  а , а‘ =  а.

Внося во второе уравнеше значеше а, получаемое изъ перваго, 
будемъ имЪть:

уз
а —  а ,  откуда yz =  \.

*  591. Н атуральны е логариемы. Разсмотримъ двй прогрессш: -

т г  1, ( l- ) -* )2, ( 1 " Ь а)3, . • • , ( 1 + а)"\ • . •
- г  1, Р , 2? , 3,3 , . . .  , т р ..............

одну—геометрическую, начинающуюся съ единицы, другую—ариеме
тическую, начинающуюся съ нуля.

Числа нижней прогрессш будутъ логариемы соотв'Ьтствующпхъ 
чиселъ верхней прогрессш. Положимъ, что а представляетъ безко
нечно малое число, тогда и (3 будетъ безконечно мало. Основаше 
разсматриваемой системы логариемовъ будетъ следующее (588):
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а ^

Самая простая и естественная система логариемовъ будетъ, оче

видно, та, при которой lint (—) —  1. Для подобной системы ло-
' Я ' а= 0

гариемовъ основашемъ служитъ предгьлъ, къ которому стремится 
1_

выражеше ( l - j -c t )a въ то время, какъ а стремится къ нулю. Мы 
покажемъ сейчасъ, что пределъ этотъ существуетъ и не зависитъ 
отъ того закона, по которому а стремится къ нулю.

*  592. П р еделъ  вы раж еш я (1 -{ -а )а . Положимъ въ этомъ выра- 

женш а =  -i-. Выражеше приметъ форму ^1 Н- —) . При стремленш a



къ нулю, число п будетъ неопределенно возрастать. Итакъ, дока

жемъ, что выражеше ( l  +  > ПРИ неопределенномъ возрасташи п,

по какому ни есть закону, стремится къ конечному и определенному 
пределу.

Разсмотримъ отдельно несколько случаевъ:
1°. п возрастаетъ, принимая игълыя и положительныя значенгя. 
Возьмемъ два неограпиченныхъ ряда чиселъ:

( l  +  y ) .  ( !  +  т ) »  ( 1 +  i ) ’ -» ( 1+ ^ ~ т )  ’ ( 1_Ь ^ )

( l - f y )  , ( i  +  i )  » ( г +  т ) »  •••» ( l +  ^ )  ’ +  [2].

Докажемъ, что рядъ [1] есть рядъ возрастающей и рядъ [2] есть 
рядъ убываютпдй. Разсмотримъ, для этой цели, тождество

=. а”- 1 +  ап~2 & + . . . +  аЪл~* +  6я" 1.

Допустивъ, что а > Ъ ,  получимъ, на основанш этого тождества,

> » . * - • .  м
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п

Мы можемъ положить зд есь ,ч то а=  и 6 =  1 —[— ибо тогда,

действительно, а >Ъ. Тождество [?] даетъ намъ:

( i + ^ - л Г  >  [ ( > + d n ) ’-  ( > + Ш  ( » - 1) >  ( i + т

Разобьемъ неравенство [[3] на два неравенства:

( 1 + s r i ) * " ’ >  [(•  + г = т )  -  ( ' + 1 Г ] {п -  »• м

[ ( и - ^ г т ) - ( i - b i ) l  ( » - 1 , >  ( i + i ) - 1. г а

Разсмотримъ сперва неравенство [ y j . Оно даетъ:

Вынося, въ правой части этого неравенства, множителя

К 4 Г



за скобки и сокративъ все неравенство на ( п — 1), найдемъ:

(1+ ¥ ) " >  (1+;г-'т)* '•

Неравенство это говорить намъ, что числа ряда [1] возрастаютъ. 
Обратимся теперь къ неравенству [о].

Раздйливъ обй части его на ( п — 1) и перенеся, зат£мъ, некоторые 
члены изъ одной части неравенства въ другую, найдемъ:

(1 +  ‘  ) * > ( 1 + ± ) * + Л  +  1 ) м  . - Ц .V ' п — 1) \ 1 п/  ' V п 1 п — 1 

Вынося, въ правой части, множителя ( l  -}- за скобки, найдемъ:

( ! + } г г т )  > ( 1+ i )  i x « + 1)]'

Принявъ во внимаше, что -^ rzri мы можемъ, не на-
V п 1рушая неравенства, замънить меньшимъ числомъ —, и тогда

( ] +;r=-i) >  ( ' + ! ) ” ( 1 + i )-  и,и ( 1+ d r i ) " > ( 1 +  i ) " +1-

Неравенство это говорить намъ, что числа ряда [2] убываютъ. 
Принимая же во внимаше, что первое изъ чиселъ этого ряда равно 4, 
заключаемъ. что каждое изъ чиселъ ряда [2] менее 4. Разсматривая 
теперь два соотвйтствующихъ члена нашихъ рядовъ:

( i + i ) 4 + i r
непосредственно видимъ, что первый членъ менее втораго, а следо
вательно, и подавно, мен^е 4.

Итакъ, числа ряда [1], возрастая, остаются жнее 4. Отсюда 
заключаемъ, что числа этого ряда стремятся къ пределу (171).

Докажемъ, что числа ряда [3] стремятся къ тому же пределу. 
Для этой цели достаточно будетъ показать, что разности между соот
ветственными членами обоихъ рядовъ могутъ быть сделаны сколь 
угодно малыми (170].

Разсмотримъ разность:
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Она, всл£дств1е того, что менее четырехъ, причейъ

дробь можетъ быть сделана сколь угодно малою, представляетъ

безконечно малое число.
Итакъ, числа рядовъ [1] и [2] стремятся къ одному общему 

пределу, меньшему четырехъ.
Пределъ этотъ обозначается въ математике буквою е и служить 

основашемъ натуральныхъ логариемовъ.
2°. п возрастаетъ, принимая как'ья ни есть положительныя зна- 

ченгя. Всякое значеше, принимаемое п, очевидно, заключепо между 
двумя целыми числами р к р - { - \ ,  рядомъ стоящими, т.-е. р <  п < р - \ - 1, 
причемъ р, съ возрасташемъ п , возрастаетъ. Напишемъ неравенства:

Они могутъ написаться такимъ образомъ:

_ 1  \ р + 1

\ п

Крайшя выражешя, по доказанному сейчасъ, стремятся къ е, ибо 

числа и (* i ) стремятся къ единице. На основанш

этого заключаемъ, что ( l “r ~ )  стремится, съ возрасташемъ п, къ 

числу е
3°. п возрастаетъ, принимая катя ни есть отрицательныя зна

ченья. Обозначимъ п =  — jj-, где уь возрастаетъ, принимая значешя 
положительныя.

Имеемъ тождественно:

(1+ ^ Г = ( 1- г ) ^ = ( - ^ Г = ( ^ 1 Г = ( 1+ ^ Г =

- ( 1+ ^ Г Ч ‘ + г Ь )-

Принимая во внимаше, что, по доказанному, ^1 +  ~ г у ) ” 1 стре

мится къ е, причемъ 1 -)---- — г стремится къ единице, заключаемъ,
К* *

( 1 \п1 +  —) стремится къ е.
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Итакъ, выражете  ̂1 , при неопределенномъ возрастанш п,

стремится къ конечному и определенному пределу е.

*  593. 0тлич1в одной системы логариеловъ отъ другой. Мы ви
дели (591), что, написавъ вей числа, болышя единицы, какъ члены 
геометрической прогрессш:

%

-н- 1, (1+ « ). (1 +«)*, . . . , (.1 4 - « г, . . . ,

где а есть безконечно малое число, мы получимъ, для логариемовъ 
этихъ чиселъ, ариеметическую прогрессш:

л  О 0 2  Ъ<п
. .  Г »  Г  > • •  • > I > • * • >

гд'Ь (3 будетъ также безконечно малымъ числомъ.
Ясно, что одна система логариемовъ будетъ отличаться отъ.другой 

тймъ закономъ, по которому (3 стремится къ нулю въ то время, какъ 
а стремится къ нулю, или, другими словами, тймъ предйломъ, къ

/ 8 \
которому стремится отношеше Самая естественная система бу

детъ та, при которой пределъ этого отношеЕпя равенъ единиц^, и

тогда основан1е системы есть пред'Ьлъ выражешя ( I —J— ос) ® , при стрем
ленш а къ нулю, равпый числу е. Вей же остальныя осповашя могутъ 
быть выражены формулою:

_  lim ( у )
Х \ Р 'а=0.

Возьмемъ какое-нибудь число А , и пусть

log хА  =  у, loge А  == z.

Имйемъ: хг/ =  А, е* =  А; отсюда ху =  ег. Заменяя здйсь х  его 
значешемъ, найдемъ:

У •  Um ( - г г )  
е '  р I — ег,

откуда

// . lim =  z,

или же
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Мы видимъ, следовательно, что lim  Н Ч , характеризую т^ си

стему, есть тотъ множитель, на котораго нужно умножить натураль
ный логаривмъ числа для того, чтобы получить логаривмъ того же 
числа въ разсматриваемой системе.

Мы назвали этого множителя модулемъ (590) разсматриваемой 
системы. Можемъ сказать, что натуральная система логариемовъ есть 
такая система, модуль которой равенъ единице.

#  594. Логариемы Непера. Изобретатель логариемовъ Неперъ 
(1550— 1617) разсматривалъ логариемы, какъ члены ариеметической 
nporpeccin, но логариемы Непера не суть показатели степеней одного 
и того же основашя. Логариемы Непера связаны съ логариемами нату
ральными следующимъ соотнотешемт.:

Соотношеше это говорить намъ, что логариемы Непера убываютъ 
съ возрасташемъ числа. Мы здесь не можемъ останавливаться на 
этомъ вопросе. Желающимъ ознакомиться съ нимъ рекомендуемъ 
-сочинеше:

Gunther. Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der Matheiiia- 
■tischen Wissenschaften. Leipzig. 1876.

595. Логариемы обыкновенные. Натуральные логариемы неу
добны при численныхъ вычислешлхъ. При этихъ вычис.пешяхъ упо
требляются логариемы, основашемъ которыхъ служить 10. Логариемы 
эти называются обыкновенными. Мы объяснимъ теперь употреблеше 
этихъ логариемовъ и ихъ приложешя.

596. Обыкновенные логариемы. Логариемы, основашемъ которыхъ 
служить число 10, называются обыкновенными или Ершовыми.

Въ этой системе логаривмъ всякой степени десяти равенъ показа
телю степени, ибо

Логариемы всехъ чиселъ, не представляющ ихъ изъ себя степеней 
десяти съ рацгональными показателями, суть числа ирращональныя.

logyM = 107 . log,—

§ VII. Обыкновенные логариемы.

log 10”' =  т log 10 — т.
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597. Х арактеристика и мантисса. Представимъ себе, что все 
числа, логариемы которыхъ ищутся, и все логариемы выражены де
сятичными дробями. Некоторыя изъ техъ и другихъ дробей будутъ 
конечными, некоторый—безкопечными перюдическими и, наконецъг 
некоторый — безконечными неперюдическими. .

Разсмотримъ два случая.
1°. Данное число А  есть число, большее единицы. Мы знаемъ, что 

подобное число имеетъ положительный логаривмъ (580). Положимъ, 
что число А  таково, что

10"*^ А  <  10m+S

т.-е. положимъ, что целая часть числа А  состоитъ изъ (m -j- 1) цифръ. 
Логаривмъ этого числа назовемъ буквою у. Онъ удовлетворяетъ, сле
довательно, такому услов1ю:

т ^ у  <  (ж  - j-  1).

Неравенства эти говорятъ намъ, что целая часть логаривма со
стоитъ изъ т цифръ. Целая часть логаривма называется его характе
ристикою; дробная же часть, представленная въ виде десятичной 
дроби, конечной или же безконечпой, называется мантиссою.

Предъидупий результатъ показываетъ, что характеристика лот-• 
ривма числа, большаго единицы, равна числу цифръ въ целой части 
числа, уменьшенному единицею.

Примгьры. log 1000 =  4,0000000.

log 1/1000=1,50000000. 

lo g }/100 =  0,66666666 . . . 
log 372,5 = 2 ,  . . . 

log ^ 6 1 2  =  0, . . . 

log =  log 31,8 д= 1, . .  .

Здесь точки, поставленный после запятой, заменяютъ неизвестные де
сятичные знаки мантиссы.

2°. Данное число А  есть число, меньшее единицы. Подобное число 
имеетъ отрицательный логаривмъ (580). Положимъ, что число А  
удовлетворяетъ условш:

А  <  1 0 -”'.

(Напримеръ, если J .  =  0,01, то оно удовлетворяетъ неравенству:
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10—3 =  0,01 <  10-1 ; если А  —  0,0376, то оно удовлетворяешь нера
венству: 10~2 <  0,0376 <  1 0 -1 ).

Въ подобномъ числе А , изображенномъ въ виде десятичной дроби, 
число нулей, помещепныхъ нередъ значущими цифрами, равно (т -\- 1)-

Назовемъ логариемъ числа А  буквою у. Онъ удовлетворяетъ еле- 
дующимъ неравенствамъ:

— (т -f- 1) ^ .(/ <  — т,

т.-е. у равенъ отрицательному целому числу — (т -f- 1), сложенному 
съ некогорымъ положительнымъ числомъ, менынимъ единицы.

Отрицательное целое число называется характеристикою л о га
ри ома*, положительное же число, меньшее единицы, будучи представлено 
въ виде десятичной дроби, конечной или бесконечной, называется 
мантиссою. Предъидущдй результатъ говорить намъ, что логариемы 
чиселъ, меныиихъ единицы и изображенныхъ въ видгь десятичныхъ дро
бей, состоятъ изъ отрицательной характеристики и положительной 
мантиссы. Модуль (19) характеристики равенъ числу нулей, помгъщен- 
ныхъ передъ значущими цифрами разематриваемаю числа. Пишутъ 
обыкновенно такимъ образомъ:

l o g J . = — (m -j— 1) —f— 0, . . .  = ( ш  +  1), . . .

Примеры, log 0,01 =  2,00000000.

log 1^0,00001 =  3,50000000.

5  
Въ этомъ примере логариемъ равенъ — — =  — 2,5 =  3,5.

logV <Х21б =  log(0,4 . . . ) = Х  • • •

598. Зам ^чаш е. Изложенное выше показываетъ намъ, что обык
новенные логариемы чиселъ, изображенныхъ десятичными дробями, 
имеютъ то преимущество передъ логариомами другой системы, что 
мы можемъ легко определить логариемъ числа, съ точностью до еди
ницы, съ избыткомъ и съ недостаткомъ.

599. Свойство характеристики. Характеристика логариема обла
даетъ следующимъ свойствомъ: отъ умноженгя числа на степень де
сяти. съ показателемъ щълымъ, положительнымъ или же отрицатель
нымг», мантисса логариема не изменяется, причемъ характеристика 
увеличивается или же уменьшается на модуль (19) показателя этой 
степени десяти.
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И въ самомъ деле, иоложимъ, что
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logJ.=£>, .  .  ,  ,

где р  представляетъ характеристику логариема.
Получимъ (583):

log(J. . 10m)==logJ.--(-w log 10 = р ,  . . . - f  т =  (р т), . . . 
log(J. . 10-m) =  log A  — mlog 10 = p , . . . — m =  (p — m), . . .

Доказанное свойство приводить нахождеше логариема конечной деся
тичной дроби къ нахожденш логариема целаго числа, полученнаго после 
откидывашя запятой въ данной дроби. И въ самомъ деле, это отки- 
дываше запятой равносильно умножешю дроби на некоторую степень 
десяти; мы же знаемъ, что, отъ подобнаго умножешя, мантисса не 
изменяется; для насъ-же и важна мантисса, ибо характеристика 
узнается непосредственно.

600. IIocTpoeHie таблицъ. Въ таблицахъ помещаются только 
логариемы целыхъ чиселъ. Такъ какъ, вообще, все эти логариемы 
иррацюнальны, то мантиссы ихъ вычисляются только съ известнымъ 
приближешемъ; ограничиваются вообще, при самыхъ тонкихъ вычи- 
слешяхъ, семью или восемью первыми десятичными знаками. Опреде- 
леше, данное нами въ (588), позволяетъ найти приближенное значе
ше логариема числа. И въ самомъ деле, вставивъ въ геометрическую 
nporpeccifo достаточное число среднихъ, мы определимъ два после- 
довательныхъ члена геометрической прогрессш, заключающих!, данное 
число. Логариемы этихъ чиселъ представятъ приближенныя значешя

- логариема даннаго числа.
Мы могли бы также вычислить логариемъ числа съ желаемымъ 

приближешемъ, разложивъ его въ непрерывную дробь.
Все эти способы слишкомъ длинны и трудны. Виоследствш мы 

дадимъ более быстрыя методы для вычислешя логариемовъ.
Цримпръ. Определить логаривмъ 1855. Такъ какъ число 1855 заключено 

между 1000 и 10000, то логариемъ его заключенъ между 3 и 4. Вставивъ 
одно среднее между 1000 и 10000 въ геометрическую nporpeccifo и одно сред
нее между 3 и 4 въ ярнвметическую прогрессш, найдемъ:

а  =  ]/Ю 00. 10000=3162,27766 

для перваго средняго и 3,5 для втораго. Итакъ,

3,5 =  log а =  log 3162,27766.

Такъ какъ 1855 заключено между 1000 и а, то логариемъ его заключенъ 
между 3 и 3,5. Вставивъ среднее между 1000 и а въ прогрессш геометриче-



592 КНИГА IV .

скую и средвее между 3 и 3,5 въ nporpecciio ариеметическую, найдемъ: для
/------- 3-4-3 5перваго Ъ =  у  1000а =  1778, 2794 и для втораго =  3,25. Итакъ,

3,25 =  log Ъ =  log 1778,2794.

Такъ какъ 1855 заключено между а  и Ь, то логарпемъ его эаключенъ 
между 3,25 и 3,5.

Вставивъ два новыхъ среднихъ, найдемъ, обозначивъ первое буквою с, 

3,375 =  log^ ab =  log 2371,3737 =  log с.

Новое дМств!е даетъ:

3.3125 =  log У  be =  log 2053,5250 =  log d.

Продолжая вычислешя, образуемъ следующую таблицу:

3,5 =  log a =  log3162,27756.

3,25 -  log р 1000а =  logb =  log 1778,2974,

3,375 =  log \ / ab =  log с =  log 2371,3737,

3.3125 =  log У  be — log d =  log 2053,5250,

3,28125 =  log \ /  bd =  lo g e=  log 1910,95294,

3,265625 =  log ]/be =  log f =  log 1843,42296,

3,2734375 =  log У  e f  =  logg =  log 1876,8843,

3,26953125 =  log V fg  =  log h =  log 1860,0784,
3,26767811 =  log Y fh  =  log * =  log 1851,7321,

3,36855469 =  log ] /hi =  log к =  log 1855,9005,

3,26806641 =  log] /ik  =  log I =  log 1853,8151,
3,26831065 =  log]/ Ы_ =  logw =  log i 854,8575,
3,26843262 =  log \/k m  =  logw =  log 1855,3789.

Сравнивъ, съ одной стороны, п  и т  и, съ другой стороны, к и т, найдемъ:

п  =  1855,3789 к =  1855,9005
т =  1854,8575 т  =  1854,8575

откуда: п — т =  0,5214, к — т =  1,0430.

Мы видимъ, что (п — т) равно почти что половине (к — т).
Сравнив*, въ то же время, съ одной стороны, logw и logw и, съ другой, 

log к и log m, получимъ:

log п =  3,26843262, log к =  3,26855469,
logm =  3,26831055, logm =  3,26831055,

откуда: logw — logm =  0,00012207, logfc — logw =  0,00024414.
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Мы видимъ, что (log «  — log ж) равенъ половин^ (log к — log т).
Итакъ, разности между числами относятся между собою, какъ разности 

между ихъ логарпемами.
Допустивъ эту пропорцюнальность, мы найдемъ непосредственно лога

риемъ 1855. Разсуждаемъ такпмъ образомъ: если разности между числами п 
и иг, равной 0,5214, отв^чаетъ разность ихъ логариемовъ, равная 12207 еди- 
нидамъ восьмаго иорядка, то какова разность х между логариемами чиселъ 
1855 и 1854,8575, имйющихъ разностью 0,1425? Найдемъ:

12907.1425
= 3336 единицамъ 8-го порядка.5214

Нрибавивъ число это къ логарнему т, получимъ

log 1855 =  3,26834391.

601. Употреблеше логарпвмическнхт» таблицъ. Доказанныя 
выше свойства логариемовъ показывають, что умножете н'Ьсколькихъ 
множителей можетъ быть заменено сложенгемъ ихъ логариомовъ; дп>~ 
ленге—вычитатемъ двухъ логариемовъ; образованге степени—умноже- 
нгемъ логариема числа на показателя; и, наконецъ, извлечете корня— 
дгьлетемъ логариема числа на показателя корня.

Для того, чтобы можно было пользоваться этими упрощешями, 
необходимо им^ть таблицы логариемовъ и уметь находить логариемъ 
даннаго числа и число, соответствующее данному логариему.

Для объяснешя употреблешя логариемическихъ таблицъ мы возьмемъ 
Жогаривмичеайя и Триюнометричешя таблицы Веги, обработанным 
Бремикеромъ.

Въ таблице 1-й находятся все числа отъ 1 до 100000 съ ихъ 

логариемами, вычисленными съ точностью до сь недостат

комъ или съ избыткомъ. Для удобства помещены сперва трехзначныя 
числа съ ихъ логариемами. Впрочемъ, въ этомъ нетъ надобности, 
ибо rj> же числа и логариемы встречаются далее.

Задача I. Найти логаривмъ даннаго числа.
Въ таблицахъ помещены только мантиссы, ибо характеристики 

определяются непосредственно безъ помощи таблицъ. Могутъ встре
титься следующее случаи.

1°. Въ данномъ числгь не болгье 3 цифръ. Мантисса логариема этого 
числа помещена на одной изъ первыхъ 5 страницъ. Въ столбце N  
находимъ число и рядомъ съ нимъ, въ горизонтальномъ направлеши, 
въ столбце Log, мантиссу логариема этого числа.

ПримЬрй. log 72,3 =  1,8591383; log 0,00392 =  3^5932861.
38
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При нахожденш этихъ логариемовъ лы откидываемъ запятыя и 
ищемъ логариемы чиселъ 723 и 392, ибо, вследств1е этого откидыва- 
шя, мантиссы не изменяются; характеристики же определяются непо
средственно.

2°. Данное число состоитъ изъ четырезсъ цифръ. Положимъ, что 
данное число равно 0,7998. Отбрасываемъ запятую и разсматриваемъ 
числ\) 7998. На странице 145 въ столбце N  мы находимъ это число. 
Идя по горизонтальному ‘направлешю отъ этого числа, мы, въ первомъ 
вертикальномъ столбце, въ заголовке котораго помещенъ 0, встре- 
чаемъ число 9814; число это представляетъ четыре последшя цифры 
мантиссы; первыя же три м,ы находимъ въ этомъ же вертикальномъ 
столбце, идя вверхъ до встречи съ первымъ числомъ изъ семи знаковъ; 
первыя три цифры этого числа и суть вервыя три цифры нашей 
мантиссы.

Примеры, log 0,7998 =  1, 9029814; log 32,61 =  1, 5135508.

3°. Данное число состоитъ изъ пяти цифръ. Положимъ, что дано 
число 32,695. Отбрасываемъ запятую и разсматриваемъ число 32695. 
Для нахождешя мантиссы логаривма отбрасываемъ последнюю цифру 5 
и ищемъ въ столбце N  число 3269. Оно помещено па 51 странице. 
Идемъ теперь, но горизонтальному направлешю, отъ этого числа до 
вергикальнаго столбца, въ заголовке котораго помещена отброшен
ная нами ццфра 5. Всгречаемъ число 4813, представляющее четыре 
последшя цифры мантиссы. Для нахождешя первыхъ трехъ цифръ 
возвращаемся назадъ до вертикальнаго столбца, въ заголовке кото
раго 0, и идемъ по этому столбцу вверхъ до перваго числа, изобра
ж енная семью цифрами; первыя три цифры этого числа и суть пер
выя три цифры нашей мантиссы.

Итакъ, log 32,695 =  1,5144813.
Возьмемъ еще примеръ. Дано число 38999000. Отбрасываемъ нули 

и разсматриваемъ число 38999. Откидываемъ пятую цифру 9 и на 
странице 63 въ столбце N  находимъ число 3899; идемъ, nq гори
зонтальному направлешю, до столбца, въ заголовке котораго помещена 
откинутая нами цифра 9, и встречаемъ число 0535, представляющее 
четыре последшя цифры мантиссы; мы замечаемъ, что надъ цифрою О 
помещена черточка; это показываетъ, что для нахождешя первыхъ 
трехъ цифръ мантиссы мы должны возвратиться назадъ къ столбцу О 
и идти по этому столбцу не вверхъ, а впизъ до числа, изображеннаго 
семью знаками. Первые три знака и будутъ первыя три цифры мантиссы.

Итакъ, log 38999000 =  7,5910535.

4°. Число состоитъ более чемъ изъ пята цифръ. Нахождеше 
мантиссы логаривма этого числа основано на следующемъ свойстве,
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которое мы здесь принимаемъ безъ доказательства: если данныя числа 
болгье 10000, причемъ разности между ними не превъгшаютъ еди
ницы, то, безъ чувствительной ошибки, мы можемъ принять, чт!о 
разности между числами относятся между собою, какъ разности 
между ихъ логаривмами. Обозначивъ буквами а, Ъ, с три числа, удов
летворяются этимъ услов1ямъ, получимъ пропорщю:

log с — log а _с — а ппгг шггп ыан. logc — мао. lo g a__ с —а
log i> — loga-  Ъ — а ’ ИЛИ же май. log Ъ — май. log а Ь —а

Возьмемъ число 672,398999. Для нахождешя мантиссы переносимъ 
запятую на столько знаковъ, чтобы въ целой части образовалось пя
тизначное число, въ данномъ случай 67239,8999. Назовемъ:

log 67239,8999 =  х.

Находимъ въ таблицахъ логариемы чиселъ: 67239 и следующего 
67240; получимъ:

log 67239 =  4,8276212, 
log 67240 =  4,8276277.

Найдемъ разность между искомымъ логариемомъ х  и ближайтимъ 
меныпимъ, помещеннымъ въ таблицахъ, т.-е. между 4,8276212. Обо
значимъ разность эту буквою Д.

Числа: (67239,8999), 67239 и 67240 более 10000, причемъ раз
ности между ними не превышаютъ единицы; следовательно, мы можемъ 
писать пропорцш:

Д _  08999  ̂ откуда д _65**0 .8999  =  58А"б045.
65А' 1

Такъ какъ мы ограничиваемся только семью десятичными знаками, 
то въ полученномъ значешй для Д откидываемъ число после запятой, 
представляющее совокупность стамилшнныхъ и более мелкихъ долей, 
соблюдая всегда такое правило: если откидываемая часть менее 5 
стамиллюнпыхъ, то мы просто откидываемъ ее; если же она более 
или равна 5 стамиллюннымъ, то, откидывая ее, прибавляемъ къ 
къ цифре остающихся десяти миллшнныхъ единицу.

Въ натемъ случае беремъ Д =  59А\  Для нахождешя искомой 
мантиссы прибавляемъ къ мантиссе ближайшаго меньтаго логариема, 
т.-е. къ 8276212, найденное Д. , •

Итакъ, log 672,398999 =  2,8276212 + 59я” =  2,8276271.
3 3 *  .
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Получаемъ такое правило: .для подъискангя логаривма числа, со-
стоящаго более чемъ изъ пяти цифръ, беремъ число, образованное 
первыми пятью цифрами, находимъ въ таблицахъ мантиссу его лога- 
ривма и выписьгваемъ ее' Умножаемъ разность между мантиссою, по
мещенною рядомъ съ выписанною мантиссою въ следующем^ верти- 
калъномъ столбце, и выписанною мантиссою на число, образованное 
цифрами, следующими за пятою цифрою даннаго числа; въ получен- 
номъ произведенш отделяемъ отъ правой руки къ левой запятою 
столько десятичныхъ знаковъ, сколько цифръ числа следуютъ за пятою 
цифрою; откидываемъ все цифры, стоягцгя направо отъ запятой, 
прибавляя къ последней цифре остающагося числа единицу, если 
первая откидываемая цифра не менее 5 и не прибавляя ничего, если 
эта цифра менгье 5. Цолученное число подписываемъ подъ выписанною 
мантиссою отъ правой руки къ левой и складываемъ. Сумма пред
ставить мантиссу искомаго логаривма. Характеристика определяется 
непосредственно.%

Умножеше 65д'"' на 0,8999 мы можемъ произвести последо
вательно, умножая 65 я*' на цифры 8, 9, 9 и 9. Произведешя эти 
уже вычислены въ табличке, помещенной подъ 65 въ последнемъ 
вертикальномъ столбце, въ заголовке котораго стоятъ буквы Р. Р. 
(partes proportionates). Множители 8, 9, 9, 9 находятся въ левомъ 
столбце таблички, произведешя —  въ правомъ. Противъ 8 помещено 
произведеше 65 на 8, приведенное къ десятымъ долямъ, т.-е. 52,0; 
противъ 9 находится ироизведеше 65 на 9, приведенное къ десмтымъ 
долямъ, т.-е. 58,5; мы должны привести произведеше это къ сотымъ 
долямъ, т.-е. взять 5,85, ибо множитель 9 выражаетъ въ нашемъ 
случае сотыя доли, и т. д.

Вычислешя располагаются следующимъ образомъ:

Мы видимъ здесь, что 8-я цифра даинаго числа, т.-е. 9, увели- 
чиваетъ мантиссу только на 0,00000000585, а потому имеетъ весьма 
малое на нее вл1яше. Если же въ-данномъ числе более^8 значущихъ 
цифръ, то 9-я и следуюиЦя за пей цифры совсемъ не имеютъ

67239

Число. Мантисса
логаривма.
8276212

8 520
9

9
9

585
585
585

Log672,39899
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вл1яшя ва мантиссу, и потому на нихъ мы можемъ не обращать вни- 
машя при нахождении мантиссы.

Задача I I .  По данному логариему найти соответствующее число. 
Различимъ два случая.

1°. Мантисса даннаго логариема помещена въ таблицахъ. Въ 
этомъ случай, въ столбцЬ N  мы находимъ соответствующее этой ман
тиссе число. Принявъ затемъ во внимаше данную характеристику, 
мы находимъ искомое число (597).

Примеры. 1°. Найти число, соответствующее логариему 7,8913256. 
Обращаемъ сперва внимаше на первыя три цифры мантиссы 891; 
•оне всегда помещены въ вертикальномъ столбце, въ заголовке кото
раго стоить 0. Находимъ ихъ на стр. 141. Ищемъ теперь четыре 
последшя цифры 3256; находимъ ихъ въ столбце 2; соответствующее 
число равно 77862. Характеристика данпаго логариема равна 7, а 
потому искомое число равно 77862000.

2°. Найти число, соответствующее логариему 3,9030194. Первыя 
три цифры мантиссы помещены на стр. 145. Последшя четыре на
ходятся въ столбце 7. Число, отвечающее данной мантиссе, есть 
79987. Искомое число равно 0,0079987.

2°. Мантисса даннаго логариема не помещена въ таблицахъ. 
Если данная мантисса не помещена въ таблицахъ, то, для получешя 
числа, соотвЬтствующаго этой мантиссе, находимъ мантиссы, бли
жайшую меньшую и ближайшую большую къ данной, помещенныя 
въ таблицахъ. Числа, соответствукпщя этимъ мантиссамъ, заключаютъ 
данное число, которое находится затемъ при помощи допущенной 
пропорцш.

П ри м ерь. Найти число я, логариемъ котораго равенъ 2,8870282. 
Ищемъ число у, логариемъ котораго равенъ 4,8870282. Итакъ,

logy =  4,8870282.

Находимъ въ таблицахъ ближайшую меньшую и ближайшую 
большую мантиссы, что даетъ:

log77095 = 4 ,8 8 7 0 2 6 2 , 
log 77096 =  4,8870318.

Найдемъ разность А между числомъ у и числомъ 77095, при по
мощи пропорцш:
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Мы не вычисляемъ тысячныхъ и т. д. долей, ибо оне будутъ 
неверны.

Число у —  77095 -f- 0,35 =  77095,35. Искомое число х  будетъ 
равно 0,07709535.

Итакъ, поступаемъ по следующему правилу: находимъ мантиссу» 
ближайшую меньшую къ данной, и соответствующее ей число, ко
торое и выписьюаемъ. Дгълимъ разность между данною мантиссою и 
ближайшею меньшею къ данной на разность между мантиссами, бли
жайшими большею и меньшею къ данной, ограничиваясь двумя деся
тичными знаками частнаго; эти два знака приписываемъ справа къ 
выписанному числу и потомъ уже, сообразуясь съ характеристикою, 
ставит запятую. Превращеше А въ десятичную дробь можетъ быть 
совершено при помощи таблички Р. Р.

Въ праиомъ столбце ищемъ число, ближайшее меньшее къ 20; 
оно равно 16,8; цифра 3, помещенная протипъ, представляетъ цифру 
десятыхъ А; вычитаемъ изъ 20 число 16,8; разность равна 3,2. Бли
жайшее меньшее число, соответствующее этой разности, равно числу 
2,85; цифра 5, помещенная противъ, представляетъ цифру сотыхъ 
разности А.

Вычислеше располагается такимъ образомъ:

Число.

. 77095
35.

2,8870282 =  logO,07709535.

602. П равила вы чнелеш й при дЬйст1н ях ъ , соверш аелы хъ 
надъ логариомами. Д ополнеш я. Логариемъ долженъ быть разема- 
триваемъ, какъ двучленъ формы («-}-&)> въ которомъ а представляетъ 
характеристику, положительную или отрицательную, и Ь мантиссу,, 
выраженную десятичными знаками.

При сложенш  логариемовъ мы складываемъ мантиссу и характе
ристики.

НримЬръ. 2, 7396452
'3, 6854386
1 , 6734895

Мантисса
логариема.

8870282
8870262 .

20 .

1, 0985733
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При вычитанш различаемъ два случая: , -

1°. Вычитаемый логаривмъ имеетъ положительную характе
ристику. Поступаемъ такимъ образомъ: вместо того, чтобы вычитать 
его непосредственно изъ уменыпаемаго, мы ;вычитаемъ его въ ум4 
изъ такой степени десяти, чтобы разность была положительною. Раз
ность эта называется дополнетемъ логариема до десяти, ста и т. д. 
Полученную разность прикладываемъ К7> уменьшаемому. Сумма эта 
будетъ бол̂ Ье искомой разности на ту степень десяти, изъ которой 
вычитали вычитаемое. Для получешя истинной разности должны вы
честь изъ характеристики полученной суммы эту степень десяти.

Примерь. Нужно вычесть 2,7854831 изъ 3,5236729.
Поступаемъ такимъ образомъ:

3i5236729 — 2,7854831 =  3,52356729 +  (10 — 2,7854831) — 10 =
=  3;5236729 +  7,2145169 -  10 =  6/7381898.

2°. Вычитаемый логаривмъ имеетъ отрицательную характе~ 
ристику. Разсматривая логариемъ этотъ, какъ двучленъ, мы при 
вычитанш м4няемъ знаки у характеристики и мантиссы; отсюда сл'Ь- 
дуетъ, что вычиташе подобнаго логариема приводится къ прибавленш 
разности между его характеристикою и мантиссою.

Примерь. Нужно вычесть 2,7834831 изъ 2,7865382.
Поступаемъ такимъ образомъ:

2,7865382 — (2/7854831) =  2,7865382 — (0,7854831 -  2) =  2,7865382 +
+  (2 — 0,7854831) =  2,7865382 +  1,2145169 =  4,0010551.

ВсЬ эти преобразовашя удобны потому, что, при нихъ, всЬ вычи- 
ташя совершаются въ умЪ.

При умноженш логариема съ отрицательною характеристикою на 
цЬлое число мы умножаемъ отдельно характеристику и мантиссу на 
множителя и потомъ уже д'Ьлаемъ приведете.

3^89367386
ПримЪръ. 24.

357469544
178734772

21,44817264
- 7 2

Произведете равно 51,44817264.

При д'Ьленш логариема съ отрицательною характеристикою на 
цЬлое число различаемъ два случая:



1°. Характеристика дгьлится на это число. Разсматривая лога
ривмъ, какъ биномъ, мы делимъ характеристику и мантиссу отдельно 
на делителя. Характеристика частнаго будетъ равна характеристике 
делимаго, разделенной на делителя; мантисса частнаго будетъ равна 
мантиссе делимаго, разделенной на делителя.

, ПрнмЬръ. 12,7328642 i 6 _____
271221430.

2°. Характеристика не дгьлится на это число. Для того, чтобы 
частное имело целую форму, прибавляемъ къ характеристике и 
мантиссе такое целое число, чтобы измененная характеристика де
лилась на делителя.

Примерь. Требуется разделить 13,2672958 на 5. Поступаемъ такимъ 
образомъ:

13,2672958: 5 =  (0,2672958 — 13) : 5 =  (2,2672958 — 15) : 5 =  0,4534591 — 3 =
=¥,4534591.# '

B et эти преобразовашя должны совершаться въ уме, причемъ действ!е 
располагается такимъ образомъ:

13,2672958 ! 5 _ _
"374534591.
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§ VIII. Примеры логариемическихъ вычислена.

603. Средство производить умножеше, деление и т. д. Если 
искомое число представляетъ результатъ умножешй, д&детй, воз- 
вышешй въ степени и извлечешй корней, которые должны быть 
вынолнены надъ данными числами, то, для определешя его значешя, 
мы находимъ значеше его логаривма, получаемое при помощи более 
простыхъ действШ. Найдя логаривмъ, определяемъ соответствующее 
число.

Примеры. 1°. Вычислить выражеше:

(3')9,78о)3- | /



Найдемъ логаривмъ этого выражешя, пользуясь известными свойствами 
'логариомовъ. При логариемироваши намъ придется вычитать три логариема-

1 3, — log 0,17, ^  log 62,37953 и 5 log 0,12. Заметимъ, что первый п третШ ло

гариемы имеютъ отрицательныя характеристики; мы знаемъ уже (602), 
что вычиташе ихъ приводится къ ирибавлешю разностей между ихъ харак
теристиками и мантиссами. Второй логаривмъ есть логариемъ съ положитель
ною характеристикою, а потому мы беремъ его дополнеше, которое и при- 
бавляемъ.

Логарпемируемъ х  и находимъ:

log я = у [ з  log 369,785+у  log 3,2 — ~  log 0,17 +  доп. log 62,37958 +  

+  - |  log 0,37 -  5 log 0,12 +  j  log 62,7] .

Отдельно подъискиваемъ следуюпия значешя:

3 log 369,785 =  7,7038479 

i -  log 3,2 =  0,1010300О

-  у  log 0,17 =  0,1539102 

доп. -|log  62,37958 =  7,3074513 — 10

у  log 0,37 =  1^3523025

— 5 log 0,12 =  4,6040940 

- |  log 62,7 =  2,9954458
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12,2180817 
log x  — 4,0726939.

Найдя log x, подъискиваемъ соответствующее число я получаемъ: 
х  =  11822,07. з  

2°. Вычислить выражеше х  =  у  — JL  Искомое число х  есть число отри

цательное, не имеющее логариема. Мы вычисляемъ сперва

и иотомъ уже, найдя (— х ), определяемъ х.

8°. Вычислить выражеше х  =  \ / ~ Y - - -----V jL . Для вычислешя этого вы-
6

ражешя мы должны определить сперва | / з ,  иотомъ ] / l ,  составить затемъ

разность l/ з  -  1/7, и поступать далее такимъ же образомъ, какимъ посту
пали въ примере 1°.
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604. ЗавгЬчаше. Семизначные логариемы, помещенные въ табли
цахъ, суть логариемы приблизительные, отличающееся отъ истинныхъ 
менее, чемъ на 0,00000005. Отъ сложешя большаго числа логарие
мовъ или ихъ дополнешй, или отъ умножешя логариемовъ на болышя 
числа, погрешности могутъ увеличиться до того, что последшя цифры 
семизначной мантиссы, найденной для логариема искомаго числа, 
могутъ быть неверны. Положимъ, что нужно найти # =  (1,0001)10000. 
Имеемъ: loga; =  0,4340000. Въ мантиссе этой только три цифры 
верны; остальныя же 0000 неверны, ибо ошибка въ табличпомъ лога- 
риеме, log(l,0001), умножилась на 10000. Заключаемъ отсюда, что 
для х  мы имеемъ право взять только три цифры, а именно: х  = 2 ,7 2 ,  
и то последняя цифра сомнительна.

605. Вычислеш е логариема числа въ какой ни есть системе. 
Таблицы обыкновенныхъ логариемовъ, вычисленныя для основашя 10, 
позволяютъ вычислить логариемъ числа въ какой ни есть системе. 
Положимъ, что нужно вычислить логариомъ числа 7698 въ системе, 
основаше которой равно 12. Находимъ обыкновенные логариемы:

log7698 =  3,8863779, log 12 =  1,07918125, 

и, при помощи этихъ логариомовъ, получаемъ (590):

ж =  3,8863779 . 1йтЩ[25 =  3,60 1 228 1 5.

§ IX. P im em e показательныхъ уравнешй.

606. О пределеш е. Показателънымъ уравнешемъ называется урав
неше формы:

а* — Ь,

въ которомъ а и Ь суть данныя положительныя числа. Решить 
это уравне-ше, значитъ найти значеше буквы х, ему удовлетво
ряющее.

607. Реш ение уравнеш я ах =  6. Для нахождешя значешя буквы 
х  достаточно взять логариемы обЬихъ частей уравнешя. Получимъ:

ж log а  =  log &, откуда ж =
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Основан1е системы, въ которой вычислены логариемы, произвольно. 
Обстоятельство это не имеетъ, однако, вл1яшя на результатъ, ибо мы 
видели (590), что, при переход^ отъ одной системы къ другой, всЬ 
логариемы умножаются на одно и то же число, вследств1е чего отношеше

ioga не изм,Ьняется*

008. P'femenie уравнения а )Л=  с. Уравнеше это, въ которомъ 
а, Ь, с суть данныя положительныя числа, решается предъидущею 
методою. И въ самомъ д^л^, взявъ логариемы обйихъ частей, 
получимъ:

7 я ___ l o g  С
0 ~~ log а

Для того, чтобы р^теш е существовало, необходимо, чтобы знаки 
log с и log а  были одинаковы; предположивъ, что количества эти 
положительныя (въ противномъ случай м^няемь знаки у числителя 
и знаменателя), и взявъ, второй разъ, логариемы обЪихъ частей 
предъидущаго равенства, найдемъ:

г  — Iog log с — log logo
' log Ъ ' . -

У п р а ж н е н 1 я .

1. Определить log 144 при основанш, равномъ 2 V  3. Отв. 4.

2. Определить характеристики логариемовъ чиселъ: 7, 5, 3125, 1230 и
0,0123, взятыхъ въ системахъ, основашя которыхъ соответственно суть:
2, 3, 5, 5, 10 и 10.

Отв. 2. 1, —1, 5, 3, - 2 .

3. Зная log 2 =  0,3010300 и log 3 =  0,4771213, найти логариемы чиселъ:
0,05; 5,4; 0,006; 36, 27 и 16.

Отв. 27698970; 0,732393; ¥778151; и т. д.
4. Зная log 648 =  2,8115701 и log 864 =  2,93651374, найти log 3 и log 5.

5. Зная log 2, найти log ^1 ,2 5 , log 0,0025, log 1^0,0125.

Отв. (log 10 — 3 log 2), п т. д.
1

6. Зная log 2 и log 3, найти log 1080 п log (0,0025) 9 . -
7. Зная log 2 =  0,3010300 и log 7 =  0,845098 ири основанш 10, определить

1
(

i \ 2
—  j при оспованш 1000.
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1- log* 1—log# l - l o g *
8.  Если y =  e и z — e , t o  x= e
9. Определить знаменателя q геометрической прогрессш, состоящей иэъ

11 членовъ, первый и последшй члены которой равны 10 и 100. Опреде
лить сумму S  членовъ этой прогрессш.

Отв. q =  1,258925; £  =  447,5910.

10. Определить основаше х системы логариемовъ, въ которой 6 представ
ляетъ логариемъ 729. Отв. х =  3.

11. Каковы ращональиыя основашя, въ которыхъ логариемъ 20 рацюналенъ? 

Отв. 20я, где р целое число.

12. Определить основаше х, при которомъ данное целое число а равно 
своему логарпему.

а —
Отв. х  — У  а.

„  . ( V 3226727)° 0,0000782567)la . Вычислить выражешя: х  =  ________ и у  — .
( у  10732872) (К  0,000389672) 

Отв. гс =  6208,157; у  =  0,006875045.
л/{yi _ д2\6 с2

14. Вычислить выражеше: х =  въ которомъ а =  4,528627;
У a -j- d X с

ап
Ь =  21,72857; с =  ^ ; d =  0,00875; е =  4839. 

Отв. х  =  3966,30.
3/

15. Вычислить выражеше: х  =  ■ 'а—. , въ которомъ а =  27,35825;
10к d — ae*

Ъ =  3,2782; с =  Ц  d =  38,54; е =  0,003528.

Отв. х  =  0,3648341.
т

16. Решить систему уравнешй: х"- =  а2, logх  +  log у - — -71
Р17. Решить систему уравнешй: x i -\-yi —  a*< log ж +  log У - — -

18. Решить систему: ху =  ух, хр =  у4.

- ' • = ( t f  - ’ - ( * ) * •
19. Решить систему: xv =  ух, p x — if.

' log?

— - ( Й 0 “
*—1 fa — ЬЪж

20. Решить уравнеше: (а4 — 2а2Ь2 4 -Ь4) =  _i_ ^ 2~•

Отв. ж_|gg._(g — если а >Ъ, и х =  j0** ^  если а <
log (a -f- Ъ) ' log (Ь +  а)

log?___ logp___
logp—log?
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21. Решить уравнеше: 5*+г +  б*-2  — 5*-3  Ьх~ % =  4739.

22. Решить уравнеше: з*2- 4*+5 — 1200.

Отв. х  =  2 ±  л / ~ ^°g *100
V log 3

28. Решить уравнеше: 72* — 6.7* -f- 5 =  0.
Отв. I х =  1,7* =  5.

24. Решить уравиен1е: аха3а5 . . . а2*-1 =  п.

Отв. х =  4 -|- log 4739 — log 3146 
log 5
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Сложные проценты и срочныя уплаты.

I. Сложные проценты.

‘609. Определение. Капиталь, помещенный въ банкъ, приносить, въ про- 
долженш некотораго времени, прибыль, называемую процентами. Условною 
платою называется прибыль, приносимая 100 фр. въ иродолжеши одного года. 
Обыкновенно проценты берутся въ конце каждаго года. Можно было бы, 
вместо того, чтобы брать проценты въ тотъ момеитъ, когда наступить срокъ, 
присоединять ихъ къ капиталу; капиталъ будетъ, вследсш е этого, возрастать, 
и проценты будутъ становиться все более и более. Говорятъ тогда, что капп- 
талъ помещенъ но сложнымъ процентамъ.

Обозначимъ: помещенный капиталь буквою С; капиталъ, увеличенный 
сложными процентами, буквою А\ время обращешя капитала (выраженное b i. 
годахъ) буквою п; прибыль, приносимую 1 франкомъ въ продолженш одного 
года, буквою г. Буква г  представляетъ сотую часть условной платы.

610. Общая формула еложныхь процентовъ. Такъ какъ 1 Фр- къ концу 
перваго года обращается въ ( 1 то капиталъ С, къ концу этого времени, 
обратится въ С (1 +  г).

Этотъ капиталъ, положенный въ начале втораго года на одпнъ годъ, обра
тится къ концу этого года въ С(1 +  г ) ( 1 г ) ,  т.-е. въ С (1 г)2.

Эта новая сумма, будучи помещена въ начале третьяго года на одинъ 
годъ, обратится къ концу этого года въ С (1 +  г)8. И вообще, иомещениая 
сумма, умножаясь каждый годъ на (1 +  г), обратится после п летъ въ

A  =  C ( \ + r y .  [1]

Формула эта представляетъ формулу сложныхъ процентовъ.
611. Случай, когда время обращешя капитала заклю чаетъ дробь года

Если время обращешя сосгоитъ изъ п летъ и А: дней, то мы вычисляема, сперва, 
во что обратится каииталъ С, по прошествш п летъ, по формуле [1]. Замечая
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потомъ, что 1 фр. -приносить —  въ к дней, по простымъ процентамъ (< озва- 

чаетъ число дней въ году), эаключаемъ, что 1 фр. обратится, после этого времени,въ

и, следовательно, А  обратится въ А  ^1 + -у-^.Обозвачивъ буквою 

А ' искомый капиталъ и заменивъ А  его значешемъ [1], получимъ:

Л ' = о ( 1  +  г)*(1 +  ̂ 1 ) . [2J

612. Обобщеше формулы [1]. Соглашешя, сделанныя нами относительно 
показателей отрицательныхъ и дробныхъ, иозволяютъ обобщить формулу [1].

7)1°. Пусть п  есть дробь, равная Положимъ, что принципъ сложныхъ 

процентовъ распространен на дроби года. Назовемъ буквою х  прибыль, при

носимую 1 фр. въ продолженш — года.
Я.

1 фр. обратится по ирошествш — года въ (1 +  х)\ какая ни есть сумма,

помещенная на это время, умножится на (1+ж ). Если, следовательно, мы

поместимъ 1 фр. на ^  года, т.-е. на целый годъ, то онъ умножится q разъ на

(1 -|— ж), т.-е. умножится на (1 +  ж)?. Прииимая же во внимаше, что 1 фр. къ 
концу года обращается въ (1 -f- г), найдемъ:

1
(1 +  x )q =  1 -f г, откуда (1 +  х) — (1 -\- г ) 4 .

Очевидно, что 1 франкъ, помещенный на года, умножится па (1 -f- гс)р, 

р_

т.-е. на (1 -(- »*)у , и, следовательно, какая ип есть сумма С обратится въ 
v_

С(1 +  г ) ? , что и представляетъ обобщенную формулу [1].
2°. Пусть п  представляетъ отрицательное число.
Поставимъ вопросъ такимъ образом!.:
Въ данный моментъ сумма равна С; она была помещена на неопреде

ленное время; чему равнялась она п летъ тому назадъ? Обозпачивъ буквою 
А  нензвестное значеше, получимъ, на основанш предъидущаго,

С =  А  (1 -j- г)", откуда А  =  0(1 +  г)~".

Формула эта представляетъ обобщенную формулу [1J.

613. Задачи. Формулы [1] и [2] служатъ для решешя некоторыхъ во
просовъ, требующихъ употреблешя логариемовъ.

1°. Во что обратится данная сумма С, помещенная, по данной условной 
платгь, на данное время? Беремъ формулу [1J, или же формулу [2], смотря 
по тому, состоитъ ли время изъ цЬлаго числа лётъ, или же заключаетъ въсебЬ 
еще к дней.

Примерь. Еслибы одинъ сантимъ былъ помгьшенъ въ начале христланской
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эры по пяти процентфъ со ста, то во что обратился бы онъ къ началу 
1863 года.

Зд'Ьсь С =  0,01, г  =  0,05, ю =  1862. Формула [1] даетъ: 

log ̂ 4 =  37,3234475;
откуда

А  =  21059472 . 1030 (приблизительно).

Число состоитъ изъ 38 цифръ.
2°. Какая сумма должна быть помгъшена, по даннымъ процентамг, для 

того, чтобы она, въ продолженш даннаго времени, обратилась въ определенную 
сумму Л? Беремъ, смотря по обстоятельствамъ, одну изъ формулъ:

0 =  (1 + г)" ’ с = /1 , _ у ; ,  , r4J

Примтьръ. Какая сумма, будучи отдана въ ростъ по 5 процентовъ на 33 
года, обратится въ 7220

Зд$сь Л =  7220, г =0,05, w =  33. Формула [3] даетъ: log (7 =  3,15929033, 
откуда С =  1443,08.

3°. Данный капиталъ С, будучи отданъ въ ростъ на определенное время, 
обращается къ концу этого времени въ А . Определить условную плату. 

Если время представляетъ ц'Ьлое число л'Ьтъ, то формула [1] даетъ:

(1 +  г ) = ] /  с  ' Со]

Еслп же время состоитъ изъ п  л'Ьтъ и & дней, то вопросъ решается при 
помощи уравнешя [2], которое, будучи уравнешемъ (w+l ) - f t  степени отно
сительно г, принадлежит Высшей Алгебр^.

Можно, одпако, вычислить приблизительное значеше условной платы. 
И въ самомъ д'Ьл$, формула [2] иокаэываетъ, что капиталъ А  увеличи
вается BM'bCTt съ условною платою и вмЪстЬ съ нею уменьшается. Давъ 
букв’Ь г  произвольное значеше гх и вычисливъ, при помощи логариомовъ, зна
чеше второй части, мы найдемъ 8начеше А и большее J., если гх слишкомъ 
велико, и меньшее А и если >\ слишкомъ мало. Сравнивъ найденное значеше 
А г съ даннымъ А, мы уэнаемъ, больше или меньше искомой условной платы 
найденное значеше гх. Выбравъ теперь другое значеше для г, большее 
если гг меньше условной платы, и меньшее гъ если гх больше условной платы, 
произведемъ новое исчислеше и новое сравнеше. Нисколько опытовъ опре
делять границы, между которыми должно заключаться г; границы эти поз- 
волятъ скоро определить приближенное значеше г.

Примгьръ. Сумма въ 28895 ф р ., будучи помгьшена на 73 года, обратилась 
въ 250000 фр. Какова условная платав Здесь С =  28895, А  =  250000, п —  73. 
Формула [5] даетъ: log (1 -f- г) =  0,01283722, откуда 1 +  г  =  1,03000, т.-е. ка- 
питалъ отданъ въ ростъ по 3 процента.



4°. На какое время должно помтьстить данный щпиталъ С, при данной 
условной платгь, для того, чтобы онъ обратился въ определенную сумму А? 
Такъ какъ мы не зпаемъ, представляетъ ли искомый промежутокъ времени 
целое число летъ, или же заключаешь также и дни, то мы не имеемъ права 
веять формулу [1], найденную для того случая, когда п  целое. Возьмемъ 
однако, ее, и тогда

(1 + г ) п =  ±

откуда, взявъ логариемы обеихъ частей и разделивъ обе части полученнаго 
равенства на log(l +  г), найдемъ:

log A  - l o g  С 
log(l +  г) t ]

Если правая часть представить целое число, то это число будетъ искомое 
число летъ, ибо формула [6] вытекаетъ изъ формулы [1]. Если же частное не 
будетъ целымъ, то должны будемъ заключить, что искомый промежутокъ вре
мени не представляетъ целаго числа летъ. Можно показать однако, что цгьлая 
часть частнаго равна наибольшему числу лгътъ, заключенному въ искомомъ 
промежутке времени. Обозначивъ, въ самомъ дЬле, черезъ р и (p-j-1) 
два последовательныхъ целыхъ числа, заключающихъ дробь [6], по

лучимъ: р  <  < Р  0ТКУда выведемъ: р  log(l +  г) <  log А  —

log C < ( p  +  l)log(l +  г), или log(l +  r)p< l o g ^ < l o g ( l  +  r )p+ 1- Переходя 

отсюда къ чпсламъ, получимъ: .0  “НГ), < ^ ' < ( 1 + ,')Я"*Л, или С(1-{-г)р< А
Я4-1

<  С(1 +  г) [7]; эти неравенства доказываютъ выраженную теорему. Для 
опредЬлетя числа к  дней, дополняющихъ искомое время, эаметимъ, что фор
мула [2], которую должно приложить въ этомъ случае, дастъ, по замене п  на р,

log А  =  log C-j-p log (1 +  г) -f- log^l -f y j j

откуда

log A  — log С , 108 ( X +  t )  
log(l +  r) p ~f~ l o g ( l - f r )

Принявъ во вниман1е, что p есть наибольшее цЬлое число, заключенное 

въ н обозначивъ буквою R  остатокъ отъ делешя числителя на

знаменателя, можемъ написать предъидущее равенство такпмъ образомъ:

, *  , Ч + т ) .
Р  log (1 +  г) Р ~Т~ log(l +  г) ’

п р о г р е с с ш  и логАРиемы. 609

откуда, следовательно,

\og{l +  j ) = R  (8)

3 9
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Зная логаривмъ числа ^1 -f- Щj ,  определимъ самое число, а следова

тельно, и к.
Примерь. На какое время должно поместить кститалъ въ 7700 фр. по 

4 процента для тою, чтобы онъ обратился въ 42850 фр.? Здесь С =  7700, 
А  =  42850, г  =  0,04.

Получаемъ: log-4. -  log С'=  0,7454601, iog(l +  г) =  0,0170333.
Отсюда следуетъ, что п =  43 годамъ, причемъ R  =  0,0130282.

Формула [8] даетъ: log ^1 +  у  j “ 0,0130282, откуда 1 +  у  =  1,030453,
и, следовательно, к =  278.

Итакъ, искомое время равно 43 годамъ 278 днямъ.

§ И. Срочныя уплаты.

614. 0пределен1е. Н1жто занимаетъ сумму С на п  лътъ по условной 
плате г съ одного франка. Для погашешя долга уплачивается, въ конце каж
даго года, определенная сумма а, вычисленная такимъ образомъ, что после 
п платежей, равныхъ а, погашается каииталъ и napocmie на nertf сложные 
проценты. Сумма а, уплачиваемая ежегодно, называется срочною уплатою.

615. Общая формула срочныхъ уплатъ. Найдемъ формулу, связывающую 
каииталъ (7, срочную уплату а, условную илату г и продолжительность пла
тежа п.

Должникъ, получая сегодня сумму С, будетъ долженъ къ концу перваго 
года С(1 +  г); долгъ этотъ, вследств1е уплаты суммы а, приведется къ 
С (1 + г )  — а и къ концу втораго года обратится въ [С(1 +  г) — а](1 +  г) =  
=  0(1  -f- г)2 — а(1 -|-г); сумма эта, вследств1е уплаты а, приводится къ 
С(1 +  г)2 — а( 1 + г ) — а. Къ концу третьяго года эта сумма, вследств1е на- 
росташя процентовъ и вследств1е уплаты а, обращается въ

С(1 +  г)8 — a(l -f- r f  — а{\ +  г) — а.

Продолжая разсуждать подобнымъ же образомъ, нридемъ къ заключенш, что къ 
концу и-аго года весь долгъ приводится къ

С (1 -J- г)» — а (1 - f  г)п~ х — . . . .  — а (1 4- г) — а.

По условш вопроса долгъ къ концу этой эпохи долженъ быть равенъ 
пулю, т.-е. нредъидущее выражеше должно быть равно нулю, такъ что по- 
лучимъ:

0( 1  +  г)п =  а(1 +  г)п- г +  а(1 +  г)п- 2+ -------+ а ( 1  +  г )  +  а.

Правая часть представляетъ сумму членовъ геометрической nporpeccin, 
первый членъ которой и знаменатель соответственно суть а и (1 -f- г). При
лагая формулу [5] (563), найдемъ:

С д + г Г = а (!-+ ! & = 3 , [11
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или, уничтожая знаменателя г,

а [(1 +  г)" -  1] =  Сг (1 +  г)\

Такова общая формула срочныхъ уплатъ.

616. Задачи. Формула [1] служить для решешя четырехъ различныхъ 
задачъ:

1°. Какова должна быть срочная уплата для того, чтобы долгъ С и 
сложные проценты были погашены въ п летъ, при условной платгь г съ 
одного франка?

Формула [1] даетъ:

С г Ц + г ) '
( l + r ) " - l  L j

При приложешяхъ этой формулы должны вычислить сперва, при помощи 
логариемовъ, (1 -j- r)n, вычесть потомъ 1, что определить знаменателя; да
лее, при помощи формулы:

logo =  log Сг + wlog(l +  г) — log [Cl +  г)” — 1],

вычисляемъ loga и, следовательно, а.
Примерь. Какою срочною уплатою погашается долгъ въ 34600 фр. 

въ 51 годъ, при условной платгь 4 со ста?
Здесь С =  36400, п — 51, г  =  0,04. Вычисляемъ сперва (1 +  г)п=  7,390950 

и потомъ, по формуле [2], log а — 3,2042710, откуда a =  1600, 556.
2°. Какую сумму С можно погасить въ п лгътъ при срочной у платгь, 

равной а, и при условной платгь, равной г съ одного франка^ 
ула [1]Формула [1] даетъ:

Г!___  а Г ( 1  +  > ' ) "  —  1 ]  ГОТ

r ( l- f r )"  * LJ

Примерь. Какую сумму С можно занять, чтобы быть въ состоянт по- 
.гасить ее въ 37 лгътъ, срочною уплатою въ 825 фр., при условной платгь 
4*12 со ста?

Здесь a =  825, ю =  37, г =  0,045. Вычисляемъ (1 +  г)" =  5,09686 и ио- 
томъ, по формуле [3], находимъ log С =  4,1683900, откуда С =  14736,35.

3°. Определить промежутокъ времени, въ продолженш котораго можно 
погасигпъ сумму С срочными уплатами, равными а, при условной платгь г. 

Решая ypaBHeHie [1] относительно (1-}-г)п, получимъ: »

(1 +>•)“= — ~  )4 ' '  а — Сг
откуда

loga — log (a — Сг)п =
log (1 +  0

Задача возможна только тогда, когда (а — Сг) положительное, ибо отри
цательныя числа не имеютт вещественныхъ логариемовъ. Обстрятельство это 
можно видеть а priori. И въ самомъ деле, если а менее Сг, то срочная

39*
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уплата мен^е простыхъ процентовъ, припосимыхъ каниталомъ С, пбо формула 
Сг именно и представляетъ простые проценты съ капитала С. Ясно, что, 
при такой срочной уилагЬ, не можетъ им^ть мЪста погашеше долга.

Если формула [4] дастъ для п  ц^лое число, то это число и pf.niaeTb во- 
просъ. Если же д^леше точно не выполняется, то задача невозможна.

Можемъ однако показать следующее: если буквы р  и (р  1) означаютъ 
два послгьдователъныхъ игьлыхъ числа, заключающихъ формулу [4], то р сроч- 
ныхъ уплатъ не пошшаютъ долга, между тгъмъ какъ (р +  1) уплатъ пога- 
шаютъ долгъ съ избыткомъ.

И въ самомъ дйл!, неравенства:

Эти два неравенства доказываютъ выраженное предложеше.
Итакь, всегда прилагаемъ формулу [4]; она определить числом срочныхъ 

уплатъ; если получится остатокъ, то вычисляемъ разность

представляющую долг ь къ началу (р +  1)-аго года, платежъ котораго совер
шается особымъ соглашешемъ.

ПрнмЬръ. Въ продолжены какою промежутка времени погасится сумма 
въ 260000 фр. срочными уплатами, равными 10000 фр, при условной платгь

даютъ:
р  log (1 +  г) <  log а — log (а — Сг) <  (р +  1) log (1 + г ),

или

log (1 +  r f  <  log <  log

и, следовательно,

(1 + г ) Я < _ ^ _  <  (1 +  r)P+h

> Уничтожая положительнаго знаменателя, получимъ:

{a — CV)(l-f-г ) ' < а < ( а  Сг) (1 + г ) р+ 1,

откуда легко найдемъ: 

g [(1 +  г)р — 1] < С ( 1 + г У , а [(1 -f-rjp-f-1—1] > C ( l+ r )P + i .г г

С(1 + г У - аГ(1 +  г)р- 1 ]
*• >

3— со ста? Зд^сь4

а =  10000, С —  260000, г — 0,0325.

Формула [4] даетъ:

_  0,8096683 _
П ~  0,0138901 ~  ’ ‘ *
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Итакъ, должно внести 58 срочныхъ уплатъ, по 10000 каждая. Сумма не 
погасится вполне. Для определешя остатка вычисляемъ, съ одной стороны, 
во что должна была бы обратиться сумма С къ копду 58. летъ, т.-е. вычис
ляемъ s =  260000. (1,0325)58 =  1661869; находимъ, съ другой стороны, сумму, 
выплаченную 58 срочными уплатами, т.-е.

_  10000.[(1 ,0325)»-1] _  '
Р ~  0,0825 ~  1WW17.

Остатокъ (s — р) =  2852 фр.
4°. Сумма С со сложными процентами должна быть уплачена въ про

должены п летъ при помощи срочныхъ уплатъ, равныхъ а. Определить 
условную плату. .

Формула [1J представляетъ уравнеше (п +  1)-ой степени относительно г. 
Уравнеше это принадлежитъ, вообще, Высшей Алгебре.

Мы можемъ, однако, придти быстро къ приближенному значешю г, осно
вываясь на следующемъ замечаши.

Ери данныхъ С и а число п срочныхъ уплатъ увеличивается или же 
уменьшается, когда условная плата г  также увеличивается или же умень
шается.

И въ самомъ деле, долгъ С (1 -f-r) — а, къ концу перваго года, будетъ 
тЪмъ более, чемъ более г.

Подобное обстоятельство имеетъ место для конца каждаго года, ибо къ 
концу года предъидупйй долгъ умножается на (1 г) и уменьшается потомъ 
на постоянное количество а. Отсюда следуетъ, что если долгъ погашается п 
срочными уплатами при условной плате г,то онъ не погасится ими при уве
личенной условной плате.

Заметпвъ все это, нредставимъ формулу [1] въ видЬ:

log a — log (а — Сг)
п ~ -------E g f+ T )------ > (4)

где г  есть искомая величина.
Зададимъ букве г  произвольное значеше г4. Если это значеше менее 

искомаго, то соответствующее значеше п х дроби (4) будетъ менее даннаго 
значешя я, и наоборотъ. Итакъ, сравнивъ % съ w, мы узнаемъ, слишкомъ 
ли велико взятое нами г, или оно слишкомъ мало. Сделавъ несколько испы- 
ташй, быстро получимъ достаточно приближенное эначеше г.

Примерь. Сумма 35000 фр. со сложными процентами погашается 52 
срочными уплатами, по 1600 фр. каждая. Определить условную плату. ' ■

тт , _ 0,9030900 еоПолагаемъ, въ формуле (4), г  — 0,04. Она даетъ: п — q 0170333 =  5 3 ,..

Мы получили число, большее 52; отсюда заключаемъ, что назначенная услов
ная плата, равная 4 со ста, слишкомъ велика.

тт ,  Г4,  0,6300887Предполагаемъ г — 0,035. Формула [4] даетъ: п  =  qq! 49453" =  42, . . .

Число это хотя и менее даннаго, но более отличается отъ него, чемъ най
денное выше 8начеше п  =  53, . . .

Отсюда заключаемъ, что условная плата ближе къ 4, чемъ къ З1/**



Полагаемъ, следовательно, г = 0 ,039и опредЬляемъ« =  = 5 0 ,.. ;

это вначеше менее даннаго, следовательно условная плата выше 3,9.
О 86666̂ 7 *Полагаемъ г =  0,0395. Определяемъ: Условная плата

выше 3,95. Она заключена, следовательно, между 3,95 и 4. Итакъ, .условная 
плата определена съ точностью до 0,05. Мы могли бы легко найти п большее 
приближеше.

617. Случай непрерывпой ренты. Значеше срочной уплаты а, назна
чаемой для погашен1я долга С въ данное время п, уменьшается съ увеличе- 
шемъ п. И въ самомъ деле, формула [2] можетъ написаться:

Сга —  -------- :--------

6 1 4  , КНИГА IV .

(1 + * Г

Видимъ, что, съ увеличешемъ w, дробь ц_р~у> уменьшается; знаменатель

увеличивается, и значеше а становится менее. Если, следовательно, эпоха 
погашешя неопределенно отдаляется, т.-е. если п  неопределенно возрастаетъ, 
то значеше а, всегда большее Сг, ибо знаменатель всегда менее единицы, 
уменьшается, стремясь къ пределу Сг, равному простымъ ироцентамъ съ за
нятой суммы. Этотъ предельный случай называется случаемт, непрерывной 
ренты.

У п р а ж н е н 1 я .

1. Капиталъ въ 8500 франковъ помещенъ по 4*/г со ста; во что обратится 
онъ къ концу 41 года? Отв. 51663 ф., 86.

2. Народонаселеше въ 200000 душъ увеличивается ежегодно на 1‘Л про
цента со ста; во что обратится оно въ продолженш столЬпя? Отв. 
692681.

;3. Во сколько времени капиталъ въ 3500 франковъ, отданный въ ростъ 
но 5 со ста, обратится въ сумму, равную той, въ какую обращается 
капиталъ въ 4300 франковъ, отданный въ ростъ по 4 со ста, въ про
должена 18 летъ? Отв. 18 летъ и 75 дней.

4. Два капитала помещены по сложнымъ процентамъ; одпнъ въ 38000 
франковъ, ио 41/* со ста; другой въ 99398 франковъ, по 31/г со ста; 
определить, черезъ сколько времени они достигнуть одной и той же 
суммы? Отв. Черевъ 100 летъ.

5. Какова действительная стоимость годовой ренты въ 1500 франковъ, 
уплачиваемой въ продолженш 36 летъ, по 5 со ста, причемъ первый 
нлатежъ совершается черезъ годъ?

Отв. Формула Л =  =  24820,32.
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в. Долгъ въ 25000 фр., ио 4 со ста, должевъ быть уплаченъ 7 равными 
годовыми взносами. Чему равна срочная уплата? Отв. 4165,16.

7. Какова срочная уплата, при помощи которой погашается долгъ въ
3

36000 фр. въ 48 л^тъ, по 3 со ста? Отв. 1628,14.

8 Хотятъ купить ренту въ 3000 франковъ за 91650 франковъ. Насколько 
л'Ётъ, по 3 со era, должна быть выпущена рента? Отв. На 84 года.

0. Какова действительная стоимость, при условной плате 5 со 100, 24 
срочныхъ уплатъ, возрастающих!, въ геометрической прогрессш, ивъ 
которыхъ первая уплата, уплачиваемая черезъ годъ, равна ЮООфранкамъ,

причемъ знаменатель q равенъ ^ ?  Вычислить стоимость последней

уплаты.

(_ J _ Y  _  !
Отв. Формула есть: - ~ • ■ - Г----------- , въ которой а =  1000, q =

Г + 7 -  1
г =  0,05, »  =  24.
Мы найдемъ /S' =  50817,41, причемъ последняя срочная уплата равна 
8954,30.

10. Работникъ вноситъ, въ начала каждой недели, сумму а въ сбере
гательную кассу въ продолженш п последовательныхъ летъ. Проценты 
прюбщаются къ капиталу въ конце каждаго года. Какова стоимость М  
его книжки, ирп условной плате г съ одного рубля?

53r\ (1 - f  »•)"— !
Отв. 31=  а (б2 j . г

И . Особа вноситъ въ банкъ сумму v въ начале каждаго года, въ про
долженш п последовательныхъ летъ. Определить, какую сумму а должна 
получать эта особа въ начале каждаго года, въ продолженш 2п сле* 
дующихъ летъ, для того, чтобы вполне возвратить свои вклады?
Птп o(l+ r)*„

( 1 + г Г + Г
12. При предъидущихъ услов1яхъ, каково должно быть число п для того, 

чтобы сумма а была, по меньшей мере, равна сумме г, умноженной 
на к ?

Отв. Найдемъ услов1е: (1 +  г)“ ^  4-

откуда найдемъ низшую границу для п.

I
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Р я д ы .

Г Л А В А  П Е Р В А Я .  

Сходимость рядовъ.

618. Опред'Ьлешя. Положишь, что им£емъ неограниченный рядъ 

количествъ:

M j, М3, • . • , МП, • . . 1 [ l j

J

вещественныхъ или мнимыхъ, слЬдующихъ другъ за другомъ но не

которому определенному закону. Количества эти называются членамиI *
ряда. Членъ Wn+i называется общимъ членомъ ряда; значеше его 

зависитъ отъ значетя м; давая п последовательно значешя : 0, 1, 2,

3, . . . , п, будемъ получать последовательно каждый изъ членовъ 

ряда. *

Разсмотримъ переменное число

Sn =  Ux -f- Uu -}“ • • . -j-Mn —1

представляющее сумму п первыхъ членовъ ряда [1], и положимъ. что 

целое и положительное число п безгранично возрастаешь.

Могутъ встретиться следующее два случая:
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1°. Переменное число sn не стремится ни къ какому пределу. 

Подобное обстоятельство имеетъ, напримеръ, место для рядовъ:

1 , - 1 , +  1 , - 1 ,

1, 2 ,  3 ,  4 ,  . . . .  '

2°. Переменное число s„ стремится къ пределу s. Случай этотъ 

имеетъ, напримеръ, место для прогрессш:

a, aq,.aq*, . . . , aq" ,

въ которой Mod(q) <  I. Для нея сумма s„ имеетъ пределомъ число 
а

1 — q '

Если имеетъ место второй случай, т. е. если перемгьнное число sn 

стремится къ предгьлу при неограниченномъ возрастанги п, то рядъ

(1) называется сходящимся, причемъ самый предплъ называется сум

мою ряда (1) и разсматривается, какъ число, определяемое этимъ 

рядомъ.

Если же переменное число sn не стремится къ пределу, то рядъ

(1) называется расходящимся.

619. Необходимое и достаточное ywiOBie сходимости ряда.

Для тою , чтобы рядъ чиселъ:

Ui, Wj, . . . , Un , . . . , Un-{-pi * • . » [1]

вегцественнныхъ или мнимыхъ, былъ сходящтся, необходимо и доста

точно, чтобы

Мод (un+i~\-Un + i-\- • • • ~Ь Wn+p) [2]

стремился къ нулю, при неограниченно мъ возрастами п , при всякомъ 

целомъ и положительно мъ р.

И въ самомъ деле, для того, чтобы рядъ (1) былъ сходящаяся, 

необходимо и достаточно, по определенш, чтобы переменное число 

; sn стремилось къ пределу, а для этого необходимо и достаточно, 

чтобы (457)

Mod(sn-\̂ p — Sn) =  Шод (ип+ 1 “I- Un+ sr|" • • • “hwn+p)

стремился къ нулю при неограниченномъ возрастали п и при всякомъ 

целомъ и положительномъ р; ч. и. т. д.
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620. Зам'Ьчаше 1. Для того, чтобы рядъ былъ сходящгйся, необхо

димо, чтобы модуль обгцаю члена Mn + i стремился къ нулю, при не

ограниченном'ъ возрастании п. И въ самомъ Д'Ьл'Ь, выражеше (2), при 

у =  1., обращается въ ш  + ь

Это необходимое услов!е сходимости ряда не есть уокше доста

точное, ибо рядъ (1) только тогда сходящшся, когда выражеше (2) 

стремится къ нулю при всякомъ р.

ПриагЁръ. Покажемъ на примере, что одного стремлетя ип+ 1 къ 

нулю, при неограниченномъ возрастали п, недостаточно для сходи

мости ряда (1).

Разсмотримъ рядъ:

, 1 1 1  1 1
1 2 3 4 п 7 п + 1

въ которомъ общш членъ стремится къ нулю, при безграпич-

номъ возрасташи п, и составимъ для него сумму (2):

— 1------ 1------ -------1- . . . -I----- -—  >
yi -|— I 1 п -{-2 1 1 п + р  ю +  р

Неравенство это говорить, что сумма, помещенная въ его л4вой 

части, не стремится къ нулю, при неограниченномъ возрастали п, 

при всякомъ р, ибо число р можно взять, при всякомъ п, столь боль-

V
шимъ, что дробь будетъ сколь угодно близка къ единиц'Ь; поло-

живъ, наприм^ръ, р =  щ , найдемъ:

Р  _  g 

п + Р  Q. + 1 ’

что, при достаточно болыпомъ q, сколь угодно близко къ единиц^.

Итакъ, для даннаго ряда необходимое и достаточное услов1е схо

димости не удовлетворяется.

621. Замйчаше 2. Если члены расходящагося ряда суть числа 

вещественныя и положительныя, то сумма sn безгранично возра- 

стаетъ вмгъстгъ съ п.

И въ самомъ д^лй, въ этомъ случай сумма sn возрастаетъ вмЪсгЬ 

съ п, и, следовательно, еслибы она не возрастала безгранично, то она 

стремилась бы къ пределу (171), и тогда рядъ, по опредЬлетю, былъ 

бы рядомъ сходящимся.
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Предыдущей рядъ служить прии^ронъ на это заме'чаше, ибо. 

ааписавъ сумму sn такимъ образомъ:

5» Н т + ¥ )  +  ( т + т )  +  ( 1 + т + т + ¥ )  +  • • • ■

и принявъ во внимаше, что каждое число, помещенное въ скобкахъ, 

превышаетъ увидимъ, что sn безгранично возрастаетъ вместе съ п.

622. Теорема. Если рядъ

Un  Z73, Z73, . . . , Uni • • • > [3]

члены котораго суть модули соотвгътственныхъ чгеновъ ряда:

Мр М2, Мг) . . .  у Ми| • . . , [ l j
«

есть рядъ сходящшся, то и рядъ (1) есть рядъ сходящшся.

Теорема эта вытекаетъ непосредственно изъ следующаго нера

венства (447):

Мод (ип+ 1  -}-Мв-|-2-1-. • .  ww-f-p) Un+i +  Un+ 2  -J-.. • -j-Z7w+p. (a)

И въ самомъ деле, такъ какъ рядъ (3) есть, по условю, рядъ 

сходяпцйся, то

Мод ( Un+\ 4~ U n+ 2 -f-. . Н~ U я+я) —  U п+1 -f“ U n -\-2 -J- . . Un+p

стремится къ нулю, при безграничномъ возрастанш п и при всякомъ 

р; отсюда, при помощи неравенства (а), заключаемъ, что и

Мод (м*ц-1 ty»»+2 *t" • • “I- и„+р)

также стремится къ нулю при безграничномъ возрастанш п и при 

всякомъ р, т. е. рядъ (1) есть рядъ сходятдйся.

Обратное предложеше будетъ, вообще, несправедливо, т.-е. рядъ

(3) можетъ быть расходящимся при сходимости ряда (1).

ПриэгЬромъ несправедливости обратнаго предложешя можетъ слу

жить рядъ:

1 1 I 1 1 I 1
’ 2 9 +  У ’ ~ Т ’ +  5’ ’ 

для котораго рядъ (3) есть, какъ видели, рядъ расходящШся.



Покаж’емъ, что предложенный рядъ есть рядъ сходяицйся. И въ 

самомъ д’ЪлЪ, им'Ьемъ, для даннаго ряда,

Mod (Wn+l -f~ Wn+2 +  . • . . -f* Un-l-p) =

[ w T T  ~  n +  2 n +"3 —  n +  4 +  ‘ »+ F ~ ]*  ^

Если # есть число четное, равное 2q, то

M o d (tt»+i +  tin+j +  • • • l M«+p)=: [(nT T " щ )  _т"

(w-f-3 w +4 {,n-\-2q — 1 w+2g)] ’

если же p  есть число нечетное, равное (2q — 1), то

Mod(un+i-{-Un+2-\- . . . + w n + ?) = [ ( w^ 1 — +

(w +  3 w-f-4 ) ‘ ’ 1 (w-j-22 — 3 n-\-2q — 2 ) w +  2  ̂— 1 ) ] ‘

Написавъ сравыя части этихъ равенствъ соответственно въ ви- 

дахъ:

620  - ' ' КНИГА Y.

1
1 1 1 '| 1

М +  1 V w -f- 2 w -)- 3 )1 • • • • w_j_22

и

1 ( 1 1 \ ... ( 1 1
п +  1 2 я +  3 / \« 2<г — 2 w +  2# — 1 /

увидимъ, что

Мод (ип+ 1 -{- M»»-f 2 -}- . . . +  Мм+р) <  w _|_ J ■

Неравенство это уб^ждаетъ насъ въ сходимости предложенная 

ряда.

623. Ряды абсолютно сходялцеся. Сходяпцйся рядъ:

Ua, и з, . . . , Мп, . . .

называется рядомъ абсолютно сходящимся, если рядъ 

^ 1» U „ .  • у U*} * • • >
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составленный изъ модулей членовъ даннаго ряда, есть также 

рядъ сходящШся. Въ противоположномъ же случай данный сходя- 

тдйся рядъ называется рядомъ неабсолютно сходящимся. Изъ этого 

опредЬявтя вытекаетъ, что разсмотр^нный нами рядъ:

представляетъ рядъ неабсолютно сходящшся.

624. Признакъ абсолютной сходимости рядовъ. Найденное выше 

(619) необходимое и достаточное услов1е сходимости ряда:

uit м2, м3, . . . , иП) .............

приводить вопросъ о сходимости ряда къ вопросу о стремленш къ нулю 

выражешя:

Mod (мх -j- Щ “Г из “Ь • • +  ^н),

при безграничномъ возрасташи п.

Это приведете одного вопроса къ другому позволить найти приз

накъ, по которому, во многихъ случаяхъ, можно будетъ судить не 

только о сходимости ряда, но даже объ абсолютной сходимости его.

Теорема. Если, для даннаго ряда:

1̂» 2̂> • • • 1 Wn, • • • »
модуль отногиетя

ип-\-\
и 9п

начиная съ нгъкотораю п, становится и продолжаешь быть ме- 

нгье одного и того же числа, меньшаго единицы, то данный рядъ есть 

рядъ абсолютно сходящшся. Если же модуль этого отногиетя, начиная 

съ нгъкотораю п, становится и продолжаетъ быть болгье единицы 

или равнымъ ей, то рядъ есть рядъ расходящтся.

1°. Докажемъ сперва первую часть теоремы. Предположимъ, сле

довательно, что M o dy ^- ), при каждомъ изъ значешй буквы п,
\ Un J

превосходящихъ некоторое целое и положительное число fc, предста

вляетъ число, меньшее некотораго положительнаго числа q, меньшаго 

единицы.

Предположеше это даетъ следующШ рядъ неравенствъ:
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дающихъ неравенства:

. V k + l ~ Uk+V Uk+2 <  ч' !к+1’ Uk + 3 < q ' Uk+\’ ' '

Un̂ q n- ' ‘- ' U k + v U ^ l < q n- kUH l ............

rrn + p < ^ - k^ v  i ,

где n ^ T c -\ -1.
Отсюда получаемы

Un+i.-\~ Un+2-f- . . . +  U n+p< qn~k uk+i(l -ЬзН- • • +  qp~1)-

Но, принимая во внимаше, что, при q <. 1, имеетъ место нера

венство (504, 171)

найдемъ:

1 + г + « а+  • • • -4- 2p_1< - i q p

I 1
Un+i -f- Un+2 -J- • . • -\- Un-\-p <  j --- . 4n~k . (a)

Заметивъ дал^е, что, при безграничномъ возрастанш п, число 

уп-к становится и продолжаетъ быть менее всякаго даннаго положи- 

тельнаго числа (160, 7°), получимъ:

а - *  < 6(1 у — > 
ик+1

начиная съ некотораго п, при всякомъ заданномъ числе е. При по

мощи этого неравенства неравенство (а) напишется такимъ образомъ:

Un+l - f -  Un+2 Un+p  <  £

и покажетъ, что рядъ

UL, Ui t --- TJn, . . . .

есть рядъ сйодящШся, т. е. покажетъ, что данный рядъ есть рядъ 

абсолютно сходящ\йся, ч. и. т. д.

2°. Доказательство второй части теоремы весьма просто. И въ са-

момъ деле, если модуль отпошегия и?̂ ,  начиная съ некотораго п,
Un

становится и продолжаетъ быть равны мъ единице, или более ея, то^ 

модули членовъ предложеннаго ряда будутъ или возрастать, или 

оставаться ранними, и, следовательно, Mod(un+i) не будегь не

определенно убывать, т. е. необходимое ус.лов1е .сходимости ряда не 

будетъ выполнено.
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625. Замйчаше. Если модуль отношешя • начиная съ не-Un
котораго п, становится и продолжаетъ быть только менее единицы, но 

не продолжаетъ быть менее одного и того же числа, меньшаго еди

ницы, то, a priori, о сходимости и расходимости ряда ничего сказать 

не можемъ.

И въ самомъ деле, наприм^ръ, и для ряда расходящагося (620):

1 1 1 1  
’ 2 ' 3 ’ 4 ’ * * * ’

и для ряда сходящагося (622):

модуль отнош еш я-- > становясь и продолжая быть менее единицы,Un
не продолжаетъ, однако, быть менее одного и того же числа, мень

шаго единицы, ибо для обоихъ рядовъ этотъ модуль принимаетъ 

рядъ значешй:

1 2  3 4 

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ * ’ ’ 1

возрастаю щихъ, имеющихъ преде.чомъ число 1.

626. Границы для модуля ошибки. Доказательство предыду- 

щаго признака позволяегъ определить высшую границу модуля 

ошибки, которую сделаемъ, если возьмемъ вместо суммы s ряда сумму 

первыхъ Тс членпвъ его, где к есть число, имеющее свойство, по ко-

. Мп+1
торому модуль отношешя — , при всякомъ целомъ и положитель-

ип
номъ п, большемъ Ъ, представляетъ число, меньшее одного и того же 

числа, меньшаго единицы.

И  въ самомъ деле, назвавъ эту ошибку буквою А, получимъ:

А =  s sk —  lim (« : +  w2 +  ..  +  ик -j- w t+ i+  • • • +  w»)n=со —
*

—  fw1-f-w2 +  w3 +  - • • 4“ “ *)’
или же

A =  s —  sk —  lim (m*-|-i -f- . . • -f-t<n)n=oo', 

равенство это дастъ:

, Mod A =  Mod [Zm(M*+ i +  • • • +Un)n=^ — liM[Mod{uk-t-i-\-.-.-\-un)\, ~o* (b)
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Мо'1(ик+1 +  . . . + « , ) <  ^»+ 2 +  • • • +  и* <

<  £7' i + l ( 1 + ' ! +  , ! +  • ' '

где w есть производимое ц^лое число, большее Тс.

Всл,Ьдств1е этого неравенства равенство (Ъ) даетъ:

M o d b < l i m [ U k + l ( l + q  +  q2+  . . . + q n- k~ l l  

или (504, 171)

О <  Mod А <  y ir^ r' U )

Неравенства (Л) и даютъ низшую и высшую границы для модуля 

погрешности Д.

627. ПриагЁръ первый. Возьмемъ рядъ:

1 ar ^  — 1) r2 Ki* — l)...(jt — fe + 2)
Н-Х, 1 2  х ,  . . .  у 1.2.3.. .(к— 1) » 1

— 1) - ..(н — п+2) г 
1.2.3.. .(w —1) л ’

въ которомъ число есть какое угодно вещественное число, причемъ 

число х есть число, вещественное или мнимое, модуль котораго 

мен4е единицы. Назовемъ число ц- —  параметромъ, число х —  аргу

ментом.

Если параметръ ^ есть число ц4лое и положительное, то раз- 

сматриваемый рядъ будетъ содержать конечное число членовъ, равное 

(Р- +  !)•
Изсл’Ьдуемъ сходимость ряда. Для этой ц^ли составиыъ модуль 

отношев1я (624); им^емь:

Моа\ un ) — Mo(l[ i.2.3...(n-i)n x ' 1 .2 .3 ....(w—1) x J

=  M o d i 1 x )  =  Mo d n— Mo dx .\ n I % n

Для всякаго n, большаго (н - + 0 , число

п —  (н- -Ь 1)

есть число положительное, а потому

M odn.̂ ± n  ===п.- ( ^ + 1) ,
YI УЬ ч

Но неравенства (») даютъ:
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Но, начинал съ нйкотораго п, будетъ удовлетворяться неравенство:

(6)

где число q представляетъ число, удовлетворяющее неравенству:

Mod (ж) <  q <  1.

И въ самомъ деле, для удовлетворешя неравенству (Ъ) стоитъ 

только взять:

0*4-1 )Mod(x)> /ч
п > ------. W

Итакъ, следовательно,

■ аЦ ^ ) ,

начиная съ нгъкотораго п, становится и продолжаетъ быть метъе 

одного и того же числа q, меньшаго единицы, т . е. изслгъдуемый рядъ 

есть рядъ абсолютно сходящшся, или, что то же, сумма

- —  Л I „ v I Kt* — !) va I , Ki* — — W +  2) »-i (
Sn +  1 2  ж ' • • • • !■  1 .2 .3 ____(и — 1) ^

первыхъ n членовъ ряда и сумма ихъ модулей стремятся къ предгь- 

ламъ, при неограниченномъ возрастанги п, при всякомъ веществен- 

номъ у-, для такихъ значешй х, модули которыхъ суть числа, меньшгя 

единицы.

Если же Mod{x) >  1, то, начиная съ некотораго п, будемъ иметь 

неравенство:

которому удовлетворимъ, если возьмемъ:

^ (u. +  1 Mod(x) 
п >  Mod(x) — 1

Эти неравенства говорятъ, что, при Mod(x) >  1, нашъ рядъ есть

40
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и, следовательно, для этихъ значешй буквы п получимъ:
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рядъ расходяшдйся,- и, следовательно, сумма (<i) не стремится къ 

пределу.

028. Зам&чаше. Если Mod(p) <  1, причемъ число q взято равнымъ 

Mod(x), то неравенство (Ъ), которое можетъ быть написано такимъ 

образомъ:

* №°d х <  Mod х , (е)

удовлетворяется при п ^ 2 .

629. Границы модуля ошибки. Найдемъ границы модуля ошиб

ки А, которую сд!<лаемъ, взлвъ, для суммы

S — ■ Нш (Sn)n~ со

предложенная ряда сумму:

„  =  1 +  ,  *  +  . .  . +

первыхъ /с членовъ его, где k ^ ( n — 1), причемъ цЬлое и положи

тельное число п есть число, большее (ь«- —f-1) и удовлетворяющее не

равенству (с) (027).

Границы эти определяются неравенствами (.Л) (626), которыя, въ 

разсматриваемомъ случае, обращаются въ следуюшдя:

Mod

О < M o d b < --

Г н-(р- — 1)• • .(к-— + 1) *1 
! 1.2.3... к х \

1 - 2
[ f ]

630. Зам 1; чаше 1. Остановимся особенно на случае, когда 

M od(y)<  1. Принявъ q =  Mod(x), мы можемъ въ неравенстве (/) 

предполагать (628), причемъ самыя неравенства обратятся въ

следу юпия:

Mod

О <  Modh  < --

— !)■••(!* — * -И) *]
_______1 .2 .3 . . .  k ______ Х_ \ > [g]

1 — Mod(x)

Неравенства эти могутъ быть преобразованы въ более простыя. 

Разсмотримъ для этой цели два случая:

1°. Положимъ, что 0 <  {а <  1. Если & >  1, т.-е. &5>2, то



l'Ai

1 — И- 2 — у- (к — 1) — р.

1 • 2 ' ' ' к - 1 ^

и неравенства (д) преобразовываются въ сл'Ьдуюпмя:

0 < M o d A < $ j ™ £ r), , М

или, подавно, въ следую шля:

0 < Л Ы 4 < * £ ж г г - ■ w

Если-же А: =  ], то неравенства (д) преобразовываются въ неравен

ства (Л) непосредственно.

2°. Положимъ, что 0 > [ х >  —  1. Принимая во внимаше, что, при 

к ^  1,

Mod [-— ~ ^ 73— ) *  ] =  Modi* ) . (Mod х)к

и что

1—1* 2 -|* к— 1—1* > .
2 * 3  к v  *»

преобразуеыъ неравенства (</) въ следуют,ia:

Неравенства (Z) и (/г) говорятъ иамъ:

.Ес.ш — 1 <  j* <  1, то

r\ nf j ( \ /  Ъ1оЛ{у~) •(JM.od х)  ̂ . р -|
0<Mod(s — >„)<— .j bssj — ■ W

гдгъ к представляешь какое ни есть цгьлое, положительное число, за 

исключенгемъ нуля.

631. ЗазгЬчаше 2. Иоложивъ въ неравенствахъ (т) k =  1 и при- 

нявъ во внимаше, что =  I, найдемъ:

о < л ы < ( . - 1 ) < 1 “ ^ - й .  ад-

Предиоложимъ, что Mod(\i) есть перемЬпиое число, стремящееся 

къ иредЬлу, равному нулю. Неравенства (п), удовлетворяющаяся при

40*

гяды, 627
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каждомъ изъ значешй переьгЬннаго числа н-, заключенныхъ въ гра- 

ницахъ — 1 и — 1, показываютъ, что число s, представляющее, при 

перелтнномъ параметры число переменное, стремится къ пределу, 

равному числу 1, при стремленги перемгьннаго параметра р- къ пре

делу, равному также числу 1.

Результатъ этотъ будетъ намъ нуженъ впосл'Ьдствш.

032. ПрнагЁръ второй. Разсмотримъ слЪдующш рядъ:

X 1 т* хп~ 1 хп

1 I ®  » 1 О )1.2 » 1.2.3 1.2.3.. .(и— 1) ’ 1.2.3. ..п

въ которомъ число х есть число, вещественное или мнимое, имеющее 

какой угодно модуль. ИзслЪдуемъ сходимость ряда. Для этой ц'Ьли 

разсмотримъ:

M o d  B f ) = M o d  :

Mod x

Но очевидно, что, начиная съ нйкотораго, достаточно болыпаго, 

значешя для п, при всякомъ Mod(x), будемъ им-Ьть

Mod (х) .

гд'Ь q есть некоторое число, меньшее единицы, а потому, начиная съ 

н^котораго, достаточно болыпаго, значешя для п, получимъ:

Это неравенство говорить, что предложенный рядъ есть рядъ абсо

лютно сходящшся, или, что то же, сумма

Sn

первыхъ п членовъ ряда и сумма ихъ модулей стремятся къ предела мъ, 

при неограниченномъ возрастати п и при всякомъ значент х, какъ 

вещественномъ, такъ и мнимомъ.

033. Границы модуля ошибки. Найдемъ границы модуля ошиб

ки Д, которую сд^лаемь, взявъ, для суммы

s =  lim (sn)n=oa

предложен наго ряда, сумму

* 1 1 1.2 I * • • > 1.2,3...(А —1) f



где к есть целое и положительное число, при которомъ пред-

ставляетъ число, меньшее единицы. Обозначишь это число буквою q. 

Назвавъ модули членовъ нашего ряда соответственно буквами TJly ?7а, 

U3, . . . и обозначивъ ошибку буквою А, получимъ:

M odb  <  [lim(Uk+i +  ZTjt-f-2 -f- Z/t+s-f- • • • )]и_со*

Но

Uk-\-\ =  Uk+i, Uk+2 =  <?C/i+i, <  g2 , . .  . , 

а потому

Mod A <  Urn [ Uk+i( 1 +  q -|- q2 +  • • • )]<l_ co> 

или, наконецъ,

' ^ЯДЫ. t 029

Uk+1o <  Modb <

Зам4нивъ зд^сь

7Г (Modx)k Mod(x) 
Uk+i —  j772.3_A: ’ q~~ “T f F

получимъ

0 < M o d A < ----- (Mod»)» ,

1 .2 .3 ...* ( l -- И

634. ЗазгЬчаше 1. Положимъ, что х = 1, т.-е. разсмотримъ рядъ:

i 1 JL _1_ __ L_
1 * 1 * 1.2 ’ 1.2.3 ’ * ’ * ’ 1.2.3. . -п ’ 

и тогда, взявъ для суммы s ряда, напримеръ, число:

1 +  1 + Г 2  +  ГЖЗ +  * • * +  1.2.3. -1. (к“ Г) ’ 

сделаемъ ошибку А, заключенную въ границахъ:

0 <  л <  ПгТзТТТ^1 ~ ^ к )  * ^

635. ЗалгЪчаше 2. Если Mod{x) достаточно* малъ, то можно при

нять & = 1 ,  и тогда, на основанш неравенства (р), получимъ:

о < * * ( , _ „ <  и

1 . 2
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т . е., если Mod (х) представляетъ переменное число, стремящееся къ 

нулю, то число s будетъ числомъ перемгъннымъ, стремящимся, какъ 

показываютъ неравенства (г), къ пределу, равному единице. Резуль

тата." этотъ будетъ пуженъ намъ впосл'Ьдствш.

636. Теорема умножешя рядовъ. Если каждый изъ рядовъ:

мз, • • • , ......................(1)
Vj, г>2, Vg, . . . , V n , ...................(2)

есть рядъ абсолютно сходящшся, то рядъ *

urvr  («!©„ +  «!м3), • • • »
(««!«?» 4  MoW»-i-|- • • • -}-ttn-it;2 • • . (3)

есть рядъ абсолютно сходящшся, имеющгй суммою произведете суммъ 

данныхъ рядовъ. Обозначишь:

1) модули членовъ ряда (1) соответственно буквами:

1̂» U-2, • • • 1 t'n5 . . • ,

2) модули членовъ ряда (2) соответственно буквами:

Fx, F2------ -- F,„ - . • ;

3) члены ряда (3) соответственно буквами: . . . , w,„ . . . ;

4) модули ихъ соответственно буквами: W t, TF,. . . . , TF«, . . . .  

Возьмемъ:

se —  %  4 "  w2 4~ • • • 4 “  i ~  Ui 4~ U 2 4~ ■ • • 
tb =  vi -f- v2 4 "  • • • 4“ vi , Tb— Vl 4~ F 3 +  . . . 4~ F&,

on~ w 1 4~ m̂24~ • • • -t~u)» , £«—  TFj-}- W 24~ . • • -f-Ж»,

n , n
причемъ положимъ, что, при w четномъ, а =  у  и 6 = у ,  и, нриине- 

четномъ , <г =  —^  и Очевидно, что, при безграничномъ

возрастати п, числа а н Ъ также безгранично возрастаютъ.

По условш теоремы каждое изъ переменныхъ чиселъ sa, Sa, h, Тъ 

стремится къ пределу, при безграничномъ возрастати п, причемъ 

каждая изъ суммъ:

Ua-\-l 4 "  Ua+2~\- . . . 4~ Ua+p, Vb-\-l Fl»-f а 4 “ • f • • 4* Fft-}-p

стремится къ нулю, при безграничномъ возрастати п и при всякомъ р. 

Назовемъ:

S-hm (Sa)n— со, i —  Ыт (^б)н—оо, S --lim (Sa)*—оо, i 1-- Z/Wi ( )«:гоо.
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и что £„ стремится къ пределу, при безграничномъ возрастанш п.

Принявъ по впимаше, что наибольшая сумма зпачковъ у буквъ 

и и v въ слагаемыхъ w , составляющихъ сумму оп , равна ( ю + 1 ) ,  

получимъ:

Требуется доказать, что

st =  lim(°n)n _

0П=  щ Vi -\-Щ ®2+М1 «.г-К.+И, Vb.-1+Щ ”b -\-Щ VbjrXJr. • + ^ ’„-i+WiVn

-\-щ v1Jru2 V2+U<> «3+ ...+м 2 ^-1+^2 vh + W2 .+ w 2%,_i

а
Н

O' 
1 

+ 
1 V l+«a *’2+4, v3+ ...+w e «4-1+4. Vb + « A } i

-bMa-1_1̂ l+«(J+l^+Wa+iV3+ - + ^ +,VJ_1+Wa+i«6

+ Wa-j-2Vl+ W/i4-2V2+Mn4-2V<_b—

+«,»-JVl+ W«-2t’s+Mn-2t,3.
+un_ lvl+un_ lvi 

и, следовательно,

G« ----S n ^ = w ,  (flb-H - | -  .... “b ^ n )  - j -  м 2 (tfb+i - ] - • ■ .  - f “ Vh— l ) - f -  • •• ~b WaVb-f-i-)-

—1— г?х (мл+1 +  - . . -\-Un) +  «2 (Wa+1 4" • • • VbUa+\ .

Назвапъ буквою R  наиболышй изъ модулей суммъ, помещенныхъ 

въ скобкахъ первой строчки, и назвавъ буквою р наибольпий изъ 

модулей суммъ, помЬщенныхъ въ скобкахъ второй строчки, найдемъ:

Morion— Sati)  < (£ 7г +  j- Ua) R J\- ( Vl-{- F2-{- . . .  -f- Vb)p ,

или, что то же,

Mod (on — Sah) <  SaR +  Тьр;

откуда, подавно,

Mod (o„ —  satb) <  SR  -j- Tp .

Но, по услов1ямъ теоремы, каждое изъ чиселъ R  и р стремится къ 

нулю, при безграничномъ возрастанш п’, следовательно, начиная съ 

некотораго одного и того же п,

Я <  4£ * Р <4Г »



а потому, начиная съ некотораго п, будемъ иметь постоянно:

£ £
M o d  ( а „  —  Satb) <  -J , Ж о й  ($£ —  Satb) <  -g- •

Нринявъ теперь во рнимаше, что

и&£о(%(®п "”*** 5^) **— Ъ£оЗ/ [(<3п Satb) Satb) J J^Oil (^n ’ Satb) ~j

+  -Л/ой (s£ —  Sa4) <  s ,

заключаемъ, что M o d (o „—  st) стремится къ нулю, а следовательно 

стремится къ нулю и разность a n —  st, т.-е.

St =  Н ш  (°я )п— оо > Ч. И Т. Д.

Докажемъ теперь абсолютную сходимость ряда (3). Разсуждешя 

наши показываютъ, что рядъ

4)t = U xVv С2 =  ( ^ Г 2 + F ^ ) ,  С ш ^ и Л + Т Т Л + и М ,  . . .

им^етъ суммою произведете ST', следовательно, есть рядъ сходятцШся, 

а потому

lim (Cn-f 1 -j- Сп+ 2  -f- . . . -f- Сп+р)п=со —  0 .

Но W n <  Сп, ' следовательно, и подавно,

Пт  ( Жп+г -f- W i»+2 • • • "Ь  Wn-Yp)n~co —  О,

т.-е. рядъ

W„  ТГ2 . . . , W*t . . . 

есть рядъ сходя щШся, а потому рядъ

Wu W2, . . . , Wn, . . .

есть рядъ абсолютно сходя шдйся, ч. и т . д.

637. ЗаагЬчаще. Если каждый изъ данныхъ сходящихся рядовъ не 

есть рядъ абсолютно сходя щШся, то теорема можетъ не существовать. 

Возьмемъ, въ самомъ деле, два ряда:

1 1  1 1
1,-
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1/2 ’ / 3  ’ ^ 4  ’ |/5  ’ ’
____1__ _ 1_ ___ 1_

’ / Г  / з  1 i / I V i ” "

сходящихся не абсолютно.
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Образуемъ рядъ:

общш членъ котораго равенъ:

Этотъ общШ членъ въ п разъ бол-fee наименьшаго изъ своихъ

членъ ряда более единицы, и, следовательно, полученный рядъ не 

только не имйетъ суммою произведете суммъ данныхъ рядовъ, но 

даже представляетъ рядъ расходапцйся.

638. Знакопеременные ряды. Разсмотримъ рядъ, члены котораго 

суть числа вещественпыя, причемъ знаки этихъ членовъ чередуются, 

т.-е. члены эти попеременно положительные и отрицательные. Такой 

рядъ называется знакоперемгъннымъ. Относительно подобнаго ряда 

докажемъ следующую теорему.

Теорема. Для тою, чтобы знакопеременный рядъ

бъиъ сходящшся, необходимо и достаточно, чтобы Mod (wn) стре

мился къ нулю, при безграничномъ возрастами п.

Услов1е это необходимо для всякаго ряда (620).

Докажемъ, что услов1е это и достаточно для разсматриваемаго 

ряда. Для этой цели достаточно показать, что

п

когда п четное, и более

п
* когда п нечетное. Въ обоихъ случаяхъ обгщй

Mod ( i t  U n  U n + l  —  U n + i  . . .  —  U n + p )  =

стремится къ нулю, при безграничномъ возрастати п и при всякомъ р .
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Если р четное, то, на основанш услов1я теоремы, начиная съ liiiKO- 

тораго п,

Mod{un —  — Ww+3—1~ • • • ~f"Wn-fp)= : (Mn — Wm+i)-!-

-j- { u n + 2 —  ttn-4-з) -f- . . . -j- Mn-fP =  Wn —  (Wn+ 1  —  Mn-1-2 ) —  • • • -

(**n+P  —1 Un-\-p).

Равенство это говорить, что, начиная съ некотораго и,

О <  M o d  (Мп ~ Mn+l -}~ - . . U n + p )  <  и п . [я]

Если-же р нечетное, то, опять на основанш услов1я теоремы, 

начиная съ некотораго п,

Mod(un— un+i-\-un+2— « п + з +  . . . — Mn-fp)=(“n— U n + 1) +  . . . -f-

1-u n +p ) —  U n --(м„4 - 1 --м „+г)-- . . .  -(Un-L-p—2 — W„-fp—j) U n + D ,

и, следовательно, начиная съ некотораго п,

О ^  Mod(u„ Un-\-i ~~j- . . .  *̂-\-я) <С Wn«

Неравенства (а) и (Ъ) говорятъ, что

Mod (ill ин +  m»+i — Wn+a +  . . .  —  м*+р),

начиная съ некотораго п, при всякомъ р, становится и продолжаетъ 

быть менее всякаго даннаго числа, ибо Mod{un) стремится къ нулю, 

т.-е. говорятъ, что данный рядъ есть рядъ сходяшдйся.

639. Замечите. Положимъ, что члены нашего ряда убываютъ, 

начиная съ перваго, или, другими словами, разсмотримъ нашъ рядъ 

съ того положительнаго члена, начиная съ котораго члены идутъ, 

убывая.

Разсмотримъ три ряда:

uv «2, и —  М0+ М 3, /»! — »2+ и 3— и4, щ — м2+ м 3— м4-{-М5, • • • ( ! )

Wj, Uy U>2 | W3 , у Wj U 2 | U^~I W5 , . . .  (2)
Mj— m,, — гг4, , . . . (3)

Пределъ, къ которому стремится рядъ (1), есть сумма разсматри- 

ваемаго ряда. Очевидно, что каждый изъ этихъ рядовъ стремится къ
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одному пределу. Но замЬтимъ, что рядъ (2) есть рядъ убываюнцй, 

ибо его члены положительные и суть:

ulf щ —  (и2 —  м3),м1 —  (щ —  щ) —  (и4 —  щ), . . . ;

рядъ же (3) есть рядъ возрастающей, ибо его члены соответственно 

суть:

0̂ 1 0*1 ^2) "4~ (^з ^ 4)» • • • >

причемъ каждый членъ ряда (2) более каждаго изъ членовъ ряда (3).

Отсюда сл'Ьдуетъ, что если отнесемъ каждый изъ членовъ рядовъ

(2) и (3) къ одной и той же единиц’Ь мЬры; отложимъ, на неопре

деленной прямой, начиная отъ некоторой точки О, длины:

0s3, Os5, . . . ,

равныя соответственно членамъ ряда (2), и длины:

Os,, Osj, OSj, . • . ,

равныя соответственно членамъ ряда (3), то точки sx, s3, s&, . . . ,  

подвигаясь влево, займутъ одну область прямой; точки s2, s*-, sg> • • • > 

подвигаясь вправо, займутъ другую область прямой; эти две области 

будутъ отделяться некоторою, такъ сказать, демаркащонною точкою Ж, 

причемъ длина О М  представить сумму разсматриваемаго ряда.

640. Границы ошибки. Возьмемъ рядъ

Mj, 7 U2y Mj, . . . . . . .

Найдемъ границы ошибки, которую сделаемъ, взявъ, вместо суммы s 

ряда, сумму некотораго числа его членовъ. Разсмотримъ два случая. 

Положимъ, что мы беремъ, вместо s, сумму

Si _ 1 =  Uj -U 2 "j- U 3 .—  . . .  —|— Ui— 2 —  Ui -1 ,

въ которой последнее слагаемое есть отрицательный членъ ряда. На- 

зовемъ ошибку буквою А, такъ что

A ='s —  Si-\ =  lim (м,- —  Ui +1 -f- t<i+a —  м»+з -f* • . -)n-oo =

=  [(м( —  M.4-1) +  (м.-+2 —  м,-+з)+ • . .]n=oo =

~\- lim 1 —  Ui +2) —  («i+3 —  Mi | 4) —  • . .]n-oo.

Равенства эти говорятъ, что ошибка будетъ положительною, при-



чемъ модуль ея будешь менее uit ш.-е. менее числа, слгъдующаго За 

посмъднимъ слагаемымъ взятой, вместо s, суммы.

Положимъ теперь, что мы беремъ, вместо s, сумму

Si- 1 =  Mj —  -f- мз ui~\~ • • ■ —  и*- 2 M»-i ,

въ которой последнее слагаемое есть положительный членъ ряда. 

Имеешь:

А =  s —  Si-1 =  lim ( — К  ~Ь м<+1 — м»+ з 4+3 +  • • )л—оо =

=  —  lim [(м4 —  ги+i) (м, +2 —  щ — з) +  . . . )]п-со =

=  — Ит[и< —  (w *+ i ""w4-3) —  (м ,+з— Ui+i) —  . . .]n-oo.

Равенства эти говорить, что ошибка будетъ отрицательная, причемъ 

модуль ея, опять таки, будешь менее щ, ш.-е. менее числа, следую- 

щаю за последними слагаемымъ взятой, вмуьсто s, суммы.

Итакъ, ошибка будетъ иметь всегда знакъ, одинаковый со знакомь 

члена, слгъдующаго за пыьмъ, на которомъ остановились, и модуль ея 

будетъ менее этого члена-
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У п р а ж н е н 1 я .

2.

Изсл̂ довать сходимость я расходимость рядовъ:

1. а I а2 .- ■ - £ - + ■  . . 
т  4- Р ш -J- 2р т  -j- Зр

РасходящШся при а 1 и сходяпцйся ири а<^\. При а =  1 рядъ
расходящШся. Въ этомъ убедимся, положивъ т  =  кр и сравоивъ съ ря-

1 , 1 I 1 .домк Т + - 2 + Т + "  •
1 , Д_____+ _____ I____ +  . .

xtx+a) (x+2ai (х+За) (х+4а) (х+Ъа) т

Рядъ, будучи равенъ - (-  - ~ ~  +  есть рядъ

сходяицйся.

„ 3  . бж2 7гс® .9#* , , 2» -j-1 „
2‘ л :+ Т '  +  То +  1 7 +  ' * * +  п2+ 1 * +  ' • *
Расходящейся при гс >  1; сходящшся при х <  1. При х =  1 общШ

членъ ] болЪе —; рядъ расходящШся.
-f-1 п

. m + p  rn +  2 p . m  +  3p 
4 +  — +  — • • •

Сходящиеся при а >  1, расходящШся при 1. При а — 1 рядъ 

очевидно расходящШся.



5. («_|-i)2 +  (a_|_2)2 ж +  ( « 4  Ъ)2 x* +  . . .

Расходяпцйся при х >• 1, сходяпййся при х <  1. При х =  1 рядъ 
очевидно расходащШся.

6. I3 +  22ж +  3*жа +  . . .
Результатъ одинаковъ съ результахомъ упражнешя (5).

!  +  — 17 =  +  — L r  +  — [ + • • ■ 
г  1 -h 1/ 2 1 4 - К 3 1 + 1 / 4

Рядъ, будучи бол̂ е 1 +  3 +  ^ 7 4  4  • • •• есть РЯДЪ

расходяпйяся.

•у* /у»2 /у»3
С __ _______ I I Х j

1 4 ® 1 4 я 4 1 4 ®5 *

Расходяшдйся при х >  1, сходяшдйся при ж < 1. При # =  1 оче- 

, видно расходящшся.

1? +  3P +  5P-t-7P +  • • •

10. 1Р +  2рж +  Зрж2 +  . . .
РасходящШся при ж > 1, сходящШся при х < 1.

И . Въ ряд"Ь w04  Mj 4  м2 4- . . : члены идутъ, убывая. Доказать, что этотъ 
рядъ и рядъ:

и0 4  2щ 4- 22м3 4  23м7 +  24м15 4  . . .

суть ряды вм1 ст1> сходяпцеея и вм̂ стЬ расходяпйеся.

12. Доказать, что рядъ

1 4  ?jn4 4- 4  • • •

сходящшся при п >  2 и расходящшся при п <  2. (на основанш упраж
нешя 11).

13. Если рядъ и0 -f- щ 4  Щ 4  • • • +  ип 4  • • • есть РЯД’Ь сходянцйся 
(знаки членовъ каше угодно), то и рядъ Е0и0 4  Ei^i 4  • • 4  п • • •» 
где Е0, Е и Et, . . . суть убывак>!щя иоложительныя числа, есть 

рядъ сходящшся.

14. Показать, что рядъ

J L . _ L . _ L  4- 4- __ —___ 4-
2.4 4.6 ^  6.8 +  . • • т  2w(2w4*2) ^  '

1
есть рядъ сходящшся и что его сумма равна — •

15. Показать, что рядъ

1 3  1
1 +  2(log 2)а +  3(log 3)а +  • * ' +  w(log п)а +  * • • 

есть рядъ сходяшдйся при а > 1  и pacxoдящiйcя при а 1 (на осно- 
BaHin упражнешя 11).

ряды. 637
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16. Показать, что рядъ

____ 1_____ I_____ L_____|_ _|______ ~______f  . . .
2log2(loglog2)a 31og3(loglog3)a wlogw(log logn)a

есть рядъ сходящШся при а > 1  и расходящейся ири a ^  1 (наоснова- 
, niii уяражнешя 11).

17. Показать, что ряды

Щ  “Ь Щ  4" Щ и3 -}- . . . -j- ип +  . • • 
аиа «2̂ а2 -\-a*uaз +  • • • +  апиа» +  • • •

суть BM'fccTi ряды сходяпцеся и расходяицеся.

%



Г Л А В А  В Т О Р А Я .  

Биномъ Ньютона для всякаго показателя.

§ 1. Биномъ Ньютона для ц'Ьлаго и положительная показателя.

/•
041. Произведете и- бииомовъ вида (l-f-г). Разсмотримъ про

изведете:

(1 + « 1Х 1 + * * )  • • • (1 + ^ )

{j. биномовъ, гд4 хи х2, . . . ,  Хр суть каюяни есть комплексный числа, 

вещественныя или мнимыя.

Докажемъ, что произведете это тождественно полиному:

1 +  *i +  s2 +  • • • +  +  • • • +  +  s,x_i "Ь sp>

ВЪ которомъ буквы S l , ' S 2 . . . i Л 2* 1’ S\) означаютъ С00Т"

вЬтственно суммы сочеташй порядковъ 1-го, 2-го, 3-го..., w*ro, . . . , '  

([i- — 2)аг0, ([х — 1)аг0, ^аго изъ fi элементовъ:

X i t  x i t  . • . , X •
Г*

Для доказательства справедливости тождества:

(I+^iXlH-^a) — ( l + a:|J.)= l- N i+ S 2 +  — * „ + • "  + 5jJ._ 2 “bs(J. _ i _b s(A О )*  

предиоложимъ, что оно им^етъ мЬсто для некотораго значешя ц, и



докажемъ, что оно будетъ иметь место для значешя (н-+ 1 ) ,  т.-е. 

докажемъ, цри существовав и тождества (1), существоваше тождества:

(1 -J-arjXl +л*з) - (1 4-я(А)(1 4  =  

l+ °i+ °2  +  - + a-+ - + 0(А_ 1 +  °(,- ЬуИ > (2)

въ которомъ буквы ои о3, о , , , . . . ,  а,А> означаютъ

соответственно суммы сочеташй порядковъ 1го, 2го, . . . ,  пт0, . . . ,  (ц— 1)го, 

у10, ([i-j-i)r0 изъ элеменговъ:

х1г х2, . . . , ау

Для этой целиумножимъ обе части предиолагаемаго тождества (1) 

на биномъ О  4~ #(Д._|_1); умножеше дастъ:

(1 4-я1)(1 + # 3) . . . (1 —J— (1 + ^ {JL̂.1)== 1 4"(*1 4 'л:ь,._|_1)4 ' • 

+  («2+Sl^[J,_|_1) +  • • • 4- («» +  ) 4" • • • + ( S(A_l-j-

-J-S +  s лх , ,) +  s x . ..1 (A—2 1 4 jA 1 !*--1 (A-fl 1 |A IA +  1

Но очевидно, что

в1 + * ^ + 1 = 0 1 » S3 4 - S l ^ + 1  = ° 2 . • • ■ I Sn S„—1Жп+ 1  =  °n > • • • > 

S , 4 -S .X ,  ,  =  0 S 4~S ,x  I .  =  0 s X , ,  =  0  . i ц
(J.—  1 1 H—  1 [A+l [А— Г  |* 1 (J-— 1 H - l  p-’ Ц [J-+1 (x+ 1

а потому

(i 4  *,)(i 4- #2) • • •  О 4~s*)(i 4_^(jl_j_1) =  ] 4-°i 4- °24- • • • 4-

+ ° » 4 - . .  . + . о(л_ 14-о[а4-о(а+1,

что мы и хотели показать.

Принимая теперь во внимаше, что тождество (1) имеетъ место 

для ц =  2, (это поверяется непосредственно), заключаемъ, на основапш 

тождества (2), что тождество (1) имеетъ место для р- =  3, а отсюда, 

на основанш тождества (2), заключаемъ, что тождество (1) имеетъ 

место и для [а =  4, ит. д., т.-е. заключаемъ, что тождество (1) имеетъ 

место для всякаго целаго и положительнаго и-.

642. Биномъ Ньютона. Ори помощи тождества (1) мы можемъ пред

ставить выражеше (1 4 "  I1 есть Д'Ьлое и положительное число, 

въ виде многочлена, расположен наго по возрастающимъ степенямъ х.

640  КНИГА У.'
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И въ самомъ деле, обозвачивъ числа сочеташй изъ {х элементовъ 

порядковъ:

Vго, 2'го, 3-го, . . . , ?ГГ0, . . . , (> — 2)'го, (ц —  1)-го, г™ 

соответственно символами:

Ы х, (Ю2. (Юз» • • • , (Н>)», • • • >

возьмемъ тождество (1) и положимъ въ немъ:

z t =  x t = *x 9=  . . .  — X = х \

вследств1е этого положешя левая часть тождества обратится въ 

(l-}-#)1*; что же касается до суммъ, помещенныхъ въ правой части, 

то онй обращаются въ следующая:

S l =  X +  x , , + x —  X ■ Ы х == ( H - ) i • X  ,

S 2 =  x 2 +  Ж 2 , .  - ( - # 2 =  x * • ( Ю г =  G * ) a . ж 2 ,

S n —  X
1 n  

+  X

n
=  X ( Ю , =  ( Ю » . x \

s
F -

=  x * ~  
2  x

- 2  И-- 

+  x " 2 + . . .  - \ - х ^

1
„ 

iL

• 
II

<
M

• 
i

■ W f t - 2  =  4 -

V-  2

•2

s
!•*•

—  J x ~  

l ~ x

- 1  I J x ~
- \ - x " 4 . . o f

1  j ^ — 1 
=  X

( i * V _ 1 = H -

!J-— 1  
_ ! - X  j

S

f *

—  J *
=  X

• f r V = ( i * V
. X  ,

и тождество (1) преобразуется, наконецъ, въ такое:

(1 -J- х)'х —  1 +  (н-)  ̂-f- (р)2х2 +  .. • -КЮ»#"

’ +  +  Ц А_ / _1 +  0 ) ^ *  (3)

Заменяя символъ (и.)п его значешемъ (332):

Ки- — 1)^ — 2) . . .  Q* — п +  1)
1.2.3 ... п

и принимая во внимаше, что (334)

41
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посл'Ьдшй члёнъ им^етъ зпакъ (-}-), при чегномъ и Бнакъ (— ), при jx 

нечетномъ.

648. Зам^чаше VI. Сд-Ьлавъ въ формуле [5] а =  1, 6 =  1, найдемъ:

*  =  1 +  f +  +  ••• +  Т  +  1-

т.-е. сумма коэффищентовъ разложенгя равна 2'х.

Коэффищенты разложешя называются биномгальными.

649. Замечаше VII. Положивъ въ формуле (7) а = 1 ,  6 =  — 1, 

получимъ:

п _  7 У- | Кн- — 1)_и(р — 1)(;* — 2) .
1 ' 1.2 1.2.3 ' ••• *

т.-е. сумма бином1альныхъ коэффищентовъ четныхъ мгъстъ равна 

суммгъ биномгальныхъ коэффищентовъ мгъстъ нечетныхъ.

650. Замечательны я соотношетя между биношальными 
коэффициентами. Разсмотримъ бишшальные коэффициенты:

/,,ч  _  ^(н- — 1 )... О — w + l )  _  ч(у — 1 ) .. .  (у — т + 1 )
,п 1.2.3...п ’ у ,т 1.2.3...т

Если ц и v суть числа целыя и положительныя, то коэффищенты 

эти представляютъ соответственно числа сочеташй порядковъ п и т  

изъ (а и v элементовъ и фигурируютъ въ разложенш биномовъ (1 — а;)** 

и (l-)-x)v въ многочлены, расположенные по степепямъ х.

Предположимъ теперь, что, въ разсматриваемыхъ выражешяхъ 

(я)„ и (v)mt числа ji. и v суть катя ни есть числа, вещественныя или 

мнимыя, и докажемъ следующее замечательное соотношете между 

этими выражешями:

( h - ) o ( v ) «  +  ( t A ) i ( v ) n - i  +  ( [ * ) 2( v ) n - 2  +  . . .  +  ( p - ) * ( v ) » _ f c  +  • . .  ( n ) » - i ( v )2 - } -  

+  ({x)n_ 1(v)1- f(!x)n(v)0 =  (}i + V ) n, (1)

где n представляетъ какое ни есть целое и положительное число, 

и где (р-)о и (v)0 суть символы, представляюпйе число 1. Для дока

зательства справедливости соотношешя (1) предположимъ, что оно 

справедливо для некотораго п, и покажемъ, что оно будетъ иметь 

место для (w +  1), т.-е. покажемъ, что, при существованш соотноше

шя (1), имеетъ место и такое соотношеше:

0 А)о  ( v ) « + i  (fA) i ( v )« ( | а ) 2( у ) '» - 1  (Н ')я —1O O 2 “ Ь

+  (Jx)-(v) 1 +  0 )»+i (v)o =  (Н- +  v)»+i • (2)
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Ыя+1 = (т)п . ;

Для этой цели заметимъ, ■ что

равенство это дастъ:

(и- +  v)»+i =  (и- +  v)« • ;

(а)

(Ь)

оно дастъ также, сперва— по замене п черезъ {п — к) и т  черезъ ц, и 

потомъ— по замене т  черезъ v и п черезъ к, соответственно следую

щая два равенства:

(у-)п-* • (и- — п-\-к) — (|х)н_*+1 . (п — к-\- 1), 

(v)* * (v — к) =  (v)t+i . (к -f- 1).

(c)

(d)

Внося теперь въ равенство (Ъ) значеше (H- +  v)n изъ предпо- 

лагаемаго равенства (1); заметивъ, что левая часть равенства 

(1) представляетъ сумму членовъ вида (v)4 для всехъ значе-
к—п

шй значка к отъ О до w, и означивъ эту сумму знакомъ: 2 > П0ЛУЧИМЪ:

о , +  , ^ , = £ ± ^ - " . 2 !
&—О

к~п
00* • О)*-*

к— О

Принимая во внимаше, что

|А -f- v — п _& — п | V — к
п +  1 п -f 1 1 п -j- 1 ’

можемь написать:

к—п

( ^ + v)«+t =  2
к=: О

/ \ / \ f* 4" к п
• - s + r -

к=п

+ 2
к— О

М М * -»  • Ч~Л

Равенство это, при помощи равенствъ (с) и (d), можетъ написаться 

такимъ образомъ:

(р* ~b v)»+i =  2
к=0

к-п

+2
i—О

(v)*+l (

Выделяя теперь изъ первой суммы слагаемое, соответствующее
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Jc =  0, и изъ второй суммы— слагаемое,, соответствующее к — п, по- 

лучимъ:

к=п

1
({j- v)„ + i - (v)o(n-)n+l +  2

к—п- 

+  2

n — k-{-1

к-0

n -j- 1 

4 “ (V)«-hl (р-)о i

+

HO

k-n—1

2
к-0

k-n

2
i = l

A

а потому

k=n

(Н- +  v)»+i —  (v)o(h-)«+i H" 2
*=1

+  (v)n+l(»0 =

—  (v)o(!A) « + i + ( v)i(!J')»4-(v)2(tA)"~i“b---(v)»-t(li')2H~(v)»({A)i +  (}J-)o(v) " + 1>

т.-е. получили равенство (2).

Но равенство (1) непосредственно поверяется при п =  2, ибо

Wo 0 )s + ( v)i 0 )i +  M i =  + ^ v ~f— — =

следовательно, на основанш равенства (2), можемъ утверждать, 

что равенство (1) имеетъ место для п =  3, а отсюда, на основанш 

равенства (2), заключаемъ, что равенство (1) имеетъ место и длягс =  4, 

и т. д., т.-е. заключаемъ, что равенство (1) имеетъ место для всякаго 

целаго и положительнаго п и для всякихъ значешй буквъ ji и v, какъ 

вещественныхъ, такъ и мнимыхъ.

§ II. Бином1альная теорема.

651. Разсмотримъ рядъ

1. 0)>> М 2Л  • • • , {*)к-1Хк-\ . . . , . . .  (1)

Если число р есть число целое и положительное, то число членовъ 

ряда есть число конечное, равное (р- +  1), причемъ сумма этихъ чле

новъ равна (1 -(-л;)1* (642). Если-же число ц не есть число целое и 

положительное, то число членовъ ряда будетъ безгранично. Мы изу



чали этотъ рядъ (627), при услов1яхъ, что ^ есть число вещественное 

и что Mod (x) мен^е единицы, и нашли, что рядъ есть рядъ абсолютно 

сходяпцйся. Обозначимъ:

=  -|-( j j . ) ^ (ц)2а;2-j- . . . 4- '0 )»-ia?*-1]„=00 .

Согласно съ этимъ обозначешемъ получимъ:

o(v, х) =  Мт[] +  (v )^  +  (v)2s 2 +  . . .

?(H- +  V, x)— lim[\ -f({A+ v ) 1a?-|-(}x+v)2a;a+ ...- f(}i.+v)n_ia;n-1J>l={x.

652. Относительно выражешя ю (ts x) можемъ доказать следующую 

теорему.

Теорема. Выражетя:

? 0 ,  ?(v, х\ ? (^  +  v, х)

удовлетворяютъ следующему равенству.

<?(|S х) . ®(v, х) =  <р(у 4 "  v, х). (-4)

И въ самомъ д'Ьл'Ь, прилагая къ абсолютно сходящимся рядамъ, 

суммы которыхъ соответственно суть о (м-, х) и 9 (v, х), теорему умно- 

жешя рядовъ (636), получимъ:

<?(is х) . ?(v, х) =  lim\ 1 +  [(p-)i+ (v)J^ 4 "

4-[(и-)2 4- (v)i 4-(v)2 ] ж2 4-... 4- [(u)„—1 4- (n)„_2 (v), +

+ . . .  4~ (ix)i(v)«-2 4-(v)«-i)]̂ ,-1[n=oo*

Но мы видели (650), что

(tj')*4-(H')t-i(v)i4- ••• 4-(fx)i(v)*—14-0)*=(^+ v)t

следовательно, предъидущее равенство можетъ написаться такимъ 

образомъ:

х). ®(v, х) =  lim\ 1 4-(H'4-v)i^4-(tj-4-v)2̂ 24- ••• ( H “v)»-J^"” 1]II=oe =  

=  <p(ji-f-v, х), ч. и т. д.

653. Равенство(Л) можетъ быть обобщено, очевидно, такимъ образомъ:

?0i> х) . <p(fs, х) . . .  <рО*Р, х) =  <?0s4- is 4- • • •  4 -V-f, х). (В)

654. Доказавъ предъидущую теорему, докажемъ теперь теорему, 

которую назовемъ бином1альною. ‘ >

ряды. 647
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Теорема. Если число ц есть число вегцественное, причемъ Mod(x) <  1, 

то сумма ряда'.

1» M i* , • • • ,

или, что то же, <р ((-»-, х) равняется одному изъ значенгй выраженья

(1 Н- •
Теорема эта, въ случай р. целаго и положительпаго, имеетъ место 

при всякомъ х (642).

Для доказательства нашей теоремы разсмотримъ нисколько случаевъ.

Т
Случай 1. Число р есть положительное, рацгональное число гдгь

г и s суть цгьлыя и положительныя числа.

Сделавъ въ равенстве (В):

P — S, ^  =  ^ 2 =  . • • =  !Ая =  у»

получимъ:

т.-е.

<Р ( у » я)* =  «Кг, х) =  (1 +  х)г,

?  ( у ,  я ) = ( 1 + » )  .

Т
Зам1шивъ здесь дробь убуквою (х, получимъ:

cp(jx, я) =  (1 -j-tf)**,

где правая часть представляетъ одно изъ значепШ выражешя (1 -f ж)14. 

Теорема для разсматриваемаго случая доказана.

Случай 2. Умело [х есть отрицательное рацгональное число. 

Положи въ, въ равенств^ (A), v =  —  ;х, где (—  р) есть положитель

ное рацюнальное число, и принявъ во внимаше, что <р(0, х )= 1 ,  

найдемъ:

?(«*, х) • ?(— н-, ж) =  <?(0, х ) =  1,

откуда

<р(|х ж) =  -7—-----ч = ----- ------ =  (14 - #)1А.
Т(— К» я?) ( 1 + * ) - ! *

Теорема для разсматриваемаго случая доказана.
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Случай 8. Число р равно какому ни есть иррацгональному числу 

Разсмотримъ число н-, какъ предйлъ ряда рацюнальныхъ чиселъ

ср(ц, х) =  lim[_v{rn, ж)]п̂ оо =  ̂ т[(1 -Ь«)Гп]ж=00= (1 -\-x)hm{Xn)n̂ CB —

Итакъ, теорема доказана вполнгь.

655. Занйчате. Остается еще сделать замйчаше относительно того 

изъ значешй выражешя (1 — которое представляетъ значеше на

шего предала. Въ случай вещественнаго аргумента вопросъ решается 

просто при помощи тождества:

которое говорить, что число <? (р, х), при всгьхъ вещественныхъ значенгяхъ 

аргумента, представляетъ число вещественное и положительное, а 

потому изъ всйхъ значешй выражешя (1 должно быть принято

вещественное и положительное, которое единственно. Въ случай же 

мнимаго аргумента вопросъ усложняется, и мы его не трактуемъ.

При указанномъ ограничеши мы можемъ, слйдовательно, писать

такъ что

Mod(p —  г„)

есть безконечно малое число. 

Тождество (А) дастъ:

? 0 ,  я ) =  х) . <?([* —  гя, х),

откуда

Но мы видйли (635), что

слйдовательно,

м > 0  — г„, я)]п=со= 1 ;

I

I*
=  ( ! + * )  , ч. и т. д.
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для всЬхъ вещественныхъ значенш х, модуль которыхъ менее еди

ницы, следующее равенство:

.!*
( 1 + # )  —• 1 +  0*)^-Н  t02* a +  • • • + ( ! А)„ ”̂ +  • • •

656. Если Mod а <  Mod Ь, то мы можемъ въ предъидущей формуле 

заменить букву х числомъ у ,  и тогда легко получимъ:

(А М./ я, Р-— 1 IX — 2  Р-— П

(а+6) =Ъ (l +  y )  ==Ь + 0 А)16 < Ж » 2& аа+- .+(^)„6 а + ...(Е )

Если-же Mod а >  Mod Ъ, то мы можемъ въ формуле (D ) заменить 

букву х числомъ и тогда найдемъ:

(л  = a ‘ ( l -)— -j - (^.)t & - f

у-—2 и-—п
+  (f*)2a &2+ . . . + ( ц ) па bn +  ...(F )

657. Приближенное вычислеше корней. Доказанная выше бино- 

м1альная теорема нозволяе|ъ вычислять корни съ какою угодно сте

пенью точности. Дадимъ несколько примеровъ.

1°. Вычислить |У 5 . Имеемъ:

I
61/ 5 =  ]/5 . 216 =  |/1080 =  101/ 1 +  1оо= Ю(1 +Ш З ) ;

отсюда, принимая во внимаше, что менее единицы, получимъ (655):

1
( 1 А

п -щ Пт
' + ! • 1 » +

т ^з 1) 

1.2 (ш) +  • • • +

1

1 3
( 1 - ш -

2)...
( 1

— n +  2j
/_8_\«-1

1 1.2.3. 1) иоо/ .
1

nzzOQ

или, что то же,

1 2 1 2 5

, 1 . 8  3 3 / 8 \* , 3 3 3 / 8 \3 
_ ' 3 ' 100 1.2 U00/ ‘ 1.2.3 \100/



1 А А3 * 3 * 3  / 8 Л3
Остановимся на члене — 12 3 (ню) ’ 0твинУвъ ВС'Ь осталь

ные и означивъ модуль ошибки буквою Д. Принимая во внимаше, что 

рядъ, помещенный въ скобкахъ, есть рядъ знакопеременный, причемъ 

первый изъ откинутыхъ членовъ имеетъ знакъ отрицательный, за

ключаемъ (640), что ошибка будетъ отрицательная, съ модулемъ, 

меныпимъ откинутаго числа; отсюда следуетъ, что, написавъ

ряды . 651

- 1 2 1 2 5

} + т
8 JLJL ( 8 3 * 3 ' 3 Ш ’ -  4100 1.2 Uoo/ 1 1.2.3 Viooj

13/Т  10v a = T

получимъ:

1  А А А
* ^ 8 ‘ 3 ' 3 ‘ 3 / 8 у  

<  1.2.3.4 U007 *

Напишемъ неравенства:

1,00000 000=  1 =  1,00000 000

0,02666 666 <  X  ‘ Ш  <  ° ’02666 667 

1 _2_

— 0,00071 112 < -- ~Г72~ ( ш )2< ~  0>00071 111

А . А А
0,00003 160 <  — 1 I з 3 ( щ ) 3<  0,00003 161

— 0,00000 168 < — д < 0 .

Сложивъ эти неравенства по частямъ и умноживъ каждую изъ

10 „ 
суммъ на -g-, пайдемъ:

1,70997 57 5 <  1,70997 87;

откуда, подавно,

1,70997 <  ^ 5  <  1J0998.

Неравенства эти говорятъ, что числа 1, 70997 и 1, 70998 пред- 

ставляютъ значетя р' 5 , съ точностью до ^qqqqq, недостаткомъ и 

съ избьгткомъ. Положивъ

^ 5 =  1 ,70998,
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сдйлаемъ отрицательную ошибку, модуль которой будетъ менйе 

числа » иб°

1,70998 —  V  5 <  1,70998 —  1,7099757 <  0,000005, т.-е. <

2°. Вычислить р'зз. Им^еиь:

]/S3 =  (32 +  D* == 32* (l +  i )L -  2 (l +  i ) !-

или

VSS =  2 lim

1 4

1 +  i . l
' 5 32

1 4  9

5 5 / 1 \35 5 / 1 \2 . 5 5 5 / 1 у  
1 . 2 \32/ 1 . 2 . 3  Ы /

Рядъ, помещенный въ скобкахъ, есть рядъ звакоперемйнный, а 

потому написавъ

^33 14- — • —
' 5 32

_L А
5 * 5 / I х2
5- В Д + д
1 . 2 \32/ ^

получимъ:

Имйемъ:

±  9_ 
ft ’ 5 ' 5 /1

1,00000 0000 = 1
1 4

=  1,00000 0000

0,00625 0000 =  f  • ^  =  0,00625 0000 

1  1
— 0,00007 8125 = — -у~|- j2=  __ 0,00007 8125

0,00000 0000 <  А <  0,00000 147 ;

отсюда, по сложенш и умноженш каждой суммы на 2, получимъ:

2,01234 3750 <  ^33  <  2,01234 6690; 

откуда, подавно,

2,01234 <  ^33  <  2,01235,

т.-е. числа 2, 01234 и 2,01235 суть значешя 1^38, съ точностью до 

, съ недостаткомъ и съ избыткомъ.
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3°. Вычислишь V ^ l . Йм'Ьемъ:

fa l  =  (32 —  1)* =  2 (l -  --•=

=  2 lim

- 1 4 1 4 9 ■

1 - i
0

1 5
5

1 у  5 5
1-L Y _

32 1 2 Ъ) 1 . 2 .3 [i12;

Написавъ:

1^ зГ = 2

получимъ [630, (Л)]:

ИмЪемъ:

1,00000

—  0,00625

“ 1 4 "

} - Т

1 5 5 /± У  _  д
32 1 2 \32/

0 < Д  <
- M - Y5 \ 32/

_ }_ 1 
—  5 * 32 

1 4

=  1,00000 

=  — 0,00625

—  0,00007 8125 =  — (jjg)* =  —  0,00007 8125

—  0,00000 2100 <  —  Д < 0 ;

отсюда, по сложенш и унножееш каждой суммы на 2, получимъ: 

1,98733 9550 <  ^31 <  1,98734 3750;

откуда, подавно,

1,9873 <  ^31 <  1,9874.

Принявъ 1/31 =  1,9873,. сд-Ьлаемъ положительную ошибку, меньшую 

1
числа 2.104 •

У п р а ж н е н 1 я .

1. Найти 5-ыйчленъразложеши(а2—Ь2) .

2. Найти2001-“й члепъ равложешя(а'° -\-хЛ°)
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U '-Я
z_\6

Т ) '

3. Найти б-о® членъ разложешя

4. Написать разложеше ^5-

5. Расположить [а +  V а? — \] -f-[a  — У  а2— l]  по степеняыъ а.
( С̂ \ **

0. Найти коэффищентъ при у въ разложенш \У* •

7. Если А п В  означаютъ соответственно сумму нечегпыхъ членовъ и 
сумму четаыхъ членовъ разложешя (ж +  а)п, го А 2 — В2 =  (х2 — а2)’*.

8. Покаэать, что разность между коэффнщентами при #г+1 п / в ъ  разло 
жеши (1 +  х)п+ 1 равпа разности между коэффпщептами при x,Jrl и хг ~ 

въ раз ложе н i и (1 +  х)” .

9. Показать, что средшй членъ разложешя ( 1 + ж ) 2” раневъ

1 -3- 5 ........ (2ti—i) „ 
1 .2 .3 ........ п

10. Найти биномъ, разложеше котораго им’Ьло бы последовательными 
членами: 2916, 4860, 4320, 2160. Отв. (3 - f  2)6.

11. Найти коэффищентъ при хг въ разложенш /#-]- —\ .х I
/ 1

12. Накисать коэффищентъ nthi#"1 въ разложенш/ж — — )

13. Найти r-овый членъ отъ начала, r-овый членъ отъ конца и оба сред-

.  / 1 \2n+1 
нихъ члена разложешя! х — — у

14. Если t0, tx, #2, £3,... представляютъ члены разложешя (а-(-ж)", то

(to-t2 +  tt -. ..)2 +  (f, -  U +  <6 . -У =  (а2 +  *»)"•

Отв. На основанш тождества:

(ж3 +  а2)" =  (ж +  ai)n(x - ai)n ~ (А  +  Вг) (А  — Вг) =  А2 +  В\ 

гд6 i мнимый знакъ.
и 8 т

15. Показать, что коэффищентъ при а р с1 въ разложенш (а+Ь +  с) 

равняется

1.2.3......т

1.2.3. . . ct. 1.2.3... р. 1.2.3. ..т *

16. Показать, что общш членъ разложешя:
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причемъ все разложеше состоитъ изъ членовъ, аналогичныхъ общему 
и соотв’Ьтствующихъ вс'Ьмъ значей1ямъ буквъ: о15 а2,...,ар, сумма ко- 
торыхъ равна р.

17. Найти коэффищенгь при х въ разложенш (1 -j- 2х -f- Зя2 +4#3)—.

18. Найти коэффпщенти при ж6, ж4, жи, ж8, аЬ2с3<2« соответственно въ раз- 
ложев1яхъ (2 — Ъх — 4ж2)5, (2 — Ьх — 7ж2)5, (1 +  ж + х 2-}- х3 +  xi +  ж5)3, 
(1 — 2х -f Зх2 — 4ха)4, (а — Ъ +  с — d)w.

19. Найти число х членовъ разложешя (a -f Ь +  с)т и число у членовъ 

разложена (а +  b +  с -f- d)m.

20. Показать, что если Sm означаетъ сумму гл-овыхъ степеней членов" 

ариеметнческой прогрессш:

21. Найти сумму квадратовъ и сумму кубовъ п первыхъ чиселъ.

22. Поварить справедливость формулы:

оредиоложивъ, что она, будучи справедливою для некотораго значешя 

п, будетъ справедлива и для непосредственно высшаго значешя п.

23. Доказать формулу:

• ®Ц аа> #31 • *1 #Р>
то

am+1 =  а1т+1+  (m-H)rSm +  r25m_t+ . .. •+prm+1.
pA-l 1. *

_i_ / __  • vp < n — i? —  !)•■ .(w — 2j)+l)

•"I 1.2.3--p

1.2.3.. .m =  (m +  1Г — }(m -1)"* —

_ ^ - l ) i^ g )(m_ 2 r + ...
1.2.3

способомъ, аналогичнымъ предъидущему.

24. Найти наиболыпш членъ разложешя (ж +  а)”*.

25. Найти сумму квадратовъ бином1альныхъ коэффищентовъ.

Отв. Она равна коэффищенту при атхт въ разложеши {х а)Ы'
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Ряды для вычислешя логарпемовъ.

658. Въэтой главе мы дадимъ способы вычислять логариемы чиселъ 

съ какою угодно степенью точности. Въ нижеследующемъ будемъ 

понимать подъ буквою х вещественное число.

659. Лемма I. Предуълъ логаривма перемгьннаго числа равснъ лога- 

ривму предгъла этого числа.

Положимъ, что переменное число х„, принимая положительныя 

значешя:

стремится къ пределу х\ пределъ этотъбудетъ положительнымъ (167). 

Составимъ рядъ:

и докажемъ, что рядъ этотъ стремится къ пределу, равному log х. 

И  въ самомъ деле, назовемъ:

отсюда, означивъ основаше логариемовъ буквою А, получимъ:

} %2 У * * * 1 *̂л » * * • » (1)

(2)

\OgX =  y , log Xn =  yn\

x — A  , Xn —  A

что дастъ:

x —  xn
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Но, но условш, начиная съ некотораго п,

> У
Mod(x —  х„) <  А  в,

где г какое угодно положительное число; следовательно,

Mod [а ?\ 1 — / ~ УТ\ <  J ?  г .

Неравенство это даетъ:

Modil — А ,п~ У) < г

и показываетъ, что

Равенство это говорить, что показатель (у„— у) стремится къ пре

делу, и пределъ этотъ равенъ нулю, йтакъ,

lint0 «  —  ?/)»_«, =  0, т.-е. у =  Ит(уя)п=со,. или 

log [lint ( # n ) » = o o ]  “  Urn [log.r«]w=00, ч. и т. д.

G60. Лемма II . Если число Н- стремится ю> нулю, по какому ни 

есть закону, то число

(1+^ - 1
н-

стремится къ пределу, равному натуральному логаривму числа 1 +  х> 

Положимъ, что

(1 =  \ - f a ,

где а есть переменное число, стремящееся, вместе съ къ нулю. 

Взявъ натуральные логариемы обеихъ частей этого равенства въ 
предположен^, что, при отрицательномъ х , модуль его менее числа 1, 

получимъ:

ч {*- log (1 +  X )  =  log (1 +  а), откуда и =  .

На основанш этого равенства ми можемъ написать:

fj.=0 (Х=0

=  log(l -f-ж) lim
_log(L+a)a _

a=0

42
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Но принимая во внимаше, что (659, 592)

lim [log (1 +  а) °  ] =  log[ziw(l -}-«)a ] =  l o g e = l ,
а = 0  а = 0

получимъ

Пт  1 =  log (1 +  х\ ч. и т. д. (1)
> = 0

Перем/Ьнивъ въ этомъ равенств^ букву х на ( —  х), найдемъ:

lim [(1 ^  ~ -j =  log (1 —  х) . (2)
и— О

661. Теорема. Если модуль числа х есть число, меньшее единицы, 

то  log(l +  z) есть пределъ, къ которому стремится переменное число

X 2 . X я X 4 , , ,  1чп-1ж”

при неопределенно мъ возрастанш п.

Разсмотримъ сумму (627):

°* =  1 4 "  4 "  4 “ • • • 4 "  Pk—\Xk~l

и положимъ, что ц есть число, модуль котораго мен^е 1. Мы им'Ьли 

(630), что

i w i a + ^ - ч к - ^ Ж ^ .

Неравенство это дастъ:

Mod
I ( l + x f -1 0 ,-11  ^ (M odxf ,
I t *  ц J ^  k (1-M o d  x ) ' ' 6)

Положимъ теперь, что число н- стремится къ нулю, причемъ х и 

к остаются неизменными. Мы видели (660), что число

(1 + x f - i

к-

приближается къ пределу, равному log (1 -\-х). Посмотримъ, къ какому 

пределу стремится число —— - ri



+  ( —  l)t_2( i —  r t ( i - - j )  • • • ( •  —  •

Цринявъ во внимаше, что, при стремленш }а къ нулю, каждый 

изъ множителей:

1 jx, 1 - j  , . . . , 1 £_2 » 

при постоянномъ к, стремится къ нулю, получимъ:

2 Ж1-1

ряды . 659

Безъ особаго затруднешя найдемъ:

Km ( - ^ =0 =  ^ - | +  | - Т +  • ' • + ( - > ) *  * _ г -

Неравенство (3), имея место при всякомъ ц, модуль котораго ме- 

irbe 1, будетъ иметь, следовательно, место и въ пределе (167), такъ' что

Mod [log(1 + * )  -  ( * - £  +  £  — 1 +  . . .  +  (— 1 )* '’ Й ) ]  <

(Mod x)k < 

k(l-Modx) ' ■

Положимъ теперь, что число к есть переменное число, неопре* 

деленно возрастающее.

При этомъ предположен^ правая часть неравенства стремится къ 

нулю (100, 7°2j и , следовательно, . .

log(1 -\-x) =  lim[x —  |т +  1Г —  ' ■ + ( “ 1)П_1^  ] > ( 5) 

ч. и т . д .

Если въ равенстве (5) сделаемъ х равнымъ ( —  ж), то найдемъ:

log(1 —  x) —  lim [ —  х — ̂  —  —  j —  . . . —  -J ] • (6)
П “ СО

062. Предположивъ въ равенствахъ (5) и (6) число п нечетнымъ и 

вычтя эти равенства по частямъ, получимъ:

>®в|^ =  2 В » [ *  +  у  +  Т  +  - • • + £ ]  ' (?)
L  П — СО

где п неопределенно возрастаетъ, принимая нечетныя значешя.

42*
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663. Положимъ, что

1± * =  7у 
1—х

гд'Ь N  есть произвольное положительное число. Равенство это даетъ:

N-1
х

N+ 1

Такъ какъ N  есть иоложительпое число, то Mod (х) мен’Ье числа

1, и, следовательно, въ формулу (7) мы можемъ внести, вместо х, 

N - 1
число jfTTl > чт0 Дястъ:

log N  =  lim [ 2 +  • • • + | ( ж р т )  | ‘ (8.)
W“ 00

Формула эта позволяетъ вычислять натуральный логариемъ произ- 

вольнаго положительнаго числа N  съ ошибкою, границы модуля ко

торой могутъ быть указаны.

И въ самомъ дЬлЬ, примемъ

, 1 2 /N — l\3 , , 2 /.Y-l\2,+1 . д ...
l o g #  —  2 ( ^ + 1 ) -f s \ n + i ) + •  • • + 2 Н - 1  \JVH-l) +  ^

Если въ правой части равенства отбросимъ А, то ошибка, которую 

при этомъ сд'клаемъ, выразится числомъ:

лт « . 1 f N - l V  . , 1 /JV-1\MM1
A —  log#-- 2 [ [ N + l j i з (jv-f-l) +  ' * • ^ 2 l + l \ N + l )  J*

Число это, на основанш равенства (8), представится такимъ об- 

разомъ:

Г 2 ( N — 1\2г+ 3
2 • (

1.2 г+з V-ZV4-1/ 1 21+Ъ [

Но ясно, что

г о /  N_1 \ 9 / N  1 \ 1 1

п )  + j m ( Modw 4 )  + • • • ]

или, наконецъ (564),

Mod А <  Mod 2 (N— I)2 '+3

(2( +  3) -

1_
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

_
3|

(Ю)
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664. Обозначив!, буквою а вещественное положительное чп ю, 

большее единицы, и положи въ въ формулахъ (9) и (10)

N — 1 1 Л7 а+1
У + Т ” в ’ « « У д а -N =  — i,

найдемъ:

, «+1 о 1 , 2 i , 2 i , , 2 1 , А / »\
,08^=1 —  2 - Т  +  3 *5i + 6' * a 3+ *  * •+ 2 Т + Т , ^ Щ -+ ‘ Л * (э > 

причемъ положительное число А удовлетворитъ неравенству:

д <  [ щ з  ' • з Ы \  ■ <10')

Если число «25=100, то, принявь l ~  1, найдемъ:

1о8 ^ 1  =  2- | ~ Ь у  • з̂ +  А, (п )

причемъ положительное число А удовлетворяешь неравенству:

А <0,00000000005.

Если число «2= 10000, то, принявъ 1 =  0 , найдемъ:

Н д ' • (|2>

причемъ положительное число А удовлетворяешь неравенству:

Л <0,0000000000007.

665. Мы знаемъ, что, для получешя обикновенпаго логариома числа, 

достаточно умножить натуральный логариемъ этого числа на число

М , равное и называемое модулемъ обыкновенной системы ло-

гариеаовъ (593). Вычислимъ это число. Для этой цЬли вычислимъ 

сперва log 10.

Положивъ въ равенств  ̂ (9'j и въ неравенств^(10') а =  3 и I =  9, 

получимъ:

1082=2 [ т + т Ш  +  Н т ) +  • • • + в (т )  ] + 4,
причемъ

Л ^  22.320.7 ’

Сд^лаБъ же а =  9 и 1 =  4, найдемъ:

lugf=2 +  -y(l) +  y (i) +  т Ш  + т(т) J + 4‘ >
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причемъ

л ^ 1
1 <. 23.318.5.11 '

Посл^дта два равенства дадутъ:

log 1 0 =  +  +  +  \  +

+  [2 +  3 ^  +  5 ^ + -  * * + Ж З ^ ] + З А -

Напишемъ слйдующЫ неравенства:

2, 00000 00000 0 = 2 = 2, 00000 00000 0

0, 07407 40740 7 <
2 

3. З2 < 0, 07407 40740 8

0, 00493 82716 0 <
2

5.34 < 0, 00493 82716 1

0, 00039 19263 1 <
2

7.3е < 0, 00039 19263 2

0, 00003 38701 7 <
2

9.38 < 0, 00003 38701 8

0, 00000 30791 0 <
2

11.310< 0, 00000 30791 1

0, 00000 02894 8 <
2

13.312 < 0, 00000 02894 9

0, 00000 00278 7 <
2

15.314 < 0, 00000 00278 8

0, 00000 00027 3 <
2

17.316 < 0, 00000 00027 4

0, 00000 00002 7 <
2

19.318< 0, 00000 00002 8

0, 00000 00000 0 < 3 д < 0, 00000 00000 4

0, 22222 22222 2 <
2

З2 < 0, 22222 22222 3'

0, 00091 44947 4 <
2

з.з6
< 0, 00091 44947 5

0, 00000 67740 3 <
2

5.310< 0, 00000 67740 4

0, 00000 00597 3 <
2

7.31* < 0, 00000 00597 4

0, 00000 00005 7 <
2

9.318< 0, 00000 00005 8

0, 00000 00000 0 < Ах < 0, 00000 00000 1.

Сложивъ эти неравенства по частямъ, получимъ:

2, 30258 50928 9 <  log 10 <  2, 30258 50930 8,

или

2, 30258509 <  log 10 <  2, 30258510,



т.-е. числа 2,30258509 и 2,30258510 суть натуральные логариоыы 

числа 10, съ точностью до 0,00000001, съ недостаткомъ и съ из- 

быткомъ.

Принавъ log 1 0 =  2,30258509, сделаемъ ошибку, меньшую

Вычисливъ log 10, определимъ модуль Ж. Предъидущш нера

венства дадутъ:

2,30258 50930 8 ^  ^  ^  2, 30258 50928 9 *

или

О, 43429 44 <  Ж <  0, 43429 45,

причемъ число Ж  ближе къ числу 0,43429 45, чемъ къ числу 

0,43429 44. Более точное вычислеше дало бы, напримеръ,

О, 43429 44819 032 < Ж <  0, 43429 44819 033.

606. Умноживъ обе части каждаго изъ равенствъ (9'), (11) и (12) 

на Ж  и обозначивъ обыкновенный логариемъ знакомъ Log, получимъ 

для всякаго числа а, болынаго единицы,

L„g “4 ?  =  м  [а. i  +  f  • i +  . . . + s £ i  • j lp ]  +  Д,

где •

Д <  Ж . ^ щ  * ^ п ]  •

Если число а ^ 100, то

bog =  м  [2 . • js] +  а,

где 4

Д <  Ж.  О, 00000 000005.

Если число а 2*10000, то

Log Щ  =  —  +  Д,
6 а—1 а 1 ’

где

РЯДЫ. ; 663

д <  Ж. О, 0000000000007.



664 книгд V.

' Положивъ, наприм^ръ, въ послйднемъ равенств  ̂ а =  10001, 

лучимъ:

> м
Log 10002 =  +  Д +  4 .

Имйемъ слЪдуюпця неравенства:

4, 00000 00000 0 0 0 =  4 = 4 ,  00000 00000 ООО 

О, 00000 00000 0 0 0 <  д < 0 ,  00000 00000 004

О, 00008 68502 8 1 3 < - ~ j < 0 ,  00008 68502 814.

Сложивъ эти неравенства по частямъ, получимъ:

4, 00008 68502 813 <  Log 10002 <  4, 00008 68502 818; 

откуда, для семизначнаго логариема,

4, 0000868 <  Log 10002 <  4, 0000869.

Принят.

Log 10002 =  4, 0000869,

сдЪлаемъ ошибку, меньшую гг^у. Этотъ результата помЪщенъ 

семизначныхъ логариемическихъ таблицахъ.



Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я .

Ряды для вычислешя чиселъ по даннымъ логариомамъ.

( 1 \ т
1 +  — ) • Мы видЬли (592), что выра-

/ f V"
жеше (1 -f — I , при стремленш т  къ безконечности по какому ни

есть закону, стремится къ одному и тому же пределу, представляю

щему основаше натуральной системы логариемовъ и обозначаемому 

буквою е.

Относительно этого числа е докажемъ следующую теорему.

- Теорема. Число е равно пределу, къ которому стремится сумма

1 1 "^172 +  17273^" • * * “1“ 1.2.3.“ и ’

когда целое и положительное число п стремится къ безконечности. 

Для доказательства разсмотримъ выражеше

(‘+ ± ) ’
и, предположи въ число т  ц^лымъ и положительнымъ, развернемъ 

это выражеше по Биному Ньютона (642).

Получимъ:

/ ,  | 1 \т __ , , 1 , т (т — 1) 1 , _ i _

V + l ^ )  = I + m - -- П2 * * ' +
, т  (т—1).. .(т-п-\-\) 1 . р

1.2.3 ...п  т н 1“ ^ ’
*

гд$ п не превышаетъ числа т  и гдй R  представляетъ сумму осталь- 

ныхъ (т  —  п) членовъ.
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Предъидущее равенство можетъ быть написано такимъ образомъ:

Vй- 1 ——
1 1 1 1 т  1. V т  1 \ т  / ,

) ' 1 1.2 ^ 1.2 ' +

\  т I V ml \ т  )

1.2.3...п
=  Д (О

гд-ь

В  = 1 .2 .3 . .  .(w-(-l)

Л_1) (i_l) (i_ 1)
\ ml \ т) \ т  /  , , \  т/\ ml \ m l

1 1.2.3 ...0+2) 1 •’* 1 1.2.3 . . .т

Очевидно, что В  удовлетворяешь следующимъ неравенствамъ:

О < В  <  ^  +  -~ -х +  . . . + ^ = i »

или, подавно, такимъ неравенствамъ (564):

Всл,Ьдств1е этихъ неравенствъ равенство (1) дастъ:

1— — (l— — ) ( l - —  
т  , V т /  \  т)

1 + 1 1.2 1.2.3

(l——)(l——)...fl——  )\  mj \ ml \ m '

1.2.3. ..n
< _ L

2,,—1

+  • • • +

( 2 )

Предположимъ, чти число m стремится къ безконечности, при 

чемъ число п «стается, покам^сть, постояннымъ; тогда переменное 

число



* w ( 2 W = e - ( 1 + 1 + o + r x 3+ -  - + 0 x ^ 5 ) -

Принимая теперь во внимаше, что переменное число 2 , какъ 

показываютъ неравенства (2), остается постоянно более О и менее

2^3 1 , заключаемъ, что и пред^лъ его есть число положительное, 

меньшее 2и^_1 . Итакъ,

0 < е  —  (1 + 1 Ч - 172 +  тт1тз +  ' •  - + 1 3 X 7 ^ )  < 2^=1 * (3)

Неравенства (3) существуютъ при всякомъ целомъ и положитель- 

номъ п.

ГГредположимъ теперь, что число п неопределенно возрастаетъ; 

тогда модуль разности между постояннымъ числомъ е и переменнымъ 

числомъ

1-1-1 ^ “ ГГг +  Г Х з -̂  * ' ' +  1.2.3. ..п

будучи, какъ показываютъ неравенства (3), менее числа 9w1_ 1, ста

новится и продолжаетъ быть менЬе всякаго заданнаго положитель- 

наго числа г.

Этотъ результатъ говоритъ, что постоянное число е есть пределъ, 

къ которому стремится переменное число

1 +  1 + Г 2 +  • ’ ‘ + Г 2 Х ^ ’

при безграничномъ возрастанш п, ч. и. т. д.

668. Разсмотримъ рядъ:

• х2 л:”" 1
1 ’ ж’ 1.2’ ' ' * ’ 1.2.3...(п-1) ’

Мы изучали этотъ рядъ (632) и нашли, что онъ абсолютно схо

дящейся при всякомъ значенш буквы х, какъ вещественномъ, такъ и 

мнимомъ.

Обозначимъ:

<?(x) =  lim [ l + f f  +  o +  ‘ ‘ * +  1.2.3*..( w - 1 ) ] ^ ’

РЯДЫ. 6 6 7

будетъ стремиться къ пределу:
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Согласно съ этимъ обозначешемъ можемъ писать:

? (у) =  [l -j-y -f- ~  -f •

<ь(х +  у) =  1ъ т \ ^ + { х - \ - у ) - { - ~ ^ - \ - . . - 4 — 2-— W r y l l 1-
1 . 2 . 3 . I)

669. Относительно выражешя © (х) мы можемъ доказать следующую 

теорему.

Теорема. Выраженгя

©(#)> 'у(у) и ©(# -J-y)

удовлетворяютъ следующему равенству.

И въ самомъ д^лй, прилагая къ абсолютно сходящимся рлдамъ, 

суммы которыхъ соответственно суть ©(яг) и <?(у), теорему умножешя 

рядовъ (636), получимъ:

?(з) • ?(у) =  1ьш | 1 +  О  +  У) +  \ (х 2 4 “ 2ХУ -4 У1) +  • • • +

670. Равенство (А) можетъ быть обобщено такимъ образомъ:

?(#i) •?(#") • • • ?(#,) =  ? U, -\-х., 4~ • • • 4" хч)- (В)

671. Доказаиъ предъидущую теорему, докажемъ следующую теорему. 

Теорела. Сумма ряда’.

о(х) • ©(«/) =  ?(ж ~\~ у) • (А)

или, что то же,

?(*)-?(У/=  ?(« +  »)* ч- и т- А-

X,11—1

или, что то же, © (х) равняется, при вещественно.\\.ъ значенги х, 

степени основангя е натуральныхг логарчвмовъ, показатель которой 

есть х, т.-е. равняется ех. •



РЯДЫ. 669

Для доказательства теоремы раземотримъ несколько случаевъ.

Случай I. Число х есть число цгьлое и положительное. Положивъ 

въ равенств  ̂ (В):
/

хх =5= #2=  - • • =  xq—  1, q =  x,

найдемъ:

[<о(1)]* =  ® (х).

Но

v(\) =  lim [1 +  1 + П 2 + -  • * +  1.2.3.1. ( n - l ) L co= e ;  

следовательно,

9 (х) =  е •

Теорема для разсматриваемаго случая доказана.

Случай 2. Число х есть полооюительное рацгональное число

¥
— , гдгь г и s суть числа цгьлыя и положительный. Положивъ въ ра

венстве (В):

г
q —  s, ж, =  х2 =  . . . =  хч =  — >

получимъ:

[? ( т ) ] ' =■ ?(»•)=«'.

откуда

г '

? = е  , или, что то же, г?(х) =  ех.\ s )

Теорема для разсматриваемаго случая доказан?.

Случай 3. Число х есть отрицательное рацгональное число. <1о- 

ложинъ, въ равенстве (^4), у = — х, где (— х) есть отрицательное 

ращональное число, и принявъ во внимаше, что ср (0) =  1, найдемъ:

?(.г).ср(— х) ? (0) =  1,

откуда
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Теорема для разсматриваемаго случая доказана.

Случай 4. Число х равно какому ни есть иррацюнальному числу. 

Разсмотримъ число х, какъ пределъ ряда рацюнальныхъ чиселъ:

Х\) X%i . . .  у Хп , . . • ,

такъ что

Mod (х —  хн)

есть безконечно малое число.

Тождество {А) даетъ:

9 (х) =  <р(хп) • ?(х —  Хп),

откуда

Ф п ) ПХ п)

Но мы видели (035), что lim[y{x —  Хп)]п-о о = 1 ;  следовательно,

?(х) =  Пт  [ ?Сг»)]п^ 00—  Пт  ( е ")п^ 00=  е ( п)и-0° =  е . 

Теорема доказана вообще.

672. РГгакъ, мы доказали, что, для всякаго вещественнаго значешя 

буквы х , им'Ьегъ место следующее равенство:

е =  lm  (1 +  ^  + . . . +  Х 2 Х Т ^ ^ 1 У  + * - + Г 2 Х . . ( « - Г ) ) п̂  

Мы видели (633), что если нримемъ:

(1) е* = = ] + л; +  ^ + .  . . 4-  u 2 .3 . . . ( k - l )  ^ " Л ’

то границы модуля А определятся следующими неравенствами:

Г Mod(x)f
(2)- 0 <  Modb <

Равенство (1) и неравенства (2) позволяютъ вычислять число е съ 

погрешностью, размеры которой могутъ быть указаны.
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673. Разсмотримъ какое ни есть положительное число А ;  обозначивъ 

его натуральный и обыкновенный логариемы соответственно черезъ 

log А  и Log А,  получимъ:

Log А  

log А Ж  
А = е  —  е

Внеся въ равенство (1) и въ неравенство (2), вместо буквы х,

Log-4 „ 
число ■ Jp , найдемъ:

✓ о\ i —   ̂ I Lo%A  I___ 1 / Log A V  . j _________ 1 / Log 1 | д
(3) A  h м  -Ьь2\ м  ) +  • • • + 1 .2 .3 . ..(A—1)1 M  ) ‘ ’

причемъ

Г Mod (Log 4 ) 1*

(4) 0 <  Mod  Д <  M

Равенство (3) определяешь число А  по данному его обыкновен

ному логариему, причемъ границы модуля погрешности, которую 

мы сделаемъ, отбросивъ А, указываются неравенствами (4).

674. Дадимъ два примера вычислешй.

Прииеръ 1. Вычислить е съ точностью^до .

Положивъ въ равенстве (1) х = 1  и & =  13, получимъ:

е =  1 “Ь 1 "Ь Г2 +  1.2.3 * * • +  1.2.3.4.. .12 Д ’

причемъ

0 < Д < -----

1.2.3.-.13 Ы ) '

или

14
0 <  Д <

(1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .10 ) (11.12.13) . 13’

. 14 ^ 1
откуда, подавно, принимая во внимаше, что ^

0 <  Л ^  1.2.3.4.5.6.778.9.10.10.10.10
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Напишемъ следующей рядъ неравенствъ:

2, 50000 00000 = 2, 5 = 2, 50000 00000

0, 16666 66666 <
1

1.2.3 < 0, 16666 66667

0, 04166 66666 <
1

1.2.3-1
< 0, 04166 66667

0, 00833 33333 <
1

1.2.3.4.5
< 0, 00833 33334

0, 00138 88888 <
1

1.2.3.4.5.6 < 0, 00138 88889

0, 00019 84126 <
1

1.2. ал. 5.6.7 < 0, 00019 84127

0, 00002 48015 <
1

1.2.3.4.5.6.7.8 < 0, 00002 48016

0, 00000 27557 <
1

1.2.3.4.5.6-7.8.9
< 0, 00000 27558

0, 00000 02755 <
1

1.23.4.5.67.8.9.10 < 0, 00000 02756

0, 00000 00250 <
1

1.2.о 4.5.6.7.8.9-10.11 < 0, ооооо 00251

0, 00000 00020
1

< 0, 00000 00021
< 1 .2 .3 4 .5 .6 .7 .8 .9 .1 0 .1 1 .1 2

0, 00000 00000 < Д <  0, ооооо 00003.

Сложивъ эти равенства по частямъ, получимъ:

2, 71828 18276 <  е <  2, 71828 18289.

Принявъ е =  2, 71828 183, сдЪлаемъ ошибку, меньшую

Нрим'Ьръ II. Дано:

О, 00014071 <  Log А <  0, 00014072.

Требуется определить число А  съ погрешностью, границы которой 

были бы указаны.

Взявъ въ формулахъ (3) и (4) к —  3, что можно сделать, ибо 

будетъ менее 1, получимъ:

. Log^4 , 1 / Log^\ 2 , .

л = 1  +  т - + г : 2



РЯДЫ. 673

причемъ

[~ Ж ~ )
I Log JA3

0 < д < , , п ^ )

Припомнивъ, что (665)

2, 30258509 <  log 10 <  2, 30258510, 

напишеыъ сл']>дующ1я неравенства:

1, 00000 ООО =  1 —  1, 00000 ООО 

О, 00032 399 <  <  0, 00032 401

О, 00000 005 < \ ( —J j r ) 7<  °* 00000 006
0. 00000 ООО <  А <  о, 00000 00000 06.

Сло?кииъ эти неравенства по частямъ, найдемъ:

1, 00032 404 <  А < 1, 00032 408.

Взявъ А —  1,000324, сдЬлаемъ ошибку, меньшую у  оде-

-----

/



ВАЖ Н-ВИШ Ш  ОПЕЧАТКИ.

Стр. Строка: Напечатано:

13 33 а— Ъ =— (b — a) =  — d;
84 3 Если А =  5

94 5 Теорема VI

129 11 4О

162 5 и 7 х„г, а„г

622 3

624 4 производимое

628 5 также числу 1

Читай: 

а — Ь ——(Ъ — а)-=— d 

Если Л. =  25 
Теорема V

_3 .
2 ’

и ан 
^n-1+г

произвольное 

чжлу О


